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Consideremos dois nimeros reais a e b. Determinemos os pares (ordenados)

(z,y), de ntiimeros reais, que resolvem o sistema

2-y?=a
S Y
2zy =b.
[Curiosidade. O par (z,y) ¢é solucao do sistema acima se e somente se o nimero

complexo z = x + 1y ¢é solugao da equacao polinomial de grau dois

22 =a+ib,

onde i é a unidade imaginaria (isto é, i? = -1).]

o Retornemos ao sistema S. Multiplicando a primeira equacao de S por z?

temos

ot - 2%y = az®.

Substituindo 2xy = b nesta, obtemos

b2
1’4 -— = CL[L’2.

4

Donde segue

4zt —daz? -b* = 0.
Completando quadrado encontramos
(222 - a)? - a®-b* = 0.

Logo,

222 —a = +Va2 + b2

Seguem as alternativas

222 =a+VaZ+b% ou 222=a-Va2+b2.


http://www.ime.usp.br/~oliveira

Como Va2 +b% 2 |a| 2 a, entdo a — Va? +b? < 0. Assim, obrigatoriamente

temos
o a+Va?+b?
= 5 .
Donde concluimos, para z, pelas duas possibilidades

T

a+Va?+b? a+Va?+b?

T = 3 ou| r=- B

Pela primeira equagao do sistem S chegamos a

s o a+Var+b? —a+Va?+b?

y =a"-a= 5 -a= 5

Donde concluimos, para y, pelas duas possibilidades

_ —a+Va?+b? _ [/ -a+Va?+b?
y =\ 5 lou| y= SAIVEEe

Apenas duas possibilidades para o par (r,y). Aparentemente temos
quatro pares de solucoes para o sistema S. Entretanto, isto nao procede pois
a segunda equagao de S,

2zy = b,

nos mostra o seguinte. Se b > 0, entdo x e y tem mesmo sinal (ambos

positivos ou ambos negativos). Se b < 0 entao x e y tem sinais contrérios.

O caso b # 0. Observando que

b +1, se b>0
0] -1, se b< 0,

concluimos que neste caso as duas solugoes de S sao

a+Vat+b® b [-a+Va®+b?
(z,y) =+ — —\/———— |, se b#0.
2 |b] 2
O caso b = 0. Temos entao o sistema
2-y2=q
2zy = 0.
Portanto, neste caso obrigatoriamente temos z = 0 ou y = 0. Separemos em

dois subcasos.
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O subcaso a > 0. Entdo, = 0 é impossivel (de fato, se x = 0 temos

y? = —a < 04). Donde segue z # 0 e portanto y = 0. Logo,
?=aex= i\/a.

Donde concluimos que

(2.) = +(+/a,0).

O subcaso a < 0. Entdo, y = 0 é impossivel (se y = 0, temos 22 = a < 07).

Donde segue y # 0 e portanto x = 0. Logo,
yi=—aey=+V-a.

Donde concluimos que

(z,y) = £(0,v-a).

¢ Solugdo geral. Definamos a fun¢do sinal por

1, se x>0,
sgn(x) ={ -1, se 2 <0,

1, se x=0.

Entao, a solucao geral do sistema S é

(0:9) = + (V25T s () /=45E )
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