Ano 2017-2022
TEOREMAS DE EXISTENCIA E UNICIDADE PARA EDO’S
Oswaldo Rio Branco de Oliveira

http://www.ime.usp.br/~oliveira oliveira@ime.usp.br

Sec¢do 1 - Caso Basico (no plano)

1.1 Teorema de existéncia e unicidade..............cccoeoeeiiiiiiiiiiiiieee e 2
1.2 Solugdo e intervalo Maximais............oooouviiiiiiiiiieieeee e 8
1.3 Dependéncia continua...............oooo 12
Secdo 2 - Sistemas nao lineares.
2.1 NOTAGOES. ... 13
2.2 Teoremade Picard ..........oooiiiiiiiiii 14
2.3 SOlUGAO MAXIMAN ...ttt 20
2.4 Dependéncia Continua ........ccooeiiiiiiiiie e 24
2.4 Dependéncia Diferenciavel ..............cccciiiiiiii e 29
Secdo 3 - Sistemas lineares, coeficientes n3o constantes
3.1 Introdugd0 € NOLAGOES. ... ..eiiiiiiiiiiiiiii e 37
3.2 Teoremade Picard ..........oooviiiiiiiiiie e 39

3.3 Matrizes Wronskiana e Fundamental - Abel-Liouville


http://www.ime.usp.br/~oliveira

Secdo 4 - Sistemas lineares, coeficientes constantes

4.1 A Exponencial de uma Matriz Real. Exemplo ..............cccooooiiiiii 50
4.2 TEU (caso homogéneo) € FIUXO ..........coooiiiiiiiiiiiiiiii e 62
4.3 TEU (caso ndo homogéneo) e Férmula de Duhamel ................occooiiil, 65
4.4 EDOLCC escalar, sistema linear associado e matriz companheira .................. 66
4.5 Cémputo trivial de !4 em M;3(R). Casos triviais em M, (R).......cccoccveirnn. 68
4.6 Séries de POtENCIAS. ......ooiiiiiiiiiii e 79
4.7 Cémputo de et - férmula explicita - método fracdes parciais......................... 84
4.8 Solucdo de 2’ = Ax e cdmputo de et4 - método de autovalores....................... 92
4.9 Cémputo de et - métodos de Putzer..............ccoooiioiiiiiiiiiceeeee 105
REFEIENCIAS. ... 107



Oswaldo Rio Branco de Oliveira
1 - CASO BASICO (NO PLANO)

Teorema (Existéncia e Unicidade, Picard). Seja F': Q2 > R, onde Q2 c R? é
um aberto contendo o ponto (a,b), com F = F(x,y) e %—5 continuas. As seguintes

afirmacoes sao verdadeiras.

e (Enunciado classico) Em algum intervalo aberto contendo o ponto a,

existe uma e somente uma solucao para o problema com valor inicial

y'(x) =F(zy(z)),

PVI
v {y(a) =b.

e Existem um aberto contendo o ponto (a,b) e um raio p > 0 tais que para

todo ponto («, ) neste aberto, existe uma e somente uma solugao de

{ y' = F(z,y),
y(a)=p

definida no intervalo aberto (o - p,a + p).

e Dado um compacto K c €2, existe um raio p > 0 tal que para todo ponto

(o, B) neste compacto, existe uma e somente uma solugao de

{y’=F(x,y)

definida no intervalo (a - p,a + p).

y(a) =p
Prova.

e Primeira afirmacdo (enunciado cldssico). Dividamos a prova desta em trés

partes: simplificacoes, existéncia e unicidade.
o Simplificagdes. Encolhendo €2, se preciso, pela continuidade de F' e de %—5
segue que podemos supor estas duas fungoes limitadas.

Seja @ um quadrado centrado em (a,b) e tal que @ c Q. Podemos supor
(a,b) = (0,0) e @ = [-1,1] x [-1, 1], bastando usar uma translacdo e uma

homotetia (dilatagao ou contracao). Vide verificacdo ao final desta prova.

Podemos supor |F| e |%—Z| majoradas por uma constante M > 1.
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Figura 1: O quadrado [-1,1] x [1,1] contido em Q.

o Existéncia. Tal problema, o PVI, é entao equivalente a (cheque)

e y@) = [Pyt

A idéia (tutil em vérias dreas) é definirmos a sequéncia de fungoes

(2) { yo(z) =0 (funcdo constante),

Yant (2) = [ F (1, (1)) dt.

Pois, se a sequéncia de funcgoes v, y1, 92, ... convergir uniformemente a uma

fungao y(x), passando (2) ao limite para n — oo obtemos (1) e ... bingo!

Provemos tal convergéncia uniforme. Se |z| <1/M e |y,(z)| <1, entao

[Yns1 ()| < < Mzl <1, ie., Imagem(y,.1) c [-1,1].

[ Ftu@)a

Isto mostra que as fungoes 41,42, ys . .. estdo bem definidas para |z| < 1/M.
Fixemos 7 tal que 0 <r < 1/M e ponhamos A =rM (logo, 0 < A< 1).

O conjunto C' ([—7’, r],R) das fungoes continuas definidas no intervalo [-r, 7]
e a valores reais é um espaco vetorial. As fungoes continuas definidas em

compactos assumem maximo, e adotamos em tal espaco a “norma do sup”

lyll = sup {ly()] : w € [-r,7]}.
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Agora, dado z € [-r,7], pelo teorema do valor médio aplicado a %—F temos
Y

|yk+1 |f t yk F(t,yk_l(t))] dt

Logo, ||yx+1 — Ykl € Mlyx — yr-1]]. Por indugao obtemos

<||M |y = Y- |-

lyrer = yrll < Ny = woll.

Desta forma, supondo m > n, pela desigualdade triangular encontramos

Y (2) = Yn (@) < |Ym = Ymet ]| + -+ [Yns1 = Ynl < A+ -+ A)|ly1 = wo .-

Donde segue

n”yl Yol
(3) [Ym (2) =yn (2)] A" =—

J& que 0 < A < 1, a sequéncia (yn(x)) é de Cauchy e converge a um y(z) € R.

Computando o limite em (3) para m — oo (notemos que m > n) encontramos

(@)~ ()| < 12200

Portanto, a sequéncia de fungoes y1, ya, . . . converge uniformemente y = y(z),
no intervalo [-r,r]. Logo, y é continua. Entao, resultados triviais sobre

convergéncia uniforme e integragao aplicados a formula

(@) = [Pty () at

garantem (cheque)
v@)= [ Ftym)ar

Donde, pelo teorema fundamental do célculo segue
y'(x) = F(z,y(x)).

o Unicidade. Seja z = z(x) tal que 2/(x) = F(z,2(x)) em [-r,7] e 2(0) =0.

Aplicando o TVM a funcao %—5 obtemos, para x € [-r,r],

(@) =@ = | [P (0) - F(2(0) o

Donde segue ||y — z|| < Aly — 2| e a igualdade entre as fungoes y e 2.

<rMly - z||.

A primeira afirmacao (o enunciado cléssico) esta provada.

b}



Segunda afirmagdo. Mantenhamos as simplificagdes adotadas acima. Divi-

damos a prova desta afirmacao em duas partes: existéncia e unicidade.

Existéncia. Sejam

).

N|—

)

N|—

(a, B) um ponto no quadrado aberto (—%’ %) x (_
o raio p = ﬁ < %7

o espago vetorial C'([a = p,a + p],R) com a norma do sup || - |.

[Alerta sobre abuso de notagdo. Ao longo da prova desta afirmacgao, o

simbolo ||-|| ndo é a norma do espag¢o normado definido na afirmagao inicial.|
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Figura 2: O ponto («, ) no quadrado aberto (—%, %) X (—

Definamos, em [« — p, «a + p], as fungdes

uo(z) = f (fungao constante),
Uns1(z) = B+ [7F(t,un(t)) dt.

Tal sequéncia é bem definida. De fato, se
1
lt-—a|<p e |u,(x)-p|< 5

entao (z,u,(z)) estd no quadrado [-1,1] x [-1,1] - verifique - e temos

wa(t,un(t))dt

[e7

1
<|lz—alM <=,
2

[unsi () = 5] =

A seguir, o TVM aplicado a %—5 garante

[ns1 () —un ()] = < |z =alMlup =un])-

LU 000) ~ Pt (1)

6
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Donde segue

1

. - 1
[tnsr — wn < §||un —Up_1|| e por indugao ||u,s1 — | < 2—n||u1 — U]

Para m >n, a desigualdade triangular garante

1
+ e+ — ”Ul—-uO”.
2mr1 n

|um(x) _un($)| < ”um —Um—1|| Tt ”un+1 _un” < (

Assim,

1
on-1 [y = wol|-

Isto mostra que a sequéncia (um(x)) é de Cauchy e converge a um u(zx) € R.

[um () = un ()] <

O limite da desigualdade imediatamente acima para m — oo é

[u(@) = un ()] < o= lur = uol.

2n—1

Logo, ug,u1,us, ... converge uniformemente a u, no intervalo [« — p, a + p].

Resultados sobre convergéncia uniforme e integragao aplicados a

tnet (2) = B + /;xF(t,un(t))dt

garantem
u(x):5+f F(t,u(t)) dt.

Pelo teorema fundamental do calculo segue

u'(x) = F(x,u(x)) para todo = € [a — p,a + p], com u(«a) = p.

o Unicidade. Seja v = v(x) com v'(z) = F(z,v(x)) em [a—p,a+p] e v(a) =f.

Aplicando o TVM a funcao %—Z obtemos, para x € [ — p,a + p],

Lm [F(t,u(t)) = F(t,0(t))]dt

Donde segue |u-v] < 3]u—-v]| e a igualdade entre as fungoes u e v.

u(z) —v(z)| =

<|z - a|Mlju-wv].

A segunda afirmacao esta provada.

e Terceira afirmagdo. Segue trivialmente da segunda afirmacao (cheque).

A prova do teorema estd completa#



Simplificagoes. As simplificacoes adotadas na prova acima sao permitidas.

Prova.
Seja G :[a-6,a+d]x[b=0§,b+7], com 0 >0, continua e % também continua.
Consideremos o problema com valor inicial

{ v'(u) = G(u,v(u))

4
) v(a) =b.

Definamos entao a funcao
F(z,y)=G(a+dzx,b+d0y), com (z,y)e[-1,1]x[-1,1],

e consideremos o problema com valor inicial

{y%x)=fxx4mx»

(5) y(0) = 0.

Mostremos que

v(a+0x)-b

5 é solugao de (5).

v=v(u) é solugado de (4) se e s6 se y(z) =
o Se v(u) é solugao de (4), entao y(0) =0 e
y'(z)=v'(a+dx) = G(a +dz,v(a+ 5z))

G(a+5m b+v(a+dx)- b)

G(a+5:)3 b+ dy( ))

o Se y=y(x) é solugao de (5), entdo

o(w) = oy (*57) +

satisfaz v(a) =0+b=be
oy fu-a\  (u-a (u-a
U(U)—y( 5 )—F(—5 y( 5 ))
G(a+u ab+5y(u_a))

= G(u,v(u))*
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1.1 - SOLUCAO E INTERVALO MAXIMAIS

Definicoes. Consideremos uma equagcao diferencial ordinéria de primeira ordem

e na forma normal y' = F'(x,y).

o Uma solu¢do da equagao ¢ uma funcao y : I - R, com [ um intervalo nao

degenerado (aberto ou nao), que satisfaz y'(x) = F'(x,y(x)) para todo x € I.

o Se y = y(z) é solucao da equagado, entao = ~ (z,y(x)) é uma curva solugdo.

Teorema (Solugao maximal). Mantenhamos as notagoes e as hipéteses no

Teorema de Existéncia e Unicidade para edo’s (Picard). Vale o que segue.

(1) Se as fungées y, : Iy > R e yp: Iy > R, onde I; e I sao intervalos abertos

contendo o ponto a, sao ambas solugoes de
() = F(z,y(x
oy [ V@) =Flay@)
y(a) =0,
entao temos y; = Yo na interseccao Iy N Is.

(2) Toda solugao do PVI é estendivel a um mesmo intervalo maximal (mdximo

dominio conexo da solu¢ao). Tal intervalo é aberto e denotado
(w_,wy).

(3) A solugao do PVI no intervalo maximal é tinica (e dita solugdo maximal).

(4) Seja Y : (w_,ws) - R tal solugdo maximal. A curva solugdo maximal
(z,Y(x)) tende a fronteira 0X) se © - w,. Isto é, dado um compacto K c
existe T > 0 tal que temos (x,Y(x)) € QN K para todo z € [wy — T,w,).
Escrevemos entao

(z,Y(x)) == 0.
Analogamente, se x - w_.
[Subentendendo que x - w, pela esquerda e x - w_ pela direita.]

Valem afirmagoes analogas nos casos w_ = —0o0 e w, = +00..



Prova. Baseada em Doering & Lopes [6, pp. 390-392] e Figueiredo & Neves [7,

pp. 56-60], com leves alteragoes.

Notemos que I; n I, é um intervalo aberto contendo a.

(1)

Seja O={xelhnl:y(x)=y(x)} c 1 nIs.

Temos O # @ pois a € O. As fungdes y; e y» sdo derivaveis e entao continuas.

Logo, O é fechado em I, n I5.

Dado a € O, seja 8 = y1(a) = y2(«). Pelo teorema de Picard, existe um

intervalo aberto I3 contendo o (podemos supor I3 c I1 nIy) tal que
{ y'=F(z,y(z))
yla)=p
tem solucao unica. Donde entao segue y; = yo em I3.
Portanto temos I3 c O e O é aberto.
Assim, O é nao vazio, aberto e fechado em I; nI,. Como I; n I, é um

intervalo, e entao conexo, concluimos

O=Ilﬂ[2 € Y1 =Yg em ]10]2.

Consideremos todas as solucoes yy : [y = R, onde I, é um intervalo aberto

contendo o ponto a, do problema original

i { y'=F(z,y(2))
y(a) =0.

A unido U/, é um aberto e um intervalo (cheque). Escrevamos
UL = (wo,ws).
Por (1) segue que estd bem definida a fungao
YV:(w_,wy) — R, onde Y(z) = yr(x) se x € I,.

E claro que a funcao Y é uma solugao do PVI considerado.

Vejamos que (w_,w,) é o maior intervalo em que hd uma solu¢ao do PVIL.
Suponhamos, por contradigao, que J é um intervalo (arbitrario) contendo

propriamente (w_,w,) e que existe uma solugao ¢ :J - R do PVL

10
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Por (1) podemos destacar

o(x) = Y(x) para todo x € (w_,w,) |

Podemos entao supor sem perda de generalidade que w* € J e

J = (w-,wy].

Como temos ¢'(z) = F(x,p(x)) para todo z € (w_,w,], concluimos que

(w, p(w,)) € €2

Pelo teorema de Picard, existe uma tnica fungao ¢ satisfazendo

{ V'(x) = F(z,¢(x))
¢(w+) = QO(W+)

em algum intervalo aberto (w; —7,w, +7), onde r > 0.

Definamos

2(x) = { o(x) se r e (w_,w],

W(x) se x € [wy,wy +7).

E claro que Z estd bem definida [¢(w,) = 1(w,)] € é continua em ws.

Temos também
Z'(x) = F(x,2(z)) se v € (w_,wy)
{ Z'(x) = F(x,2(x)) se x € (wy,wy +7).
A derivada ¢’(x) = F(z,¢(x)) mostra que ¢ é de classe C' em (w_,w,].

Analogamente, ¥ é de classe C! em [wy,w, +7).

As derivadas laterais a esquerda e a direita de Z em w* sdo, respectivamente,

@' (ws) = Flwr,p(wy)) e ¢ (ws) = F(ws, Y(ws)).
Note-se p(wy) =¥ (wy). Logo, as derivadas laterais de Z em w, coincidem.
Donde Z é derivavel em w, e Z'(wy) = F(ws, p(wy)) = F(wy, Z(wy)).
Ja destacamos acima que ¢ = Y em (w_,w, ). Logo, Z(a) = ¢(a) = Y(a) =b.
Concluimos entao que Z resolve o problema

Z'(x) = F(x,2(z)) se v e (w_,wy +71)
Z(a) =0.

Obtemos entao (w_,w, +7) ¢ (w_,w,) ¥

11



(3) Segue trivialmente de (1). Cheque.

(4) Dividamos a prova em trés casos.

O caso w, = +o00. Como K é limitado, existe 7 > 0 tal que para todo (z,y)

em K temos x < 7. Assim, para todo = > 7 segue (x,Y(z)) e 2\ K.
O caso w_ = —oco0. Andlogo ao caso acima.

O caso w_ e w, finitos. O teorema de Picard (terceira afirmacao) garante
um raio p > 0 tal que para toda condicao inicial («, 5) € K existe uma tnica

solucdo de y' = F(x,y), com y(«) = 3, definida no intervalo (a - p,a + p).

Fixemos um ponto («,Y(a)) € K. Existe uma fungao ¢ satisfazendo
¢'(x) = F(z,0(x)) em (o= p,ac+p), com p(a) = V().

A primeira afirmacao do teorema solu¢ao maximal garante ¢ = ) na inter-
secgao (a—p,a+p)n(w_,w,) #F. Assim, podemos estender ) ao intervalo

unido (a—p,a+p)u(w-,w,). Porém, (w_,w,) é intervalo maximal. Seguem
(a—p,a+p)c(w_,wy), eentdo w_<a—-p e a+p<w,.

Estas duas ultimas desigualdades implicam

(0, V() ¢ Kse a<w_+p
e
(, V()¢ Ksea>w,—p»

12
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1.2 - DEPENDENCIA CONTINUA

Teorema (Dependéncia Continua nos Dados Iniciais). Seja F': Q - R,

onde 2 ¢ R? é um aberto (convexo ou nao), com F = F(x,y) e %—Z continuas.

Sejam ¢ e 1 duas solugoes da edo

y' = F(z,y)

definidas no intervalo compacto [a,b]. Existe uma constante M >0 tal que

lp(x) = (x)| < |p(a) - ¢ (a)le ™), para todo x € [a,b].
Prova.

o Exercicio (a hipétese de convexidade é supérflua). Dado K compacto em (2,
existe uma constante M > 0 tal que temos |F(t,z) — F'(t,y)| < M|z —y| se

os pares (t,x) e (t,y) pertencem a K. Dica. Prove por contradigao.

o Se p(a) = ¥(a), o teorema de Picard garante ¢ = 1) em [a,b] e entdo a

afirmagao é evidente. A seguir, consideremos o caso ¢(a) # ¥ (a).

o Os graficos das fungoes continuas ¢ e ¥ sao compactos em (). Seja K o

compacto dado pela uniao destes graficos. Seja M >0 como no exercicio.

¢ Seja x € [a,b]. Sabemos que

o) =pla)+ [ F(t ot

Analogamente para 1. Segue (cheque)

lp(z) = (@) <m(x) =le(a) -y (a)] + [ax [E(t, ¢(t)) = F (¢, 9 (2))|dt

O teorema fundamental do calculo e o TVM na segunda variavel garantem

m'(z) = |F(z,¢(x)) = F(z,9(x))| < Mlp(x) = ()]

Donde segue m’ < Mm. Temos também (pois vale m >0 em todo ponto)

/

" < M em [a,b].
m

Integrando tal desigualdade em [a,x] encontramos

m(z)

In <M(x—-a)e m(x)<m(a)eM@),

m(a)

Segue entao |p(z) — ¢ (x)| < m(x) <m(a)eM@=a) = |p(a) —(a)|eME-a) &

13



2 - SISTEMAS NAO LINEARES
2.1 - NOTACOES

Escrevendo
RxR"={(t,z):teRexzeR"},

dizemos que (t,x) é a varidvel em R x R™. Interpretamos ¢ (a primeira variavel)

por tempo e x (a segunda varidvel) por posi¢ao. Identificamos R x R = R7+1,
Dado (t,z) €e R x R", entao |(¢,x)| indica a norma de (¢,2) no espago R"*!.
Sejam um intervalo / ¢ R e um aberto 2 ¢ R*. Dada F' : [ x 2 - R,

escrevamos F' = (F,..., F,) com F; a j-ésima componente da fungao F.

A fungao F : I x Q) - R é de (ou satisfaz uma condigdo de) Lipschitz na

segunda varidvel se existe uma constante L > 0 tal que temos
|F'(t,z) — F(t,y)| < L|lx —y|, para quaisquer t € I,x € Q e y €.

Dizemos que L é uma constante de Lipschitz para F', na segunda variavel.

Uma funcao z = z(t) : [ - 2 é dita um caminho (ou curva) em .

A integral de um caminho z : [a,b] — R™ é (se existir) o vetor em R" dado,
coordenada por coordenada, pelas integrais em [a,b] das n componentes de x.
Um caminho = : I - € é uma solugdo do sistema ndo linear de equagdes

diferenciais de primeira ordem

dx
- F
dt (t?x)a

se para todo ponto t € I temos

L (t) = Fi(t,01(t), -, 2a(t))
z'(t) = (Fl(t7x(t))7 e ,Fn(t,x(t))) ou, ainda, :
da (1) = B (t,21(8), ..., 20 (t)).

Alerta. Também indicamos uma sequéncia de funcoes por sub-indices. Exemplos:
f1, f2,... ou mesmo xq,xs,x3,.... O contexto deixa claro o sentido empregado.

Dado um ponto (g, ) € I x 2, procuremos resolver o problema

{ o' = F(t,),

x(to) = p.

Se o caminho z resolve este problema, entao x é uma érbita de F' pelo ponto xg.

14
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2.2 - TEOREMA DE PICARD (SISTEMAS NAO LINEARES)

Teorema (Existéncia e Unicidade para Sistemas Nao Lineares de EDQO’s).
Seja F': I x€) - R", onde I é um intervalo aberto e 2 c R® é um aberto com
F = F(t,z) continua, limitada e de Lipschitz na segunda variavel. Consideremos

um ponto (tg,zo) € I x 2. As seguintes afirmagoes sao verdadeiras.

e (Enunciado classico, para sistemas) Em algum intervalo aberto con-

tendo ty, existe uma e s6 uma solugao para

a'(t) = F(t,z()),

x(tg) =mo.

(PVI) {

e Existem um aberto contendo o ponto (tg,x¢) e um raio p >0 tais que para

todo ponto («, ) neste aberto, existe uma e s6 uma solugao de
a’ = F(t,x),
z(a) =3

e Dado um compacto K c I x(), existe um raio p > 0 tal que para todo ponto

no intervalo (a — p,a + p).

(a, B) neste compacto existe uma e somente uma solugao de
{ x' = F(t,x)
z(a) =f
no intervalo aberto (a - p,a + p).

Se ocorre K c interior(Ky), com Ky compacto em I x €}, podemos escolher

p tal que o grafico de x = x(t) esta contido em K, para todo (a,f) € K.
Prova.

e Primeira afirmagdo (enunciado classico, para sistemas). Dividamos a prova

desta em trés partes: simplificagoes, existéncia e unicidade.

o Simplificacdes. Seja D(0,1) = {x € R” : |z| < 1}, a bola unitaria fechada
(disco unitario) n-dimensional centrada na origem de R™. Seja () um ci-
lindro circular reto (n + 1)-dimensional ao longo do eixo ¢, compacto, cen-

trado em (tg,zo), com altura igual ao dobro do raio da base e satisfazendo
Qclxq.

15



Utilizando uma translagao e uma homotetia, podemos supor sem perda de
generalidade (to,z0) = (0,0) e @ = [-1,1] x D(0,1). Cheque.

Podemos supor que a constante de Lipschitz (na segunda varidvel) L satisfaz
L >1 e majora |F]|.

4 / Y\

Figura 3: Caso n =2. O cilindro 3-dimensional [-1,1]x D(0,1) contido em I x 2.
o Existéncia. O PVI ¢ equivalente a (cheque)
t
(1) = f F(s,2(s)) ds.
0
Definamos (informalmente, a principio) a sequéncia de caminhos
xo(t) =0 (funcdo constante),
Tpir () = [ F(s,2,(5)) ds.
Se |t| < 1/L e |z, (t)| < 1 obtemos
t
f F(s,2(s)) ds| < L|t| < 1.
0

Assim, as fungoes 1,2, x3 ... estao bem definidas para |t| < 1/L.

[ (1)) <

Fixemos r tal que 0 <r<1/L e

A=rL (logo,0< A< 1) |

[Observemos que o grafico (¢,x,(t)), onde t € [-r,r], estd contido no cilindro

compacto [-1,1] x D(0,1), para cada n.]

O conjunto C([—r,r],R”) ={x:[-r,r] > R": z é caminho continuo} é um

espaco vetorial. Adotamos em tal espaco a “norma do sup”

|| = sup {|:c(t)| ite [—r,r]}.
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Dado t € [-r,r], pela condigao de Lipschitz segue

<L) xg — 2p-a]|-

|zr41(2) |f (s,z1(s F(s,xk_l(s))]ds

Logo, |zk+1 — k|| € A2k = xk-1]|. Por inducao segue
|2k = zill < Afloy = o] = Al .
Seja m > n. Pela desigualdade triangular obtemos
2 (8) = @0 ()] < [ = Tooa |+ oo+ |1 = zall S AT 40+ A7) 2]

Donde segue

(21

e (8) = 2 (B)] € X'

Ja que 0 < A < 1, a sequéncia (:cn(t)) ¢ de Cauchy e converge a um x(t) € R™.

Computando o limite na iltima desigualdade acima para m — oo achamos

o
[o(6) ~ (D) € A"

Logo, a sequéncia z,, converge uniformemente a x = z(t) em [-r,r]. Resul-

tados triviais sobre convergéncia uniforme e integragao aplicados a

t
tani(t) = [ F(s,aa(s))ds

0
garantem (cheque)

t

(1) = f F(s,2(s)) ds.
0
Pelo TFC segue 2/(t) = F'(t,z(t)). Evidentemente, x(0) = 0.
¢ Unicidade. Seja z = z(t) tal que 2/(t) = F'(t,2(t)) em [-r,7] e 2(0) = 0.

Seja t € [-r,r]. A condigao de Lipschitz vigente para F' garante

- |/: [F(s,2(s)) - F(s,2(s))] ds

Donde segue ||z - z|| < Az - z| e a identidade z = z.

<rl|z-z|.

A primeira afirmacao esta provada.
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e Segunda afirmacdo. Mantenhamos as simplificagoes adotadas acima. Divi-

damos a prova desta afirmacao em duas partes: existéncia e unicidade.

o Existéncia. Sejam

B(0,3)=f{zeR :|z[< i}
(o, ) um ponto no cilindro aberto (—%, %) x B (0, %),
o raio p =57 < 3,

o espago vetorial C'([a = p,a + p],R™) com a norma do sup | - ||.

[Abuso de notagao. Abaixo, | -|| ndo é a norma usada na afirmacao inicial.|

i
t
i
+

e Rl

f 4 ' ¥

T

e dmaty - R - (W t
R st .S

Figura 4: O cilindro (-3,1) x B(0,1) e o cilindro [-1,1] x D(0,1).

Definamos, no intervalo [« — p, v + p], 0os caminhos

uo(t) = B (fungdo constante),
Uni1(t) = B+ [ F(s,u,(s)) ds.

Tal sequéncia é bem definida. De fato, se

1
t-al<p e Jun(t) - Bl <3

entao o grafico (¢,u,(t)) estd no cilindro [-1,1] x D(0,1) - cheque - e temos

1

i (1) = B = fatF(s,un(s))ds <Jr-als

A condigao de Lipschitz na segunda variavel assegura

[unsa (8) = un(t)] = <t = alLfun = up].

Lt[F(S,un(S)) — F(s,u,_1(s))]ds

18
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Donde segue
1 . - 1
tne1 = wn | < §||un —Up_1|| e por indugao ||u,s1 — Uyl < 2—n||u1 = up|.

Para m > n, a desigualdade triangular garante

1
+ e+ — ”ul—-qu
2m—1 n

|um(t) _un(t)| < ”um —Um—1|| Tt ||un+1 _un” < (

Assim,
|lur = wo|

2n—1

Isto mostra que a sequéncia (um(t)) é de Cauchy e converge a um u(t) € R".

[m (1) = un(t)] <

O limite da ultima desigualdade acima para m — oo é

lur = uo
[u(t) = un(t)] < Tond

Logo, wug, u1,us, ... converge uniformemente a u, no intervalo [« — p, a + p].

Resultados sobre convergéncia uniforme e integracao aplicados a

Uns1(t) = B+ [:F(s,un(s))ds

garantem .
u(t)=ﬁ+fa F(s,u(s)) ds.

Pelo teorema fundamental do célculo (coordenada a coordenada) segue

u'(t) = F(t,u(t)) para todo t € [a — p,a + p], com u(a) = f.

o Unicidade. Seja v = v(t) com v/(t) = F(t,v(t)) em [ —p,a+ p] e v(a) = f.

Pela condicao de Lipschitz, para todo t € [a— p,a + p] vale

Lt [F(s,u(s)) - F(s,v(s))] ds

Donde segue |u—v| < 1|ju—v| e a igualdade entre os caminhos u e v.

<|t—a|L|ju-wv].

[u(t) - v(t)] =

A segunda afirmacao esta provada.
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e Terceira afirmacdo. Dado (tg, ) € K, sejam V =V (ty,x9) o aberto e p = py

o raio dados pela segunda afirmacao.

A prova da segunda afirmacao revela que podemos supor que V' é um cilindro
aberto [centrado em (ty,z)] com fecho V' contido em um cilindro aberto

W = W (to, 70) de fecho W compacto e contido em interior(Kj). Isto é,
VcVcW cW cinterior(Kp).

Revela também que dado («,3) € V = V(to,70), podemos supor que a

solugao do problema

z(a) = 8
definida em (a - py,a + py), tem seu gréfico contido no fecho do cilindro
W = W(to, ZL’Q).

{ x' = F(t,x)

Consideremos a cobertura

K c UV(tQ,ZL'Q),

com a uniao feita sobre todo (ty,zo) € K. Como K é compacto, existe uma

sub-cobertura finita e escrevemos K c Vj u---u Vy.
Sejam py;, ..., py, 0s raios ja associados a Vi,...,Vy. Seja
p= mln{an s >PVN}-

Entao, dado um ponto («, 5) € K, existe j € {1,...,N} tal que (a,3) € V}.
Portanto, a solugao do problema z’ = F'(t,z), sob a condigao z(«a) = 3, esta
definida no intervalo (a - p,a + p). Ainda mais, o gréfico de tal solucao

satisfaz
{(t,z(t)) :te (a = p,a+p)} c W; cinterior(Ky) c K.

A prova do teorema esta completa®
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2.3 - SOLUCAO MAXIMAL (SISTEMA NAO LINEAR)

Definicoes. Seja F': [ x 2 - R" com [ um intervalo aberto e {2 aberto em R™.

Consideremos a equagao z’ = F'(t,x).

o Uma solug¢do da equagao ¢ um caminho x : J - R”, com J um intervalo nao

degenerado, que satisfaz x'(t) = F(t,z(t)) para todo t € J.

o Se x =z(t) é solucao da equagao, entdo t ~ (t,z(t)) é uma curva solugdo.

A prova do teorema a seguir é “idéntica” a prova de seu correspondente apre-

sentado na secao anterior.
Teorema (Solugao maximal). Mantenhamos as notagoes e as hipéteses no

Teorema de Existéncia e Unicidade para Sistemas. Vale o que segue.

(1) Se os caminhos x1 : Iy > Q e xy : [y - (2, onde I; e I3 sao intervalos abertos

contendo o ponto ty, sao ambas solucoes de

() = F(t,x(1))

I(to) =X,

(PVI) {
entao temos r1 = xr9 na intersec¢ao Iy N Is.

(2) Toda solugao do PVI é estendivel a um mesmo intervalo maximal, o qual é

aberto e indicado

(w-,wy).
(3) A solugao do PVI no intervalo maximal é tinica e dita solu¢ao maximal.

(4) Seja X : (w_,wy) — Q tal solugdo maximal. A curva solugdo maximal
(t,X(t)) tende a fronteira (I x Q) se t - w,. Isto é, dado um compacto
K c I xQ existe T > 0 tal que temos (t,X(t)) € (I x Q) ~ K para todo

t € [wy—T,w,). Escrevemos entao (subentendendo quet - w, pela esquerda)

t-wy

(t, X (1)) 225 (1 x Q).

Analogamente, se t - w_.

Valem afirmagoes analogas se w_ = —oo ou wy = +00.
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Prova.

Notemos que I; N Iy é um intervalo aberto contendo t.

(1)

Seja O = {t € ]1 ﬂIQ :xl(t) = IL’Q(T,)} C [1 ﬂ]g.

Temos O # @ pois tg € O. Os caminhos x; e x5 sao derivaveis e continuos.

Logo, O é fechado em I; n Is.

Dado a € O, seja = z1(a) = za(a). Pelo teorema de Picard, existe um

intervalo aberto I3 contendo « (podemos supor I3 c I1 n 1) tal que

{ o' = F(t,2(t))
z(a) =4

tem solugao tnica. Donde xq = x5 em I3. Assim temos I3 c O e O é aberto.

Logo, O é nao vazio, aberto e fechado em I1nl5. Como I;nl; é um intervalo,

e entao conexo, concluimos

O=]1r1[2 € I =29 €1 ]10[2.

Consideremos todas as solugoes x) : [y - R, onde [, é um intervalo aberto

contendo o ponto ty, do problema original

' = F(t,z(t))

l’(to) =2p.

(PVI) {
A unido U/, é um aberto e um intervalo (cheque). Escrevamos
UI)\ = (w—>w+)'
Por (1) segue que estd bem definido o caminho
X :(w_,wy) — R", onde X (t) =x,(t) se tel,.

E claro que o caminho X é uma solugao do PVI considerado.

Vejamos que (w_,w,) é o maior intervalo em que hd uma solu¢ao do PVL.
Suponhamos, por contradigao, que J é um intervalo (arbitrario) contendo

propriamente (w_,w,) e que existe uma solugao ¢ : J - R" do PVI.
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Por (1) podemos destacar

o(t) = X(t) para todo t € (w_,w,) |

Podemos entao supor sem perda de generalidade que w, € J e

J = (w_,wy].

Como temos ¢'(t) = F(t,(t)) para todo t € (w_,w, ], concluimos que

(wy, p(wy)) € I x Q.

Pelo teorema de Picard, existe um tnico caminho v satisfazendo

{ YI(t) = F(t,9(t))
¢(W+) = SO(W+)

em algum intervalo aberto (w, —r,w, +7), onde r > 0.

Definamos o caminho

Z(t) - { o(t) se te (w_,ws],

W(t) se te ws,wy+1).
E claro que Z estd bem definida [p(w,) = ¢(w, )] e é continua em w, .

Temos também
Z'(t)=F(t, Z(t)) se t € (w-,wy)
{ Z'(t) = F(t,Z(t)) se t € (ws,ws +7).
A derivada ¢'(t) = F(t,¢(t)) mostra que ¢ é de classe C' em (w-,w,].

Analogamente, ¥ é de classe C! em [wy,w, +7).
As derivadas laterais a esquerda e a direita de Z em w* s@o, respectivamente,
@' (wy) = Flws, o(wy)) e ¢ (wy) = Fws, d(ws)).
Note-se p(wy) = 1¥(w,). Logo, as derivadas laterais de Z em w, coincidem.
Donde Z é derivdvel em w, e Z'(w,) = F(wy, p(wy)) = Fwy, Z(w,)).
Ja destacamos acima que ¢ =Y em (w_,w, ). Portanto valem as identidades
Z(to) = ¢(to) =Y (%) = xo.
Concluimos entao que Z resolve o problema
Z'(t)=F(t, Z(t)) se te (w_,ws +71)
{ Z(tg) = xo.

Obtemos entao (w_,w, +7) ¢ (w_,w,) ¥
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(3) Segue trivialmente de (1). Cheque.

(4) Dividamos a prova em trés casos.

O caso w, = +o0. Como K é limitado, existe 7 > 0 tal que para todo (¢,x)

em K temos ¢t < 7. Assim, para todo t > 7 segue (¢,Y(¢)) € (I xQ) \ K.
O caso w_ = —oc0. Andlogo ao caso acima.

O caso w_ e w, finitos. O teorema de Picard (terceira afirmacao) garante
um raio p > 0 tal que para toda condicao inicial («, 5) € K existe uma tnica

solucdo de 2’ = F(t,z), com x(«) = 3, definida no intervalo (« — p, a + p).

Fixemos um ponto («,Y («)) € K. Existe um caminho ¢ satisfazendo
¢'(t) = F(t,p(t)) em (a-p,a+p), com p(a)=Y(a).

A primeira afirmacao do teorema solu¢ao maximal garante ¢ =Y na inter-
secgao (a—p,a+p)n(w-_,w,) # @. Assim, podemos estender Y ao intervalo

unido (a—p,a+p)u(w-,w,). Porém, (w_,w,) é intervalo maximal. Seguem
(x—p,a+p)c(w_,wy), eentdo a2w_+p e a<w,—p.

Estas duas ultimas desigualdades implicam

(,Y(a)) ¢ K se a<w_+p
e

(,Y(a)) ¢ Ksea>w,—p#s
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2.4 - DEPENDENCIA CONTINUA (SISTEMA NAO LINEAR)

Teorema (Continuidade do Fluxo, ou Dependéncia Continua da Familia
de Todas as Solugoes). Seja F': [ x Q — R", onde I é um intervalo aberto e
Q cR" é um aberto com F = F(t,x) continua e de Lipschitz na segunda variavel.

Dado (tg, ) € I x Q, indiquemos a solugao maximal do problema

{ x' = F(t,x)

x(to) = o
por x(t,ty, zg), devido a dependéncia na condigao inicial. Variando (to, o), seja
Dp ={(t,to,x0) € [ x I xQ:t e (w_(to,x0),ws(to,%0) }-
As seguintes afirmacoes sao verdadeiras.
e O conjunto Dp é aberto.
e A aplicagao fluxo (t,tg,x0) —> x(t,t0,x0), da edo, é continua em Dp.

e Consideremos um intervalo compacto J c (w_(tg, o), ws(to,x0)). Existe
uma vizinhanga V' do ponto (to,xo) tal que x(-,-,-) estd definida em J x V.
Dada uma sequéncia (t,,x,) — (to,x0), entao a sequéncia de caminhos

x(t,t,,z,) converge uniformemente ao caminho x(t,ty, o) no intervalo J.

Prova. Adaptada de Sotomayor [11, pp. 34-37|, a um caso mais simples.
Podemos supor F' limitada e a constante de Lipschitz L satisfazendo |F| < L.
[Cheque.]

o Dp é aberto. Dividamos a prova desta afirmacao em trés partes.

o Notag¢des. Fixemos um ponto (7o, %o, xo) € Dp.

Fixemos uma sequéncia (t,,x,)n»1 N0 aberto I x ) e convergente a (o, o).

Consideremos a sequéncia de caminhos ¢, = z(t,t,,x,), onde n > 0.

Consideremos um intervalo [a, b] tal que

{T(),t()} Cc (a,b) Cc [a,b] Cc (w_(to,l’o),w+(t0,l'0)).
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w_(to,ajo) a 70 to b w+(to,£€0)

O trecho de grafico {(t,¢0(t)) : t € [a,b]} é um compacto no aberto I x €.
Existe (vide argumentacao abaixo) um compacto K satisfazendo

{(t,00(t) : t € [a,b]} cinterior(K) c K c I x .

[Para cada (t,¢0(t)), onde t € [a,b], existe um raio r, > 0 com o disco
fechado D((t,¢(t)),r:) € I x Q. As bolas abertas B((¢,p(t)),r;) cobrem
tal trecho de grafico. Por compacidade, existe uma sub-cobertura finita por
bolas abertas By,...,By. Seja K = Dy,...,Dy, onde D; é o fecho de B;.]
Similarmente, existe um compacto K tal que K c interior(Ky) c Ky c Ix(.

Segue
{(t,p0(t) : t € [a,b]} cinterior(K) c K c interior(Ky) ¢ Ko c I x €.
Seja. M = sup{[F (1, )] : (1,) € o},

Mostremos que para n grande, ¢, estd definida em [a,b] e @, S .

Sabemos, pelo teorema de Picard (terceira afirmacao), que existe um raio

p >0 tal que para todo ponto («a, ) € K o problema

{ x' = F(t,x)
z(a) =B,

tem solucao (tinica) em [« — p, o + p] e com gréfico no compacto Kp.
Fixemos € > 0 com

. [p 1 }
< = .
€ < min { 5 5]
O ponto (tg, o) estd no trecho de grafico de ¢g sob anélise e em interior(K).

Logo, existe n; tal que para todo n >ny temos (t,,x,) € K e||t, —to| <€|.

Dado n > ny, o caminho ¢, estd definido para t tal que |t — to| < €. Pois,

para n > nj, o caminho ¢, esta definido para ¢ tal que |t - ¢,| < p.

Se n >ny, o grafico de ¢, restrita a [ty —€,tg + €] estd contido em K.

Indiquemos por || - ||, a norma do sup no espago vetorial
C([to—€,to+€],R") ={y:[to—€,to +€] > R™, com ~ continua}.

Sejam n > ny, m>ny et € [to—¢€to+e€]. A desigualdade triangular para

integrais mostra
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|on (£) = ()] =

xn+jF(s,wn(s))ds—xm—fF(s,cpm(s))ds

t

[ TF (s 0u(5)) = s, 0m(3)) s

tm

<|wp— x|+ +

[ Ftsontena

< |S(3n - xm| + M|tn - tm' + 26L”()On - Som”
Donde segue

|z — | + Mty =t
1-2¢elL

lon = omll < , com 1—-2¢eL>0.

Isto mostra que a sequéncia (©,)nsn, converge uniformemente ao longo do
intervalo [ty — €, to + €] a alguma funcao, a qual denotamos .

Para n>ny e t € [ty — ¢ty + €], escrevamos

t

Pn(t) =z + [F(S,gon(s))ds.

tn

Impondo n — oo segue (cheque)

o(t) = 20+ [ F(s,0(s))ds.

Logo, ¢ satisfaz ¢’ = F/(t,p) e p(tg) = zo. Segue ¢ = g em [ty — €, +€].
Até aqui, mostramos que ¢,, converge uniformemente a @y em [to—¢€,to +€].
Se to + € < b, reprisando o argumento acima para as sequéncias
Tp=to+€e &, =@ty +€),
{ com (7y,,&,) — (to + €, 0 (to + €),

vemos que existe um indice ny tal que para todo n > ny, o caminho ¢, esta
definido em [ty — €,y + 2¢] e converge uniformemente a ¢ neste intervalo.

A afirmacao é andloga para tg — €.

Apés um quantidade finita de etapas (avangamos € a cada etapa) concluimos
que existe um indice N tal que para todo n > N, o caminho ¢,, esta definido

em [a,b] e converge uniformemente a ¢y em [a,b].
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Conclusdo de Dy é aberto. Vimos que dada (t,,x,) = (fo,20), entdo valem

o caminho ¢, (t) = p(t,t,,x,) estd definido em [a,b], para n grande
e

¢ converge uniformemente a ¢y em [a, b].

Argumentando por contraposigao, concluimos (cheque) o que segue. Dado

n > 0, existe uma vizinhanga V' de (to, o) tal que para todo (£,7) € V temos

(A) - a funcao ¢(t,t,7) definida em [a,b]
e

(B) - a desigualdade |¢(t,t,T) — p(t,t0,70)| < para todo t € [a, b].

[Dica. Verifique primeiro (A).] Pela afirmacao (A), segue [a,b] x V c Dp.

Isto prova que D é aberto, pois [a,b] x V' é uma vizinhanca de (7o, %o, o).

A continuidade. Mantenhamos a notacao acima. Indiquemos a varidavel no

produto cartesiano [a,b] x V pela terna (7,¢,T) . Pela afirmacao (B) segue
|¢(F7%7E) _90(7'07 tOv IL’(])| a3 |¢(F7 af) _SO(Fu t07 $0)| +|S0(77 th ,’,Uo) _SO(TO7 tO? $0)|

<n+|e(T, to, z0) — ©(70,t0, 70)|-

Por fim, a continuidade do caminho
T +— (T, to,x0) em T = 7y

assegura a continuidade de

no ponto (7, %o, o)

Terceira (e quarta) afirmagdes. A terceira segue da prova acima (cheque, vide
“conclusao de Dp é aberto”). Segue também, e mais claramente, do fato

que Dp é aberto e da compacidade do intervalo J (cheque).

A quarta afirmagao foi provada acima, vide “conclusao de Dpg é aberto” #
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Teorema (Dependéncia Continua - Estimativa Basica). Consideremos
F:1xQ - R”, onde I é um intervalo aberto e {0 ¢ R® é um aberto, com
F = F(t,z) continua e de Lipschitz na variavel x, com constante de Lipschitz L.

Sejam o = z(t,t9,x0) e ¥ = x(t, to,y0) dois caminhos solugoes da edo
' = F(t,x)
definidas em [a,b] (o qual podemos supor contendo ty). Vale a desigualdade
lp(t) =1 (t)] < Jwo = yoleH*l, para todo t € [a,b].
Prova.

¢ O intervalo maximal de ¢ e também o de ¥ contém [a,b] e o ponto t.

Podemos entdo supor [a,b] grande o suficiente tal que ty € [a,b].
o O caso t € [tg,b]. Seja (-,-), o produto interno em R”. Estimemos
d(t) = [o(t) = ¥(t)[*, onde t € [to, b].

Temos d'=2(p =, " =¢') = 2{p =, F(t, 0) = F(t,9)).

Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz e a constante de Lipschitz, segue
d' <2L|p - ||l -1 = 2Ld.

Donde obtemos e 2d" — 2Le2td < () e a derivada negativa [e=24d]" < 0.

Portanto temos e 24d(t) < e7?Mtod(tg) para todo t € [tg,b] e assim
d(t) < e*t)d(t).
Concluimos entao |¢(t) — ¥(t)] < |xo — yole (1), para todo t € (o, b].
o O caso t € [a,ty]. Seja y(7) = ¢(—7), onde 7 € [~ty,—a]. Entdo temos
y' (1) = =¢'(=7) = =F(-7,0(-7)) = =F(-7,4(7)).
Analogamente para z(7) = 1(-7). Pelo caso anterior [para —F (-7, )] segue
ly(7) = 2(7)] < ly(=to) = 2(~to) "+

Para cada t € [a,ty] obtemos

lp(t) = ()] < lp(to) - 7vb(to)|6L(_t+to) = |z - y0|eL|t_t0|+.
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2.5 - DEPENDENCIA DIFERENCIAVEL (SISTEMA NAO LINEAR)

Introducao e notagoes.
Matrizes. Dada uma matriz A, seja AT sua transposta. Fixemos a base canonica
e1,...,e, de R*. Identifiquemos um vetor v = vie; + -+ + v,e, € R" pelas suas
coordenadas dispostas numa matriz-coluna em M, (R). Isto é,

U1

v=| : e vl =(v,...,0).

Up,

Indiquemos por wu - v, o produto interno de dois vetores u e v, ambos em R”.

Indiquemos por AB o produto (se existir) de duas matrizes reais A e B.

Seja L(R™) o espago vetorial das transformagdes lineares definidas em R” e
a valores em R™ (i.e., o espaco dos operadores lineares em R"). Pelo isomorfimo
fundamental em algebra linear, identificamos as transformagoes em L(R™) com o

espago vetorial das matrizes quadradas em M, (R) = M,,(R).

Suponhamos que A = (a;;) é uma matriz real quadrada de ordem n. Seja
S :R® - R" o operador linear associado a matriz A. Identificando o vetor Sv por

suas coorenadas em relagao a base canonica segue

aix o Qi U1
Sv =
an1 Ann Un
Observemos que
11 57
Se; =1 : e Sej=
Gn1 Qpj

Portanto, o vetor Se; e a j-ésima coluna da matriz A sao correspondentes.
Seja A7 a j-ésima linha de A. Segue
Al
Sv = :
Ay
Isto é, a j-ésima coordenada de Sv é dada pelo produto interno da j-ésima linha

de A (identificada como um vetor em R") pelo vetor v.
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Definicao. Um conjunto X c R™ é convexo se dados quaisquer a € X e be X,

entao o segmento linear {a + s(b—a):0< s <1} estd contido em X.

O
Figura 5: Conjunto convexo.
No que segue, z = (x1,...,x,) é a varidvel em R".

Lema (TVM na forma integral, para campos escalares). Seja 2 um aberto
convexo em R™. Seja f: ) - R um campo escalar continuamente diferenciavel.

Dados dois pontos a e b, ambos em §2, temos

=[{vf(a+s(b a))-(b- a}ds—{[vf (a+s(b- a))d} (b-a).

Prova.

Segue do teorema fundamental do cédlculo, da regra da cadeia e do computo

{f(a+s(b—a))}ds

:figf (a+s(b=a)) (b - a;)ds

- Zn:[ gf (a+s(b-a))(b; - a;)ds

1

0

Mantida a notacao acima, notemos que

amk( a) =V f(a)- ey, para quaisquer aeQek=1,...,n.

31



Seja G : R® > R™ com derivadas parciais continuas. Pomos G = (G4, ...,G,)7

com G; a j-ésima componente da funcao G. A matriz jacobiana de G ¢

ox1 Oxn
JG=| : P
Gy ., 0Gn
oz OTn
As linhas da matriz jacobiana JG correspondem aos gradientes VGy,...,VG,.
As colunas de JG correspondem as derivadas parciais gG e E‘;’G Assim,
VG o4 o
JG = : =
VG,
Consideremos dois pontos a € R™ e b € R”. Temos entao
1
d
( G1(b) - Gi(a) [@{Gi(a+s(b=a))}ds
G(b) -G(a) = : = '
1
\ Gn(b) - Gala) [ (G, (a+s(b-a))}ds
0

(ZVGl(a+s(b—a))-(b—a)ds

VGu(a+s(b-a)) - (b-a)ds

\/
{Oflva1 a+s(b- a))ds}-(b—a)

k {iVGn(a+s(b—a))ds}-(b—a)
={[0 JG(a+s(b—a))ds}(b—a).

1

_ fo JG(a+s(b-a))- (b-a)ds.

Definimos entao )

G(a,b) = [JG(a+s(b—a))ds.

Segue
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Com tais notagoes, provemos entao o lema abaixo.

Lema (TVM na Forma Integral). Seja F'= F(t,z):1 x§ - R", com I um

intervalo aberto na reta e ) um aberto convexo em R". Suponha que a matriz

oF;

Oz
OF (t.0) = DoF (1) = | 2 (1,0)) = |
oz 8@

OFy,

oz

é continua em I x ). Entao, existe uma funcao

F:IxQxQ— L(R") = M, (R")

continua e satisfazendo as condi¢oes abaixo.

or
Oz

OFy,
OTn

F(t,z,x) = DyF (t,x), para todo (t,z) €I x Q.

F(t,b) - F(t,a) = F(t,a,b)(b-a) para quaisquer t € [, a € e be Q.

Prova.

Seja
1

P(t,a,b) = ngF(t,a+s(b—a))ds.

0

E claro que F(t,z,x) = DyF (¢, ) para todo (¢,z) € I x €.

Pelos comentérios acima segue

F(t,b) - F(t,a) = F(t,a,b)(b-a).

Pela continuidade da integral dependente de um parametro segue que a aplicagao

F = F(t,a,b) é continua em I x Q x Q. [Vide

https://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-DERIVAR-SOB-INTEGRAL.pdf|#
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Teorema (Derivada Parcial do Fluxo em Relagao a Variavel Espacial).
Seja F' = F(t,xz) : I xQ - R" onde I um intervalo aberto na reta e ) é um
aberto em R", com as fun¢oes F' e Do F'(t,x) continuas e de Lipschitz na segunda

variavel. Entao, a solugao x = x(t,tq, x¢) de
x' = F(t,x)
[L’(to) =X

admite derivada parcial D3z (t,ty,xo) com relagao a xy. Ainda mais, a aplicagao
(t,t0, 20) —> Dsx(t,t0,20)

é continua em seu dominio D = {(t,tg, o) : (to,x0) € Q et € (w_(to,zo),ws(to,z0))}

e a k-ésima derivada parcial (espacial)

ox

y(t) = D3 (t,to, v0)ex = W(t,to,xo)
Lo
é, para cada k =1,...,n, solucao do problema
"(t)y=J(t)y(t
Proy v =0 onde J(t) = J(t,to,z0) = D2 F (¢, (t, 10, 20))-
y(tO) = €k,

Prova. Dividida em oito partes: Notacoes e simplificagoes, Caminho inicial ¢,
Aproximando ¢, Busca pela derivada parcial de yg, Eliminando o parametro,
Condicoes de Lipschitz, Encontrando a derivada parcial e Continuidade.

o Notacdes e simplificacdes. Fixemos e, o k-ésimo vetor canonico de R™.

Consideremos um ponto (¢1,x;1) € I x{2 e um intervalo compacto e nao dege-
nerado [a,b] c (w_(t1,21),ws(t1,21)). Pelo Teorema continuidade do fluxo
(dependéncia continua da familia de todas as solugoes), terceira afirmagao,

existe uma vizinhanga V' =V (t1, 1) tal que a fungdo em trés varidveis
x =x(t,ty,x0) estd definida e é continua em [a,b] x V(t1,27).

Ainda mais, pela mesma afirmacdao, podemos supor que os graficos dos
caminhos x = z(t,tg, zo) estdo dentro de um compacto contido em I x €.

Portanto, podemos supor sem perda de generalidade que I x ) é limitado.

Seja || - || a norma do sup para fungoes continuas definidas em [a, b].
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o Caminho inicial ¢g. Sejam (tg,x¢) € V e o caminho ¢o(t) = z(t,t,z9). O
conjunto ¢q([a,b]) é compacto em €. Logo, existe um niimero (distancia)
2d > 0 tal que distancia(pg([a,b]),0) = 2d. Para todo t € [a, b] temos

D(g@o(t), d) C Q

o Aproximando yg. Para h real e |h| < r, onde r > 0 é pequeno, seja o caminho
(ph(t) = l’(t,to,l’o + hek)

O teorema continuidade do fluxo (dependéncia continua da familia das
solugées), primeira e segunda afirmagoes, garante a continuidade da aplicacao
(t,h) » @n(t) = x(t,to,x0 + hey). Pelo mesmo teorema, terceira e quarta

afirmagoes, segue

uniforme em [a,b]
on(t) —————— @o(t) para h — 0.

Podemos supor que r é pequeno o suficiente para que | —pol| < d se |h| < 7.
O ponto ¢, (t) pertence ao convexo D(po(t),d) c Q se |h| <7 et e [a,b].
Assim, pelo lema TVM na forma integral e sua notagao obtemos (cheque)

(on = ©0)'(t) = F(t, ¢n(t)) = F(t ¢o(t))

= F(t,00(t), on(t) [n(t) = vo()],

com a funcao F' continua.

¢ Busca pela derivada parcial de ¢y. Suponhamos h # 0. Entao, o caminho

yh:SOh}—lSOo

[o limite de yj, para h — 0, “serd” a derivada parcial] satisfaz a condigao

to) — t To+ hey —x
yh(t0)=(ph( o)hs00( 0)= 0 hk 0=€k7

a equacao diferencial

(yh)/:(¢h(t)}:¢0(t)) :F(ta¢0(t)>¢h(t))(Sph(t)}_LSDO(t))
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e portanto o problema linear (dependente do parametro h) definido por

P {z(t;](”)y onde J(1.1) = Pt (1), (1))

Pela continuidade de F e de (t,h) = @n(t) = z(t, o, T + hey) segue a conti-
nuidade de (t,h) = J(t,h). Pelo lema TVM na forma integral encontramos

J(t,0) = F(t,00(t), po(t)) = DoF (t,00(t)) = DoF(t,3(t, to, 70)).

Portanto, com a notagao no enunciado deste teorema encontramos

J(t,0) = J(t).

Assim, para h =0, a equagao Py acima coincide com Py no enunciado.

Eliminando o pardmetro h na equagao diferencial y’ = J(t, h)y, escrevamos

Y = (y,yns1) € R"*1 =R” xR e consideremos o problema

{ Y’ = (J(t Yns1)y,0),
Y (to) = (e, h).

A aplicacao
®(t>Y) = (b(tayaynﬂ) = (J(t,yn+1)y,0)

é continua (J : [a,b]x[-r,r] > R™ é continua). Passemos entao ao problema

Y =3(t,Y),
@V Y (1) = (en, ).

Condicdes de Lipschitz. Provemos que ® é de Lipschitz na variavel Y. Temos
|(I)(t7 Y) - (I)(t, Z)' = |J(t7 yn+1)y - J(t, Zn+1)Z)|

| (s Yna1)y = Tt Yner) 2| + [T (, Yna1) 2 = T (£, 2041) 2)|
< |J(tayn+1)”y - Z| + |J(tayn+1) - J(t> Zn+1)||z|

A continuidade de J : [a,b] x [-r,r] - R" garante um M > 0 majorando |J|.

Como I x Q) é limitado, existe C' >0 tal que |z| < C para todo z € ). Segue

|(I)(t7Y) - (I)(tu Z)' a3 M|y - Z| + C|J(tuyn+1) - J(t, zn+1)|-
Mostremos que J(t,h) = F(t,po(t), ¢n(t)) é de Lipschitz na segunda varidvel.

36



Oswaldo Rio Branco de Oliveira

De fato, temos

J(t,hl)—J(t,hg) =

[ {2 I20(8) + 5(m (8) = 20()] = DaF It 0 t) + 500, (1) = 0 ()] .
0
Como D5 F é de Lipschitz na segunda varidvel (podemos supor que a cons-

tante de Lipschitz é L) entao temos

76 0) = TR < [ sl (6) = ona(lds < Llgn, ()~ on, (0]

Pelo teorema dependéncia continua - estimativa basica sabemos que

[0 (£) = ony (1) < |0y (o) = on (o) [H10!

= |LL’0 + hlek — 2o — h26k|6L(b_a)

= |hy = hale® =),
Donde segue que a fungao J = J(¢, h) satisfaz a condigao de Lipschitz
|J(t,hy) = J(t, hy)| < LePOD |y — hy).
Isto prova que existe C; >0 tal que ® satisfaz a condicao de Lipschitz
|B(t,Y) = ®(t, Z)| < My - 2| + CLe" Dy, o1 = 24
<Gy - Z|.
¢ Encontrando a derivada parcial. Pelo teorema continuidade do fluxo (de-

pendéncia continua da familia de todas as solugées) vemos que as solugoes

Y}, do problema F(g ;) convergem uniformemente a solucao Yy de Pg ).

Assim, as solucoes 1, do problema Py convergem uniformemente a solugao
Yo do problema Py, pois J(t,0) = J(t). Isto mostra que existe a derivada
parcial
Op .
—(t,t0,70) e satisfazendo P(;).
oz
o Continuidade (da derivada parcial). Utilizando o teorema continuidade do

fluxo (dependéncia continua da familia de todas as solugées), basta ver que

{y’=J(t)y

y(to) = €k,

dp
—— satisfaz
8x’5

e que a (t,y) » J(t)y é continua e de Lipschitz na segunda varidvel#
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3 - SISTEMAS LINEARES, COEFICIENTES NAO CONSTANTES
3.1 - Introducgao

Dada uma matriz A, seja AT sua transposta. Fixemos a base canonica
e1,...,e, de R?. Identifiquemos um vetor v = vie; + - + v,e, € R® pelas suas
coordenadas dispostas como uma matriz-coluna. Isto é,

U1
X T
v=| : e v = (vg,...,0).

Un

Indiquemos por wu - v, o produto interno de dois vetores u e v, ambos em R”.

Indiquemos por AB o produto (se existir) de duas matrizes reais A e B.

Seja Myxn(R) o espago vetorial das matrizes retangulares, de ordem m x n e
reais. Identificando My, (R) = R™, adotemos em M,,x,(R) a norma euclidiana
de R™. Dada A € M,,x,(R), identifiquemos suas linhas A!,..., A™ com vetores
em R” e suas colunas Ay,..., A, com vetores em R™.

Seja B € M,.,(R). Entao, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz para o
produto interno em R” encontramos

|AB* = ZZ];IA" Bjf < ;IAiIQ B[ = AP | B

e entao

[AB| < |A]|B] |
Seja M, (R) = M,,.,(R). Em particular, se A € M,(R) e veR" = M,,;(R) temos

| Av| < |A][o]

Lema (Continuidade do produto matricial). E continua a funcao produto
(A,B) —> AB € M,,x,(R), onde A € Myxn(R) e B € M,,,(R).
Prova.
Sejam H € M4, (R) e K € M,4,(R). A afirmacao segue de

((A+H)(B+K) - AB| < |A||K| + [H]|B] + |H|| K|
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Dado um intervalo aberto I, segue que uma funcao
A=A(t) = (ai(t))1<ijen - L > My(R)

é continua se e somente se cada fungao coordenada a;; : I - R é continua [cheque,
note que |a;;(t +h) —a;;(t)| <|A(E+h) = A(t)| € T law(t + h) —ap ()]

Sistema linear. Um sistema linear de edos tem a forma

x'(t) = A(t)z(t) +b(t),

Il(t) au(t) aln(t) bl(t)
e@ = & |, A@=[ : e b()=| : |
(1) an(t) - apn(t) b (1)

com t em um intervalo aberto I e funcoes a;; : I - Reb;: [ - R, para1<1i,j5 <n.
Ao longo desta secao as fungoes A(t) e b(t) sado continuas.

Um caminho z : J - R”, onde J é um intervalo contido em I, é uma solucao

do sistema linear x’ = A(t)x + b(t) se temos
x'(t) = A(t)z(t) +b(t), para todo t € J.
Mostraremos que toda solugao esté definida em todo o intervalo aberto I.

Estamos interessados em resolver o problema com valor inicial

x' = A(t)x + b(t)
x(ty) = o € R™.

(PVI) {

Se b=0(t) é a fungao (vetorial) nula, o sistema é dito sistema homogéneo.

Se A(t) = A é uma funcdo constante (a constante é uma matriz), o sistema é
denominado sistema linear com coeficientes constantes.

E trivial ver que se x; e x5 sao solugoes do sistema linear homogéneo

definidas em um mesmo intervalo e A é um nimero real entao
(.]71 + 1’2), = A(t)(l‘l + .CL’Q) e ()\Il)’ = A(t)()\xl)

Isto é, o conjunto das solugoes do sistema z’ = A(t)x é um espaco vetorial.
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3.2 - Teorema de Picard (Sistemas Lineares)

Teorema (Existéncia e Unicidade para Sistemas Lineares de EDO’s).
Sejam A : I - M,x,(R) e b: I - R" continuas, onde I é um intervalo aberto.

Consideremos um ponto (tg,zo) € I x R". Entao, o problema

x' = A(t)x + b(t),

z(to) = xo.

(PVI) {
tem uma e somente uma solugao, a qual esta definida em todo o intervalo I.

Prova. Dividamos a prova em duas partes: existéncia e unicidade.

o Existéncia. Fixemos um intervalo [a,b] arbitrério e satisfazendo
to € (a,b) c [a,b] c I.

Indiquemos por |||, as normas do sup em C'([a, b],R"*) e em C([a, b], M, (R")).
O PVI é equivalente a (cheque)

(%) =x0+[[A(s)x(s)+b(s)]ds.

to

Definamos, no intervalo [a,b], a sequéncia de caminhos
xo(t) = o (funcdo constante),

ot (1) = 70 +tft[A(s)xn(s) +b(s)]ds.

Fixado t € [a,b], temos

Enet () =2 (1) = fA(s)[xn(s) — 21 (5)]ds

to

=fA@{fMﬂmHvr%4mw}@.

Assim, dado t € [to,b] encontramos

: )2 All2
o (=201 S [ TAR ol (s t0)ds s EIHAD

to

|77-1 =202
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Mostremos entao, por inducao, a férmula

t—tol™| Al™
|Z0a1 (£) = 20 (2)] < M

O caso n =0 é trivial. Admltamos a férmula para n. Temos entao

|z1 = zol|, onde n e N e t € [a,b].

|xn+2 (t $n+1

fA [Tns1(8) —xn(s)]ds

1nduga0
[ A A, — s
~ |t _ t0|"+1||A||"+1
- (n+1)!
Esta provada a férmula. Desta férmula, chegamos a desigualdade

b—a)"| Al
oAy
n

Seja A = (b—a)||Al|. Dado t € [a,b] e um indice m > n, segue

|21 = 20

|z =zl <

lzm (8) =20 ()] < |2ner = zall + -+ |2 = 2|

e
(m—-1)r) "t on
>\n—1
(e -1-A-- _(n—l)!)”xl_%”
Isto mostra que a sequéncia (x,,(t)) é de Cauchy e converge a um z(t) € R".

Impondo m — oo (podemos, pois m >n) segue

|x(t)—:)3n(t)|g(6/\_1—)\_..._ At )||x1—xo||.

(n-1)!
unforme

O lado direito tende a zero e independe de t. Logo, x, —— = em [a,b].

Retornando a

Tps1(t) = o + [;[A(s)zn(s) +b(s)]ds, onde t € [a,b],

e utilizando a convergéncia uniforme de z,, - x concluimos que (cheque)

x(t) =z + Lt[A(s)x(s) +b(s)]ds, onde t € [a,b].

Pela arbitrariedade de [a,b] [com tg € (a,b) c [a,b] c I] estd bem definida
t

x(t) =z + [[A(s)a:(s) +b(s)]ds, onde teI.

to

Isto prova a existéncia de uma solucao definida no intervalo aberto 1.
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¢ Unicidade. Suponhamos que y: I — R” também é solucao do PVI
y' = A(t)y +b(1),
y(to) = zo.
Seja J ={tel:y(t) =x(t)}. Temos que J é nao vazio pois ty € J. Como
z:I ->R"ey:l - R"sdo continuas, entdo J é fechado em I (cheque).

Vejamos que J é aberto em I. Dado 7 € J, fixemos um intervalo [¢,d] com
7€ (¢,d) cled]cl.
A fungao A = A(t) é continua em [c,d] e portanto

sup |A(t)| = M é finito.

te[e,d]

Seja € >0 tal que eM <1 e [T—¢,7+€] c[c,d]. Dado t € [T —¢€,7 + €] temos

x(t) zx(7)+[[A(s)x(s)+b(s)]ds e y(t):y(7‘)+[[A(s)y(s)+b(s)]ds.

Para cada t € [T —€, T + €], a desigualdade triangular para integrais garante

t

[ A@y(s) -(s)as

T

ly(t) — ()] = <eM sup Jy() —z()|

[T—€,7+€]

Logo,
sup |y(-) —z()[<eM sup [y(-) -=()]

[T—€,7+€] [T—€,7+€]

Por tal desigualdade e como eM < 1, obtemos

sup [y(-) —z(-)| = 0.

[T—€,7+€]
Donde segue y = x em [T —€,7 + €] e portanto J é aberto em I.

Pela conexidade de I concluimos J = I#
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Corolario (Dimensao do espago-solugao do sistema linear homogéneo).

Sejam A : I - M, (R) continua, I um intervalo aberto, um pontot, € I e a equagao
x' = A(t)x, parax: 1 - R"
Vale o que segue.
e O conjunto das solugoes é um espago vetorial de dimensao n.

e Uma base do espago das solugées é {x1,...,x,} onde, paracadaj=1,...,n,

a solucao x; satisfaz a condicao x;(to) = e;.
e Um conjunto de solugoes yi,...,y. é LI se e s6 se y(ty),...,y-(to) € LL
Prova. Abreviemos “teorema de existéncia e unicidade” por TEU.

¢ Primeira afirmacdo. Ja vimos que toda solucao estd definida em I e que o

conjunto das solugoes é um espago vetorial. Resta computar a dimensao.

Sejam S o espaco das solucoes e a aplicacao linear

®: S - R" dada por ®(z) = z(to).

A parte “existéncia” em TEU (sistemas lineares) mostra ® sobrejetora.
A parte “unicidade” no mesmo TEU mostra que ® é injetora (cheque).

Portanto, ® é um isomorfismo linear e a dimensao de S é n.
o Segunda afirmagdo. Basta considerar z; = ®~!(e;), para cada j =1,...,n.

o Terceira afirmacdo. Como ®: S — R™ é isomorfismo linear, entao temos

{yi,- u} LI = A{®(v1),...,P(y:) } = {vi1(to), -, yr(to) } LI+
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3.3 - Matrizes Wronskiana e Fundamental - Abel-Liouville

Comentario (Colunas da Matriz Produto). Dada uma matriz X € M, (R),
denotamos X7 sua j—ésima linha e X; sua j-ésima coluna. Sejam A = (a;;) e
B = (b;;), ambas em M, (R). Segue

a1 Al-B, - A'-B,

. Ar-B, - A"-B,
A j-ésima coluna de AB é (cheque

Al

=

1n
= bl] nj = blel + -+ bn]An

A" . B. G,

Isto é, vale a regra

(AB)J = ABJ

Assim, a j-ésima coluna de AB é dada pela combinacao linear das colunas de A
com os coeficientes da combinacao na j-ésima coluna de B. Isto também pode ser

visto identificando A a um operador 7" e B a um operador S. Neste caso temos

T(Sej) = T(bljel + -+ bnjen) = bleel + -+ banen &

Definigao. A matriz wronskiana W = W (t) associada ao conjunto ordenado de n

caminhos-solugoes {x1,...,x,} do sistema homogéneo =’ = A(t)x, é dada por
L1 0 Tin L1j
W= : : com x; = : a j-ésima solugao.
Tnl = Tnn Tnj

A coluna W; corresponde a solugao z;. O determinante wronskiano é det 1V (¢).
Escrevamos A(t) = (a;;(t)). Temos A(t)z; = 2 para cada j =1,...,n. Pelos

comentarios em colunas da matriz produto segue

/ /
xll e xln \ all aln xll xln

xnl s :L’;Ln ) anl s ann xnl s xnn

Isto é,
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Proposicao (Determinante wronskiano, zeros e independéncia linear).
Mantenhamos as hipétese do corolario. Sejam n solucgoes x1,...,x, do sistema
linear homogéneo

x' = A(t)x, parax:1 - R".

Seja W (t) a matriz wronskiana associada a tais solugoes. Sao equivalentes as

afirmacoes abaixo.
(a) O conjunto {xy,...,x,} é LI
(b) O wronskiano det W (t) é nao nulo em todo ponto de I
(c) O wronskiano det W (t) é nao nulo em algum ponto de 1.
Prova.
As equivaléncias seguem do corolario dimensao do espaco-solucao do sistema
homogeéneo, terceira afirmacao. Cheque#
Sejam A: [ - M, (R), com I um intervalo aberto, e a edo matricial
X'(t) = A(t) X (t), onde X : I - M, (R).

E trivial ver que uma funcio X : I » M, (R) é uma solucido de X’ = A(¢)X se e

somente se as colunas de X sao caminhos-solugoes do sistema linear homogéneo
x' = A(t)x, onde x: I - R"™.

[De fato, o comentario colunas da matriz produto revela que vale a identidade
X'"=A(t)X se e apenas se temos X7 = [A(t)X]; = A(¢)X; paracadaj=1,...,n.]

Isto mostra que X é uma matriz wronskiana se e somente se X’ = A(t)X.
Definicao. Uma matriz fundamental (de solugoes) para a edo linear e homogénea
x' = A(t)x, onde x: I - R"™,

é uma matriz [de fato, uma fungdo matricial] X = X (¢) de ordem n x n cujas
colunas X7, ..., X, formam uma base de solugoes para x’' = A(t)x.

Seja X matriz fundamental para 2’ = A(t)x e seja o problema com valor inicial
' =A(t)x e x(ty) = xo.

Entao, X é matriz fundamental principal para tal problema se ocorre X (o) = 1.
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Proposicao (Matriz Fundamental X Matriz Wronskiana). Seja I um

intervalo. Sejam X (t) e Y (t) matrizes wronskianas do sistema linear homogéneo
x' = A(t)x,para x : I - M,(R),
sendo X fundamental. Vale o que segue.
e Existe uma tnica matriz constante C' € M, (R) tal que temos

Y (t) = X (t)C, para todotel.

e Unicidade da fundamental. Y é fundamental se e s6 se C é inversivel.

Prova.

o Dado j=1,...,n, seja X; a j-ésima coluna de X. Analogamente para Y.

¢ Primeira afirmagdo. Como X é fundamental, vale a existéncia e unicidade

dos coeficientes (constantes reais) que satisfazem
Y;=c; Xi+-+¢,; X, paracada j=1,...,n.

Pelo comentario colunas da matriz produto podemos escrever as n com-

binagoes lineares acima na forma matricial

C11 - Cip

o Trivial (cheque)#

Comentario. Dadas uma fungao arbitraria X : [ - M, (R) derivavel no inter-

valo I e uma matriz constante C' € M, (R), temos

th’X(t+h) -CX(t) =limC{X(t+h) _X(t)}=CX’(t).
h—0 h h—0 h
Isto é,
(CX) =CX".

Analogamente, (XC)' = X'C#
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Lema (Inversibilidade Local de Matrizes). Seja A € M,(R), com A in-
versivel. Existe uma bola aberta centrada em A tal que toda matriz nesta bola é
inversivel e, ainda, as inversas das matrizes nesta bola aberta sao limitadas por
uma mesma constante. Isto é, existe um raio r >0 tal que para toda H € M, (R)

com |H|<r, temos
A+ H inversivel e |(A+ H)™| < @
r
Prova. [Baseada em E. L. Lima, Curso de Analise Vol 2., p. 254.]

¢ Consideremos a norma euclidiana no espago das matrizes e o raio
1

= m

Dado x € R", temos |z| = |A~t Az| < |A~!||Az|. Donde segue |Az| > 2r|z|.

r

A hipétese |H| <r (e propriedades da norma em M, (R)) garantem
|(A+ H)z| 2 |Az| - |Hx| 2 2r|z| - |H||z| = 2r|x| - r|z| = r|z|.
Logo, A+ H é inversivel (cheque). Para z = (A + H) le;, segue

|(A+H)ej| <

S | =

Logo,
(A+ H) P =Y 1(A+ H) el < n2 4
- r
J

Coroldrio (Continuidade da inversa da fundamental). Mantenhamos as

notagoes acima. Seja X = X (t) fundamental para z’ = A(t)x. Entao, a matriz
X~1=X(t)™ é continua.
Prova.
Fixemos um ponto ¢ no dominio de X. Temos
X(t+h)[X(t+h)-X1t)] = [X(t) - X(t+h)]X(2).
O lado direito tende a 0 se h - 0, pois X é continua. Para |h| pequeno, o
lema inversibilidade local de matrizes mostra que X ~!(¢ + h) é limitada.

Utilizemos o lema continuidade do produto matricial. Multiplicando o lado
esquerdo por X ~!(¢ + h) segue (cheque)

IX7L(t+h) - X)) 222 0
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Teorema (Férmula de Variacao dos Parametros). Sejam [ um intervalo
aberto, A : I - M,(R) continua e b : I - R" continua. Seja X uma matriz

fundamental para o sistema linear e homogéneo
' = A(t)x, onde x: I - R"™.
Entao, a solucao x(t,ty, o) do problema (nao homogéneo)
x' = A(t)z + b(t),
{ z(ty) = o

é dada por

Prova.

o Pelo corolario continuidade da inversa da (matriz) fundamental, a férmula

enunciada estd bem definida.
o Ja vimos que X' = A(t)X.

o Fixemos ty e xg. Seja ¢ = p(t) o lado direito da férmula anunciada. Segue

o'(t) = X' (1) [X‘l(to):):o " f X‘l(s)b(s)ds] + X ()X (1)b(t)

t

= A(H)X (1) [X‘l(to)x0+fX‘l(s)b(s)ds] +b(t)

to
= A(t)p(t) +b(t).
E claro que (o) = 7. Portanto, ¢ é solucio do problema
x' = A(t)x + b(t)
x(to) = zp.
Pelo TEU segue ¢(t) = x(t,t, zo)*
Comentario. Para chegar a férmula acima, procure por uma solucao ¢ da

forma ¢(t) = X(t)C(t) para o problema z' = A(t)x, com x(ty) = xo. Cheque.

Este procedimento justifica o nome “variacao de parametros”.
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Definigao. O trago de uma matriz A = (a;;) € M, (R) é

tI'(A) =ay1 t+ -+ app-

Lema (Derivada do determinante de um caminho matricial). Sejam

Xi: I >R ... X, : [ - R" caminhos diferenciaveis. Entao, a funcao

F(t) = det (X1 (t), ..., Xn(t))

é diferenciavel e
= Zdet(Xl, X X)),

Prova.

o Observemos que a fungao determinante det : M, (R) - R é um polindémio
(homogéneo, de fato) em n? varidveis reais x;;, onde 1 <i,j <n. Portanto,

a funcao determinante é infinitamente derivavel.

o Seja h e R\ {0} e pequeno o suficiente. Utilizando a linearidade do deter-

minante nas colunas, escrevamos (cheque, a0 menos paran=2en = 3)
f(t+h)=f(t) = det (X1 (t+h), ..., X, (t+h)) —det (X;(t),..., X (t))

= Zdet ( ce ,Xi_l(t),Xi(t‘l'h) —Xi(t),Xi+1(t+h),. .. )
Donde segue

f(t+h Xi(t+h)-

Zdet( X (1), = X"(t),X,.+1(t+h),...).

Pela continuidade da func¢do determinante e pela diferenciabilidade (e con-

tinuidade) dos caminhos X, ..., X,, segue

f(t+h

lim
h—0

Zdet 7Xi 1,X X2+17---)

A prova esta completa #
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Teorema (Férmula de Abel-Liouville). Sejam A : 1 — M,(R) continua, I

um intervalo aberto e o sistema linear homogéneo
x' = A(t)x, onde x: I - R"™.
Seja X (t) uma matriz wronskiana associada a tal edo e um ponto ty € I. Entao,
det X (t) = [det X (ty)]efo A s,
Prova. Escrevamos também A = A(t) e X = X(t).

o Caso trivial. Se det X (ty) =0, entao temos det X (¢) = 0 para todo t.

o Se det X (tp) # 0 entao segue det X (t) # 0 para todo ¢t € I. Logo, X = X (t)
é uma matriz fundamental e suas colunas X1, ..., X,, formam uma base do

espago das solucoes de 2’ = A(t)x. Seja X;; a i-ésima coordenada de X,
Entao, f(t) = det X (¢) satisfaz
f(t) = Zdet(. X, X X, ).
Substituindo X7} = A(t)X; encontramos
f(t) = Zdet(. X, A X, X
J
Fixando t, pomos A = (a;;) e temos que Xj,... X, é base de R*. Segue
AX; =by; Xy + - +b,;X,,, com B=(b;)eM,(R).

Identificando i-ésimas coordenadas em cada lado segue Y a;x Xi; = Y Xinbr;

[vide também o comentério colunas da matriz produto]. Donde
AX = XB.

Logo, B = X 'AX e entao tr(B) = tr(A) [cheque, mostre det(A] — B) =
det[ X1 (A[-A)X] = det(A[-A) e ache o coeficiente de A"~! em det(A]-B)].

Por fim, temos

f’(t) = Zdet( .. an—la blel +"'+bann,Xj+1 .. ) = Z bjj det(Xl, - ,Xn)
J J

Donde segue f'(t) = tr[A(t)]f(t) e portanto

det X (t) = det X(to)effo tr(A(s))ds

Note-se que a matriz B representa o operador T'v = Av na base X1,..., X, ea

matriz A repesenta o mesmo operador, mas na base canonica. Logo, tr(B) =tr(A).
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4 - SISTEMAS LINEARES, COEFICIENTES CONSTANTES

4.1 - A Exponencial de uma Matriz Real
Definigao. Seja J um conjunto arbitrario de indices. [Para mais detalhes, vide

http://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-SOMA-SERIE-POT. pdf!]

o Dada uma familia (p;), de nimeros positivos ou nulos, definimos
ij = sup{ij : F é subconjunto finito de J} € [0, +o0].
J jeF

Se tal sup ¢ finito, a familia (p;), é dita somavel e a soma da familia (p;); é
> Dj-
T

o Seja x em R. A parte positiva de x e a parte negativa de x sao, respectiva-

mente, os nimeros p e ¢ (ambos positivos ou nulos) dados por
x, se x>0 0, sexz>0
p= q=
0, se z <0, -z, sex<0.

Valem as relagoes

T =p— _ |zl
p—q o p 5
|7| =p+gq q=1

o Uma familia (z;), de nimeros reais é somavel se as familias (p;), e (g¢;),

respectivamente das partes positivas e negativas de (x;), sdo ambas soméveis.

Neste caso, a soma da familia (z;) é
PRI IEDIN T
T T T

o Uma familia (v7);e; de vetores em R™ é somavel se as m familias de ntimeros

reais (U{)J, ..., (v},); sdo soméveis. Neste caso, a soma da familia (v7); é
T
R (Zv{,...,van) .
7 7 7
Observacgao. Seja (z;); uma familia em R. Devido as relagoes
0<p;<lasl, 0<q;<lay] e |zl =pj+qj,

temos que a familia real (z;); é somavel se e somente se

Z|$’j| < 00,
J
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Proposicao (Equivaléncia entre somabilidade e somabilidade absoluta).

A familia vetorial (v7);, contida em R™, é somdvel se e somente se

> [v7] < oo.
Prova.

Por definigao, a familia vetorial (v7); é somével se e somente se cada familia
real (v]); é somavel, onde i = 1,...,m. Como ja vimos, (v]); é somavel se

e somente se (|vf |); é somavel. A proposicao segue entao das desigualdades

7| < |v?| < [vl] + - + |[v,|, para cadai=1,...,m#

Teorema (Lei associativa para familias vetoriais somaveis). Consideremos
uma familia vetorial e somdvel (v7); c R™. Suponhamos J = \Jpex Ji, uma reuniao

de conjuntos dois a dois disjuntos. Entao,

Sv-Y Y

jeJ keK jedy
Prova. Segue da associatividade para familias soméveis em R, em cada coorde-
nada [vide http://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-SOMA-SERIE-POT.pdf||#

Proposicao (Computo da soma vetorial via séries). Seja (v7); somdvel em

R™ com J enumeravel. Podemos supor J =N para computar a soma e temos
Zvﬂ = Zvj.
j=1

Prova. J4 vimos tal resultado em R. Como a soma em R™ é definida coordenada

a coordenada, o resultado é também valido em R™#

Lema (A soma de matrizes é continua em relagao ao produto matricial).

Seja A(j) € M,,(R), para cada j € J com J enumeravel, uma familia somé&vel e
Y A(j) = A
7
Seja C' € M,(R). Entao, a familia A(j)C, onde j € J, é somdvel e
Y A(j)C = AC [analogamente, Y C'A(j) = CA].
Prova. Ja vimos que podemos supor J = N.

Temos ¥ |A(7)C| < |C|Z|A(j)] < o0. O produto matricial é continuo e entao

Y A()C = zA(j)C = AC»
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Lema (Convergéncia uniforme e diferenciabilidade). Seja f, : R™ - R

uma sequéncia de funcoes de classe C' tal que

fn unif f em cada compacto de R™

e

% 2 g; em cada compacto de R™, para todo j=1,...,m.

Entao, f é de classe C" e

afn umf Of
8:5] 8:5]

nos compactos de R™, onde j=1,...,m.

Prova.

Cada f,, e suas derivadas de ordem 1 sao continuas e a convergéncia é

uniforme sobre os compactos. Logo, f e as fungoes ¢4, ..., g, sao continuas.

Basta mostrarmos que

af
8:61 =91
Seja (p1,...,pm) em R™ e x € R. Pela hipdtese de convergéncia segue
[ tp277pm)dti) gl(t7p27"'7pm)dt-
p1 p1

Assim,

n—+00 z
fn(x7p2a o apm) - fn(plap2a cee apm) _— f gl(tap2a cee 7pm)dt
p1

Por outro lado, por hipétese

n—>+oo

fn(xvp%' . 7pn)_fn(p17p27" . 7pn) - f(flf D2, .. 7pn)_f(p17p27’ .. 7pn)

Donde segue,

xT

f(zap2> s >pm) _f(pl>p2> s >pm) = [ gl(t>p2> s >pm)dt

p1

Pelo teorema fundamental do calculo,  — f(z,ps,...,pn) é derivdvel e
of
=g, #
02:1 =01
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Seja A € M,(R). Como usual, A™ é o produto de A por si mesma m-vezes.

Um escalar A é um autovalor de A se existe v # 0 em R” [ou em C"| tal que
Av = .
A matriz B € M,,(R) é semelhante a A se existe P € M,,(R), inversivel, tal que
B=PAP.

A relacgao de semelhanca é uma relagdo de equivaléncia (cheque).

Teorema (Propriedades da fungao exponencial de matrizes). Sejam A,
B e W matrizes em M, (R). Seja X a varidvel em M, (R).

(a) Esta bem definida a matriz

A Am : A_RAT
e’ =) — e M,(R) em particular, e* = Y —|.
~ m! = m!

A

(c) A matriz e? é inversivel. Ainda,

=1 e (eN)yt=e"
(d) Se W é inversivel, entao
WTTAW -l ATy
[Se duas matrizes sao semelhantes, entao suas exponenciais também o sao.]

(e) A série de fungées vetoriais e continuas

converge uniformemente e absolutamente em D(0;r) = {X e R"* : |X| < r},

onde r >0, a fun¢ao continua
exp: D(0,7) - M,(R), onde exp(X)=e~.
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(f) A aplicagao exp : M, (R) - M, (R) é de classe C*.

(g) A funcao f:R - M, (R) definida por

é derivavel e

(h) Temos

det(eX) = X
onde tr(X) é o trago da matriz X.

(i) Se A é um autovalor de A, entdo e’ é um autovalor de e?.

(j) Se D é uma matriz diagonal, entao eP também. Ainda, se

di 0 0 edr () 0
0 : 0 :
D= entao eP =
0 0
0 0 d, 0 0 edn

(k) Seja A uma matriz dada por m blocos ao longo da diagonal,

A
A= s cada Al € Mledl (R)
Am

nxn

[Isto é, A assume o valor zero nas posi¢oes fora dos blocos e dy +---+d,,, =n.]

Entao e4 é a matriz com m blocos ao longo da diagonal dada por

el

eAm

nxn

cada exponencial et € M, (R).
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Prova.

(a)

Temos

= el < o0,

A" A

m! m)!

2

Pelo lema equivaléncia entre somabilidade e somabilidade absoluta segue

que é somavel a familia vetorial

Am
(—) cR™,
m! meN
Por tal fato (e a proposi¢do computo da soma via séries), existe o vetor
Am 5 +00 Am
A n A
et=) —eR" e e’ = —.
; m! mzz:o m!
Temos,
Al B AP IBI’“ ( IAP) ( IBI’“)
=) 2 plAlelBl
=elle!”l < oo,
Z j' k ]Z,; ! ; zk: k!

O lema equivaléncia entre somabilidade e somabilidade absoluta mostra que

AJ Bk
é soméavel a familia vetorial ( ' ) c R™.
J: k! jeN,keN

A lei associativa para familias somdveis e (1) AB = BA mostram

Ai BF W A+B) N
yzl;?ﬁzz > jl kl Z Z |klA]Bk Z =eth,

m j+k=m Jj+k m]

A lei associativa para familias somaveis e o lema continuidade da soma de

matrizes em relagao ao produto (por uma matriz) mostram

Al B¥ AIBE A g

S IS s R e e

jl
Segue de (b).

Temos, (W-TAW)(W-TAW) = W-1A2W. Logo, (W-1AW )™ = W-LA™WV.
Por fim, pela proposicao computo da soma via séries e pelo lema continui-

dade do produto matricial segue

WA Z 1AW) *Z":"W—lAmW

m=1

— =WteAW.
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(e) e (f). As entradas (coeficientes) p?(X) da matriz

T1i1 o Tin 11 0 Tin
X"=X--X=
Tp1 = Tan Tpl ° Tnn
sao polindmios nas n? variaveis (T11,...,T1n, - s Tnls- -« Tnn) = X.

Cada um destes polinomios é (argumentando por indugdo em m) uma soma
de n™-! parcelas, com cada parcela um monoémio (em vdrias variaveis) de

grau m e de coeficiente igual a 1. Cada monémio majorado por |X|™.

. . . 2
Consideremos um multi-indice « = (@11,..., Qs -0y Qpiy .o vy Q) € N7
com N ={0,1,2,...}. A multi-derivada

o*(piy) [de ordem |a] = ayq + -+ + Qi |

é uma soma de n™! parcelas, com cada parcela um monémio (em vérias
variaveis) de grau menor ou igual a m (ou o polindémio identicamente nulo)

e com o coeficiente de cada parcela majorado (em médulo) por mlel.

Fixemos um disco D(0;7) = {X : |X|<r}, com r > n (portanto, r >n > 1).

Pelos dois paragrafos anteriores segue
10 (p2) (X)| < ™ 'mlelr™ - para todo X € D(0;7).

Logo,

(O] _ romtl

, para todo X € D(0;r).

m! m)!

Pelos bem conhecidos teste da razao (para séries de nimeros reais) e Teste-
M de Weierstrass (para convergéncia uniforme para uma série de fungoes
reais) e pelo acima provado lema continuidade uniforme e diferenciabilidade,

concluimos que a fungao
eXp = eXp(X) : Mn(R) — M, (R)

é de classe C*> em R"* = M, (R).
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(g) Suponhamos 0 < |h| < 1. A afirmagao segue da identidade

(t+h)A _ otA hA _ 2 m—1 Am
!_AetAz € [_A 6tA=|:ﬁ+___+h A + . etA
h h 2! m!
e de
hA? hm= 1Am |h|m 2|A| h—0
LE | | Z < [hlei 2% .

(h) Primeira solugdo. Seja f(t) = det(e!X), com t € R. Entao, f e C=(R) e
f(t+s)=det () = det (e e’¥) = det (e') det (e¥) = f(2) f(5).

Derivando em s temos f/(t +s) = f(t) f'(s) e entao f'(t) = f(0) f(¢).
Donde segue
f(t) =det (e¥) =M, com A= f/(0).
Por outro lado temos (X é fixa)
t2X?

X =T+tX +
2!

= [+tX +12F(t),

com F = Fx :R - M, (R) e de classe C*, pelo item (g) [cheque]. Indicando

as entradas das matrizes, escrevemos F'(t) = (F;) e X = (z;;). Entao segue

1 +t!l§'11 +t2F11 t!lﬁ'lg +t2F12 t$13+t2F13
det(etX) _ tl’gl + t2F21 1+ tl’gg + t2F22 tl’gg + t2F23
trs + t2F31 tarss + t2F32 1+ tarss + t2F33
=1 [1 +txy; + 2 F(t )]+t2g(t) [com g de classe C*]
j=1
= 1+t(@y++Tpn ) +2 (1) [com h de classe C*].

Donde obtemos
f(t) =det(e™) = 1+ tr(X)t +t2h(t).
Concluimos entao que A = f/(0) = tr(X). Logo, det(etX) = etltr(X)],
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Segunda solugdo. Consideremos o sistema linear (coeficientes constantes)
y' =Xy, paray: R - R"
Por (a), é bem definida a func¢ao matricial ¢ = e!X. Por (g), sua derivada é
[eX] = Xe!¥.
Logo, etX é uma matriz (wronskiana) de solugoes para o sistema y’ = Xy.

Pelo teorema de Abel-Liouville segue
det[e!™] = det[eOX]efOt r(X)ds _ gttr(X)
Em particular, det eX = etr(X),
(i) Por definicdo de autovalor, existe um vetor ndo nulo v € R tal que
Av = .

[Dizemos que v é um autovetor de A associado ao autovalor .|
Portanto, A%v = A(Av) = A(Mv) = A(Av) = \v.
Por indugao segue

A™(v) = A, para todo m € N.

Como o produto matricial é continuo (lema provado na segao 3.1), temos

@ 0
— = ecomputar [ +D+—+— +--- 4
m! Cow w0 21 3l
0 0

(k) E simples (cheque o caso m =2, o caso m = 3 se reduz ao caso m = 2, etc.).

Comentarios. Mais sobre os itens (a), (d), (e), (f) e (g) se encontram em

http://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-MATRIZEXP.pdf
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Exemplo (Numeros complexos, matrizes e matriz exponencial). Seja

M2(R)={Z=(Z _b): aeRebeR}.

A aplicagao @ : C -» M, (R), que a cada ntiimero complexo z = a +ib (com a e

b reais) associa a matriz real Z € My(R), vide expressao acima para Z, satisfaz
P(z+w) =P(2) +P(w), P(2w) = P(2)P(w) e P(Az) = AD(2),

quaisquer que sejam os complexos z e w e o real A\. Isto é, & é um isomor-
fismo de corpos e também um isomorfismo entre espagos vetoriais reais. Ainda
mais, munindo M, (R) da norma herdada do espago vetorial real e normado R*,

encontramos

[@(2)] = V22|

Logo, ® é um multiplo de uma bijecao isométrica.

Desta forma, dada uma série de poténcias complexas
+o00
f(Z) = Z ann7
n=0

com coeficientes reais (c,) e convergente na bola aberta e nao degenerada B(0; p),

concluimos que

(f(2)) = i:cn<1><z>" - f( X b ) ,

para todo z em B(0;p).

Em particular, para a funcao

e o numero z =16 =0 + 16, temos

@(eie):io 1(0 —9) |

n=0 n!

0 -6 6 -sind
exp =®(cosh +isinb) = cos i
6 0 sinf  cosf
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Observemos que através de ® identificamos ¢ com uma matriz J. Temos

) 0 -1
1= J= .

Seja {e1,e2} a base canonica ordenada de R?. Seja
J:R? - R?

a aplicacao linear associada a matriz .J, pelo isomorfismo fundamental entre ma-
trizes e aplicacoes lineares. As coordenadas do vetor Je; sao dadas pela primeira
coluna de J e, analogamente, As coordenadas de Je; sao dadas pela primeira
coluna de J. Segue

Jei=ey e Jey =—ey.

Isto mostra que a aplicagdo J é uma rotagcdo de /2 rad. no sentido anti-horério.

Dado z =a+ bi, com a e b reais, e I a matriz identidade 2 x 2, identificamos

‘ z=a+bi = Z=al+bJ. ‘

A matriz identidade comuta com J (obviamente). Temos entao

Z _ Lal+bJ _

e =e algh

e

Temos também

€aI=€ 0 a

Concluimos entao que

a -b
z b a a( cosb —sinb ) ( etcosb —e%sinb )
e“=e =e = Fy

sinb  cosb etsinb  e*cosb

0 -b

@ 0 ( ) b —sinbd
=(e ) o e b 0 =(Cos sin )

0 e sinb cosb
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Exemplo. Computemos e, onde t é real, para
300
A=10 2 1
0 0 2
Solucao.

Pelas propriedades da exponencial de matrizes, item (k), et4 é uma matriz

de blocos ao longo da diagonal principal e segue

30 2t t
. , onde tB = .
0 etB 0 2t

Seja I a matriz identidade de ordem 2. Escrevamos

0 1
tB=2tl +tC, onde C = .
00

Pelas propriedades da exponencial de matrizes, item (j), segue

o2t o2t]

A matriz identidade comuta com toda matriz (ordens iguais). Pelas propri-

edades da exponencial de matrizes, item (b), encontramos

olB — o2t ,tC _ (62t1)6t0 ~ 2etC

)

Entao, segue e = I +tC. Logo,

1 ¢ et te2t
otB = o2t _ .
01 0 e

Para finalizar, concluimos que

E claro que

e300
=0 e e |4
0 e2t
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4.2 - TEU (Caso Homogéneo) e Fluxo

Teorema (Existéncia e Unicidade das Solugoes, equagao homogénea).

Consideremos uma matriz A € M,(R) e um vetor xo € R*. Vale o que segue.

' = Ax,
.CL’(O) =X

tem uma tnica solucao x : R — R™ e vale a formula

e O problema

z(t) = ey,

o A matriz X (t) = eAt é uma matriz fundamental de solugdes para x’ = Az.

e Temos

det et = ¢"t para todo t € R.

Prova.

o Pimeira afirmagdo. A existéncia e a unicidade seguem do teorema de existéncia
e unicidade para sistemas lineares de edo’s. A férmula segue do teorema

propriedades da fun¢ao exponencial de matrizes, item (g).

o Segunda e terceira afirmagbes. Utilizando o teorema propriedades da funcao

exponencial de matrizes, itens (g) e (h), segue que

satisfaz
X'(t) = AX(8),

e
det X (t) = (Dt £ 0, para todo t € R.

Assim, as colunas da matriz X (t) = e4* sao n solugoes LI da edo 2’ = Ax.

Portanto, por defini¢do, X (¢) é uma matriz fundamental de solugoes#
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Definigao. Um fluxo é uma aplicacao ® : R x R® - R” de classe O satisfazendo

{ ®(0,2) =z,
O(t+s,7) = D(t,d(s,7)),

quaisquer que sejam s,t € R e x € R”. Dizemos que ® é um fluxo linear se, fixado

um (instante) ¢ arbitrario, vale a linearidade da aplicacao
x> Oy(z) =d(t,z), onde z e R"™.

Exemplo. Mostremos que se ® : R x R® - R” é um fluxo linear [logo, de classe

C'], entao existe uma unica matriz A € M, (R") satisfazendo
d(t,z) = .
Prova.

o Fixemos x e consideremos o caminho y(t) = ®(¢,x). Fixemos t. Segue

O(t+h,z) - O(t, ) ®(h,®(t,z)) - 2(0,2(t,z))

y'(t) = Jim h = h
0P
= a(0,<1>(t,:c)).

¢ Fixemos a e b reais e dois pontos, = e y, em R". Segue
O(h,ax +by) - P(0,az + by)

a—(I)(O, ax +by) =lim

ot h—0 h
. a®(h,z) —a®(0,2) +bP(h,y) - bP(0,y)
= lim
h—0 h
0P 0P
= aa(o,x) + ba(o,y).

Isto mostra a linearidade da aplicagao
zr— —(0,2).
5 (0,7)
Portanto, existe uma matriz A € M, (R) satisfazendo
0P

E(O,x) = Ax, para todo x € R™.

o A fungao y(t) = (¢, x) satisfaz entdo
y'(t) = AD(t,x) = Ay(t) e y(0) = 2(0,z) = x.
o Pelo teorema de existéncia e unicidade temos y(t) = et4z. Concluimos entao

d(t,x) =ex s
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Exemplo. Consideremos a equacao z’ = Az, com

a —b
A= :
b «a
o Como A é uma matriz constante, as solugoes esta definidas em toda a reta.
Assim, consideremos as solugoes x(t,tg, zg) com tg = 0.

A solucao x = z(t,x¢) = x(t,0,x0) desta edo é

LE‘(t, LU()) = etASL’(].

o Sabemos que

" e cosbt —e®sinbt
et = )
esinbt e cosbt

o O fluxo desta equagao é

(I)(t, IL’(]) = €tALU0.

Observemos que fixado t, o fluxo é linear em xy3. Notemos também que

%—f = Aexy = AD(t, x0).

Assim, fixado xg € R", a fungao y(t) = (¢, o) é solugao do problema
y'(t) = Ay
y(0) = xo.

Tal fato corrobora (ndo que seja necesséario) a expressao

e cosbt —e® sin bt
(I)(t,.l’(]) = €tALU0 = ( ) Zo

esinbt e cosbt

o Um par de solucoes fundamentais é dado por

X,(t) = e“t( cos bt ) Xo(t) = e“t( —sin bt )

sin bt cos bt

De fato, se X é a matriz fundamental formada por X; e X, entao (cheque)

, ae® cos bt — be® sin bt  —ae® sin bt — be™ cos bt
X'(t) =

aet sin bt + be® cosbt  ae® cos bt — e sin bt
[ a -b e cosbt —e sinbt .
a b esinbt e cosbt
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4.3 - TEU (Caso Nao Homogéneo) e Férmula de Duhamel

Teorema (Existéncia e Unicidade das Solugoes, edo nao homogénea).

Sejam A € M,(R) e uma fungao continua b: R — R". Vale o que segue

e O problema linear nao homogéneo

{ x' = Az +b(t),
x(0) = z¢

tem uma tnica solucao x : R - R™ e vale a

t
(Férmula de Duhamel) z(t) = etAx0+f e(=94p(s) ds.
0

e O fluxo para tal edo é
t
d(t,y) = ey + [ e(=9)4p(s) ds.
0

Prova.

o Pimeira afirmagdo. A existéncia e a unicidade seguem do teorema de existéncia

e unicidade para sistemas lineares de edo’s. Verifiquemos a férmula.

Substituindo ¢ = 0 na férmula obtemos z(0) = xy. Derivando-a encontramos

t
o' (t) = AetAzg + Aetd / e~ 4b(s) ds + et e tb(t)
0

=A

0

Mg+ [ el)4p(s) ds] +0(t)
= Ax(t) + b(t).

¢ Segunda afirmagdo. Trivial (cheque) #
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4.4 - EDOLCC Escalar, Sistema Linear Associado e Matriz Companheira

Consideremos a equagao diferencial linear e com coeficientes reais e constantes

(edolcc) de ordem n e homogénea,

2™ +a,_ 12D 4 raya’ + agr = 0.

Escrevamos
U1 = y{ = Y2
y2 = Qj‘, yé = y3
3 — S 1 :
Yp1 = (2 Yn1i = YUn
Yn = gj(”_l) yrlz = —QoY1 —a1Y2 — - — Qp-1Yn-

[No caso n =1 temos y; =z e S: {y] = —aopy1.]

Entao, encontrar uma solucao = da edolcc acima é equivalente a encontrar

uma solucao (yi1,¥ys,-..,y,) do sistema S acima. Escrevamos também
( Y1 \ ( Yy W
Y2 Ys
Y=| : e Y'=| :
Yn-1 Y-
Lo ) v )

Reescrevamos o sistema S como

(! (0 1 00 ~ 0w )
Y 0 0 1 0 - 0 Yo
Y'=| : = :
Yr_q 0 0 0O - 0 1 Yn-1
\ Yn ) \ —Gp —a1 —Gz - —Op ) k Yn )

Matriz companheira. A matriz quadrada de ordem n acima é a matriz com-

panheira, denotada A, do polinomio caracteristico
PA) = A"+ @ A"+ e+ ag A+ a.

Podemos entao reescrever o sistema de equagoes diferenciais S como
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Proposicao 11. Sao iguais o polinomio caracteristico da edolcc considerada e o

polinémio caracteristico da matriz A companheira. Isto é,
pa(A) =det( M = A) = A"+ a, A+ +ag X+ ag.
Prova.

o Mostremos por inducao em n > 1. Notemos que

-1 0
-1
0 A -1 0
pa(A) =
0 T (D U |
ap Ay e e e e At apn

o O caso n = 1. Temos a edolcc x’ + agzr = 0, com polindmio caracteristico
p(A) = A+ag. A matriz companheira é A = (-ag), o polinémio caracteristico

associado a tal matriz é

pa(A\) =det(A = A) = X +ap = p(N).

¢ Supondo a afirmacao vélida para n — 1, mostremo-la para n.

Seja A de ordem n. Computemos det(Al — A) pela primeira coluna. Devido

a hipétese de indugao temos
det(M = A) = XA+ a, N2+ -+ ar A0) + ag(=1)"H (=1)"!

= \" +an_1)\”‘1 ++ a1 A+ Qg

=p()) +
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4.5 - Computo trivial de ¢4 em M;3(R). Casos triviais em M, (R).

Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita. Matrizes semelhantes tem
mesmo polindmio caracteristico. O polinomio caracteristico pr de um operador

linear T': V' — V é o polinomio caracteristico de qualquer matriz representando-o.
Teorema (Cayley-Hamilton). Sejam A € M,(R) e pa(\) seu polinémio ca-
racteristico. Entao,

pa(A) =0.

Primeira prova (elementar). Usa o Teorema Fundamental da Algebra (TFA).

O caso n = 1 é 6bvio. Suponhamos o resultado valido para n — 1. Seja
T :C" - C" o operador linear associado a A. O TFA (teorema fundamental
da dlgebra) garante um autovalor A e um autovetor associado v # 0. Seja

{v,...,} uma base de C*. Mudando de base, se preciso, podemos supor

A
A= i , onde B e M, 1(C).
0 B

Entao temos, com [ a identidade de ordem n —1 e z a varidavel complexa,

-A
pr(z) = det © )
0 2 -B

=(z-A)det(zI - B)
- (2= Nps(2).

Donde segue (cheque, particularmente a terceira e a ultima igualdades)

pT(T) = (A - )\I)PB(A)
~ 0 * A %
o Boxr )™\ o B
_ 0 * pB()\) *
0 B-X J\0 p(B)
_ 0 = pe(A)  *
0 B-X J\o 0
[01)
= &
0 0
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Segunda prova (elementar). Feita em R”. Extraida de H. P. Bueno [3].

No que segue, abreviamos linearmente independente por LI.

Fixemos a base canonica de R™. Seja T o operador linear associado a A.

Consideremos um vetor nao nulo e arbitrario v €e R”. Mostremos
pa(A)v=0.
Seja m o maior natural tal que é LI o conjunto ordenado
C={v,Tv,..., T™ v}
Entao, existem coeficientes cg, ..., ¢,,-1 tais que
(CH1) T™v = cou + - + Cpp T™ .
Seja W o subespago gerado por C.

o Afirmagdo. T (W) c W. De fato, dado w € W segue que existem

escalares by, ...,b,_1 tais que
w =bov + by TV + -+ by T M.

Logo,
Tw =byTv+b/T*0 + -+ by T™0.

A identidade (CH1) garante que Tw € W. Esta provada a afirmagao.
A representagao de Tl : W — W na base C = {v,Tv,..., Tm™ v} é

(00---0 cO}
10 - 0 ¢
c=101 -0 Co

mxm
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Logo (abusando da notagao, seja I : W — W a identidade),

A0 - 0 —¢
-1 XA - 0 -
det(AM[-C)=| 0 -1 - 0 =-c
(.) 0 _.1 )\_.Cm—l
A0 -
) -1 A - .
0 1 A
-1 A - 0
—ep(~1ym 0 -1 0
0 0 -

O ultimo determinante acima é (-1)™~1. Logo, o coeficiente independente
do polinémio caracteristico det(Al — C') é —cy. E claro que o coeficiente

dominante de det(Al — ') é +1. Entao, por iteragdo segue

det(A = C) = —co = c1 A =A% = = i N+ 2™ = pp(N),
com py o polindémio caracteristico da restrigao T'|y. Por (CH1) segue
(CH?2) pw (T)v =T™v - cov — TV = caT*0 = -+ = €y T™ M0 = 0.

o Afirmagdo. Temos pa(A) = ¢(A)pw (N) para algum polindomio g. De
fato, completando C a uma base de R™ obtemos uma representacao

matricial, para o operador 7T, na forma

C D
(0 E) [C' de ordem m e E de ordem n—m].

Propriedades de determinantes garantem (com I para trés identidades)
det(A —=T) =det(A — C)det(A - E) = pw(A)g(A) = ¢(N)pw (N).
Devido a (CH2) concluimos que

pa(T)v=q(T)pw (T)v =04+
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Comentario. Para quatro provas elementares do teorema de Cayley-Hamilton,

vide https://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-Cayley-Hamilton.pdf
Dados u € R™ e v € R”, indiquemos o produto interno entre u e v por
u-v.

Dizemos que um espaco vetorial é um espaco linear. Analogamente, su-

bespacos vetoriais sao também ditos subespacos lineares.

Os dois lemas a seguir nao sao necessarios para deduzir as férmulas para et4

obtidas nesta secao. No entanto, propiciam uma melhor compreensao do tépico.

Lema (Todo subespaco linear de R” é topologicamente fechado em R").

Seja W um subespaco linear de R". Entao, W é topologicamente fechado em R™.

Prova.
o Sabemos que vale a soma direta R* =W & W+, com
Wt={veR":v-w=0 para todo w € W} o ortogonal de V.
Sabemos que para todo v € V' existem unicos w € W e u € Wt tais que
V=W + U
Consideremos o operador projecao (linear, cheque) 7 : R* — R dado por
m(v) = u.
A projecao m é continua (todo operador linear definido em R” o é). Logo,

W =7"1(0) é (topologicamente) fechado #

Seja I € M, (R) a matriz identidade.
Lema (A matriz ¢4 é gerada por [, A,...,A"'). Dada A e M,(R), temos

e = go(t)] + -+ + g1 (1) A",
com gy, . .., gn_1 fungoes reais infinitamente derivaveis.

Prova.
o O teorema de Cayley-Hamilton mostra
pa(A) =0, com pa(A) = A" +a, A"+ +apl,

e portanto A" é uma combinagao linear de I, A, ..., A*1.
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A

Fixemos t. Toda soma parcial da série para e é uma matriz no espaco

linear das combinacoes lineares de I, A, ..., A»~1. Denotemos tal espaco por
span{l, A,..., A"} [“span” traduz-se “gerado”],

dito espaco gerado por I, A, ..., A" 1. Pelo lema todo subespaco linear de R"

é topologicamente fechado em R", tal espago é fechado em M, (R). Donde

N
e = lim (I+tA+--- + %AN) espan{l,A,..., A"}

N—+o00

Logo, existem fungoes go(t), ..., gn-1(t) satisfazendo
e = go(t)] + -+ gn_y (t) AL

Certamente podemos trocar I, A, ..., A"~ pelo maior conjunto LI e orde-
nado {I, A,..., A¥} [basta tomarmos o maior k tal que {I, A4,..., A*} é LI].

Donde segue (com abuso, mantemos a letra g para os novos coeficientes)
e = go(t) ] + - + g (t) A*
e os coeficientes g, ..., gr Sa0 Unicos.

¢ Dada uma matriz X = col +---+¢;, AF, com ¢y, . .., ¢, reais, definimos a norma
X o + -+ + |ex|-

Em espagos lineares de dimensao finita todas as normas se equivalem. [Vide
https://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-NormasEquivalentes.pdf|.|

Segue que uma sequéncia converge no espaco span{l, A,..., A*} se e s6 se
vale a convergéncia coordenada a coordenada em relacao a base I,..., A*.

o Para finalizar, utilizando que a funcao

tA

t — e ¢ infinitamente derivavel

concluimos que as fungoes coordenadas g, . . . , gx sao infinitamente derivaveis#
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Recordemos que dados trés pontos (¢1,a), (t2,b) e (t3,¢) no plano, com tq,t; e
t3 distintos, existe um Gnico polinomio de grau menor ou igual a dois cujo grafico
passa por tais pontos [a unicidade é trivial, pois um polinémio nao nulo de grau
menor ou igual a dois ndo pode ter trés zeros distintos|. A saber,
t—ty t—ty  t—t] t—ty  t—t; t—ty

+b +cC .
t—tot) —ts  tg—tity—t3  t3—t1ts—ts

Qt) = a
A generalizacao desta interpolagdo para mais pontos é trivial.

Proposicao [Casos Particulares em M, (R)]. Sejam A € M, (R) e I a matriz

identidade de ordem n.

e Se A tem um tnico autovalor A\, entao,

n—1 tk
et = M —(A- VAL
im0 k!
e Se A tem n autovalores distintos A1,...,\,, entao

e = ML (A) + -+ ML, (A)

onde Ly (A) é o polinémio em A de grau n—1 dado por

A=\
A) =115

j=1 -
¢k

n, parak=1,2,...,n
Aj

[Os polinémios Ly (A) sao chamados coeficientes de interpolagdo de Lagrange. ]

e Sen >3 e A tem dois autovalores, A de multiplicidade algébrican -1 e
de multiplicidade algébrica 1, entao

t e)\t n—2 tk

otA ,\tn2tk er n-1
Z A)\I {(,u—)\)"‘l_(,u—)\"lzk"'u )\)}(A—)\I)

Prova.

o Autovalor tnico. O teorema de Cayley-Hamilton mostra (A-AI)" = 0. Logo,

otA = pAI+E(A-NI)

= M GH(A-ND)

nltk

MZ (A= AD)*.
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o n autovalores distintos. Fixemos t. Pelo lema a matriz e!4 é gerada por
I,A,...,A"! segue que existem coeficientes go, ..., g,—1 tais que
A= g()I + glA + - +gn_1An_l.
Seja v # 0 um autovetor associado a A;. Denotemos V; = span{v;}. Segue

6tA

= (90] + g1 A+ g A% + - +gn—1An_l)

1 Vi

Temos A|V1 =M1, com I; : V; - Vj a identidade. Donde A2‘V1 = A1y, ete.

Temos também etA|V =eMt], . Encontramos entao
1

€t>\1 =go+ 91)\1 + gg)\% + -+ gn_1>\711—1'

Analogamente,

g
[

= got gidn + G e+ g AT

e = go+ Gidg + gaAE e+ g AN

O polindmio Q(A) = go + g1\ + - + g,_1 A", com grau(Q) < n — 1, satisfaz

QM) = eMt
: e e =Q(A).
Q) = et
Os n pontos (Ag,er?), ..., (A, eM?) sdo distintos. O seguinte polindémio

interpolador (Lagrange) de grau no maximo n — 1 passa por estes pontos,

— pAit e 4 @t
¢ H >\ H AJ

j¢1 ]¢1

O polinémio interpolador (de grau menor ou igual a n — 1) é dnico. Segue

Q(A) = L(A)
Concluimos entao que
A=) I A-)\T
oA = it ooy It
yll _)‘J 111 An )‘J
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o Caso n > 3 com dois autovalores X e i distintos e pa(z) = (z = A)" "1 (z—p)t.

Escrevamos
oA = pATH(A- AI)_ethk' A=Ak s Y k' A PVALE
=0 kxn-1
Temos entao
=147 e
A -

A seguir, o teorema de Cayley-Hamilton garante a identidade
(A=) (A-pul)=0.
Vale a identidade A-=AI = A-pul+(u—-\)I. Estas duas identidades mostram
(A= AI)" = (1= ) (A= A1)
Por indugao segue (cheque, o caso j =0 é trivial)
(A= AT)™9 = (= AY(A = AL)™

Encontramos entao

tn—1+j

2 k,(A A =12

k>n—-1 l]>0 (n 1+.7) (lu )\) l(A_A])n_

1 l fn-1+j
(=N & (n-1+5)!

1 ey _ e n-1
:Wle I;]k'(u )\)l(A—)\])

Assim, para finalizar, obtemos

=2y - any

n2tk

t )\tz A )\I

eAt n—2 tk

+{(N-eit)" e Anlzkv”‘”k}<A—mn-u

76



Oswaldo Rio Branco de Oliveira

Corolario [Casos Particulares em M;(R)]. Seja A € M3(R) e I a matriz
identidade.

e Se A tem um tnico autovalor X\, entao

2
et = M| 1A= D) +%(A—)\I)2 .

e Se A tem 3 autovalores distintos A, . e v, entao

i _peA-p)A-vl) - (A-A)(A-vI) (A= M)(A-pl)

OC-mO-v) T -N(p-v) -N-pn)

e

e Se A tem dois autovalores distintos A e j, com A de multiplicidade 2, entao

£ At te)\t

Loy AT A - (A=A

et —e

e = M[I+t(A-N)]+

Prova.
o Autovalor dnico. Segue diretamente da proposigao imediatamente acima.
o Trés autovalores distintos. Também segue diretamente da proposicao acima.

o Caso dois autovalores distintos, com pa(z) = (z=\)?(z-p)!. Pela proposi¢ao

casos particulares em M, (R) segue

etA=6At[]+t(A—)\I)]+{(lu_)\)2 - (M_)\)z[1+t(u—)\)]}(A—)\])2
Ny el — oAt ) tet )
= [T+ H(A-AD]+ i (A= M) = (A= D) e

Se A € M3(R) tem um s6 autovalor A, entdo A € R e a férmula para et4 é real.

Se A € M3(R) tem trés auto-valores distintos, pode ocorrer A € C, pu = X e

v € R. Ainda assim, apesar das aparéncias, temos e*4 real. Cheque.

Se A e M3(R) tem dois autovalores distintos A e p, com A de multiplicidade 2

e p de multiplicidade 1, entao X e u sao reais e a férmula para et4 é real.
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Exemplo. Computemos et para
1 2
A= .
4 3

O polinomio caracteristico é

Solucao.

z-1 =2
pA(z)=det(_4 Z_B)z(z—l)(z—?))—S
=22-42-5
=(z+1)(z-5).

Entao, temos dois autovalores distintos —1 e 5. Pelo proposicao casos par-

ticulares em M, (R), segue que podemos escrever

et =Q(A),

onde @ = Q(z2) = al + Bz, com « e [ escalares a serem determinados, é o

unico polinomio de grau 1 que satisfaz as condigoes
et=Q(-1)=a-p
eSt=Q(5) =a+5p.

Donde
{ 6 = €% + Het

6 = et —et,

Por fim, encontramos

etA_€5t+5€—t 1 0 +65t_€—t 1 92 .
6 0 1 6 4 3
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4.6 - Séries de poténcias definidas em C.

Seja z a variavel complexa em C.
Lema (Convergéncia absoluta das séries de poténcias definidas em C).
Seja (a,) uma sequéncia de coeficientes complexos. Consideremos uma fun¢ao

f(2) =) a,z",onde z€C,

n=0
dada por uma série de poténcias centrada na origem e convergente em todo z € C.
Entao, tal série de poténcias converge absolutamente em todo ponto z € C.

Prova.

O caso z =0 é ébvio. Fixemos z # 0. Seja r = 2|z|. Por hipdtese,

+
8

a,(2|z])" converge.
0

S
Il

Logo, a,2"|z|* — 0 se n - oo. Entao, existe um N tal que temos
|a,||z]"2" < 1 para todo n > N.

Donde segue
|an||z]" < 2%, para todo n > N.

A progressao geométrica infinita de razao 1/2 é convergente. Portanto temos
+00
Y lanz"| < 0.
n=N

Donde segue

+o0o

> lanz"| < oo #

n=0
Tal resultado mostra que [veja também
https://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-SOMA-SERIE-POT. pdf]

a familia complexa (a,2")ney é somavel.

O conceito somabilidade permite efetuarmos varias operacoes com séries de poténcias
de forma mais pratica que quando utilizamos apenas o restrito conceito de séries.
Indicamos a soma da sequéncia/familia (a,2") e a série de poténcias de termo

geral a, z" por, respectivamente,

+
Z apz" e f anpz".
n n=0
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Nos pontos em que a soma Y. a, 2" é finita (isto ocorre se e sé se Y. |a,2"| < o),

entao a série de poténcias converge e

+
Z anz" = f apz"
n=0

Ja mostramos em https://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-SOMA-SERIE-POT.pdf,

que temos ¥ |a,z,| < oo se e somente se Y% |a,2"| < oo.

Propriedade da Translagao (Teorema de Taylor). Seja
+o00
z) = Z anz", onde z € C,
n=0

uma série de poténcias centrada na origem e convergente em todo ponto. Dado

a € C, existe uma sequéncia de coeficientes complexos by, by, ... tal que temos
=Y ba(z-a)", para todo z € C.
Prova.

Fixado a € C, encontramos a identidade
+0o0o +00 n
f(z)=> an(a+z-a) :ZZ ( ) Tz —a)™
n=0 n=0m=0

Mostremos que a familia de positivos {|an|(:71)|0z|"‘m|z—oz|m :neNem<n}

é somavel. Para ntimeros positivos, podemos associar livremente. Segue

5 laal() o1z =l = Sl 3 (Yool
n,m<n msn
= S laal(l + 2 = )"
n

O lema convergéncia absoluta das séries de poténcias definidas em C garante
2 lanl(laf + |2 = al)"
n

Entao, pela lei associativa para familias somaveis concluimos que

+00

n=oéoa"(:fa)an_ ;n;nan( ) My — )™
e

m \n2m
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Teorema (Derivagao das séries de poténcias). Consideremos as séries de

poténcias complexas

= Zanz” e g(z) = Znanz"‘l = Z na, 2"t

n>1

Entao, uma converge em C se e somente se a outra também. Neste caso,

f'(2) = g(2), para todo z.

Prova.

o E 6bvio que ambas as séries convergem na origem. Dado z é claro que

Z lan,z"| < |ao] + |2 Z Ina,z"7.

Por outro lado e utilizando que 2" > n para todo n, dado z # 0 encontramos

Z|nan”1|—ﬂ22n|an(2z |_| |Z|an (22)".

n>1

Por tais desigualdades, uma série converge em C se e s6 se a outra também.

o Derivagdo. Suponhamos que as séries de poténcias convergem no plano.
Fixemos um ponto z € C e um R > |z|. Consideremos um incremento h € C

tal que 0 < |h| <7 = R —|2|. Para n > 2 obtemos
(z+h;:_zn = nz"-1 4+ | Z (;L)Zn—php—2
p=2

[§
(z+h)"—2"
h

n
- nz"‘1|£ % Z ( )|z|"‘1’rp S'%'R".

Notemos que |z + h| < R. Donde segue

(z+h)"

Ya n— - > na, 2" < L%'ZMMR” 225 0e

Corolario (Coeficientes de Maclaurin). Dada f(z) = ¥ a,2" convergente em

C, temos que f € infinitamente derivavel e

7 (0)

y = YR para todo n > 0.

Prova. Segue de f*)(2) =Y a,n(n-1)-(n-k)z""* e f*)(0) = apk!s

Corolario (Principio de identidade.) Sejam f(z) = Y a,z" e g(z) = X b,2"
convergentes em C e f(z) = g(z) em todo z. Entao temos a,, = b, para todo n.

Prova. Segue do corolario Coeficientes de Maclaurin®
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Convengdo. O polinomio nulo tem grau —oo.

Lema (Divisao euclideana de séries de poténcias por polinémios). Sejam
+00
S
n=0

uma série de poténcias com coeficientes em C, centrada em z = 0 e convergente em

todo o plano complexo, e um polinémio nao nulo p(z). Entao podemos escrever

f(z) = a(2)p(2) +7(2),

com q uma série de poténcias centrada na origem e convergente no plano com-
plexo, e r um polinémio satisfazendo grau(r) < grau(p). Tais q e r sao iinicas.

Prova.

o Por indugao em m = grau(p). O caso m =0 ¢ trivial. Suponhamos p(z) =
Bz — a um polinomio de grau um, com [ # 0 e « constantes complexas.

Escrevendo p(z) = B(z — /) vemos que podemos supor =1 (cheque) e
p(z) =z-a.

Pela convergéncia absoluta das séries de poténcias definidas em C e pelo

teorema da translagao, existe uma sequéncia complexa (b,,) tal que

Zanz”=2bn(z—a =by+(z -« Zb z—a)", para todo z.

n>1

Logo, g(w) = ¥,51 byw™ ¢ finita para todo w. Pelo teorema da translagao

existe uma sequéncia complexa (c¢,) tal que
g(w) = co(w+a)™.
Donde segue
Y oanz" =by+(z—a)g(z—a) =by+ (2 —a) Y ¢,2", para todo z.

Definindo ¢(z) = ¥ ¢, 2", encontramos

O caso grau(p) = 1 estd provado.
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o Suponhamos o resultado valido para m. Seja p(z) de grau m + 1. Pelo

teorema fundamental da algebra, existe a € C tal que podemos escrever
p(z) = (2 - a)P(z) com grau(P) = m.

Por hipodtese de indugao existem uma série de poténcias centrada na origem

Q(z) e um polinomio R(z) tais que
f(2) =Q(2)P(z) + R(z),com grau(R) < m.

Pelo caso m =1 temos Q(z) = ¢(2)(z—-«) +by, com ¢ uma série de poténcias

centrada na origem e convergente no plano C e by uma constante. Segue
f(2) =q(2)(z =) P(2) + [bo P(2) + R(2)]
=q(2)p(2) +r(2),
com 7(z) =byP(z) + R(z) e grau(r) <m <m+1. A existéncia estd provada.

¢ Unicidade. Suponhamos que existam duas divisoes

f(2) =q(2)p(2) +71(2) e f(2)=q(2)p(2) +ra(z)

ambas satisfazendo as condigoes exigidas no enunciado. Entao temos

(Q2—Q1)P=7’1—7“2-

Portanto (g2 — ¢;)p é um polinomio de grau menor que o grau de p. Prove-
mos, por contradicao, que r1—r9 é o polinomio nulo. Suponhamos r1—r5 # 0.

Seja A uma raiz de multiplicidade j > 1 de p. E trivial ver que existe

i 11 (2) —ra(2)

2= (Z - )\)j
Logo A é raiz de r; — ro de multiplicidade k£ > j. Variando as raizes do

polinomio p(z) concluimos que degree(r) > degree(p). Uma contradigao.

Portanto temos 7 = 79 e entdo ¢1(2)p(z) = ¢(2)p(z) para todo z € C.

Agora é simples ver que temos ¢;(z) = ¢2(2) para todo z € C#

Para mais resultados sobre séries de poténcias, vide
https://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-SOMA-SERIE-POT.pdf .
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4.7 - Computo de ¢4 - férmula explicita - método fragoes parciais.

Algoritmo da divisao de polinémios de Euclides. Sejam p = p(z) e d = d(z),
ambos na &lgebra de polinomios complexos C|[z], com d nao nulo. Entao, existe

um unico par de polinémios complexos g = ¢(z) e r = r(z) satisfazendo

p=dq+r, para todo z
e

grau(r) < grau(d).
Prova. Vide https://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-EUCLIDES.pdf #

Comentarios. Sejam A\ um ponto fixado no plano complexo e um inteiro N > 1.

s derivadas da funcao z ~ (z — no ponto z = A sao dadas por
1) As derivadas da funca AN A sao dad

d*{(z - M)"}
dzk

~ Osek+ N
A | Nlsek=N.

(2) Seja z+~ g(2)(z—=A)N com g:C — C derivavel o suficiente. Entao segue

dk g N (k)
{(lek }| ={9(2)(z - M)} L:/\:Oparak:O,...,N—l.

Verificagao.
o Se k=0, é claro que g(A)(A-\)N =0.

o Fixemos k, com 1 <k < N - 1. Pela regra de Leibnitz para a derivada

do produto (cheque-a) encontramos
¥ dig(z) &
R UCICERE Z( ) (- Y)

Entao, como 0 < j < k < N -1, concluimos que N —j > 1 e portanto

de {g )\)N} z=\ B

(3) Vale um resultado anélogo a (2), se g esta definida numa vizinhanga de A.
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Teorema (Método de Fragoes Parciais). Sejam f, p, ¢ e r como no lema.

Logo,
f(2) =q(2)p(2) +7(2), com grau(r) <n = grau(p).
Suponhamos p ménico e grau(p) =n > 1. Sejam \y,...,\,, as raizes distintas de
p(z) com respectivas multiplicidades algébricas my, ..., m,,. Escrevamos
p(2) = (2= A1)™ (2 = Am)™
Existem n constantes Ci1,...,Cimyy- - s Gty - -+, Cinym,, Validando a decomposigao
f(Z) T(Z) [ Cll Clml l [ le Cmmm
=q(z2)+ =ql(z)+ + e+ Foet o -
p(2) (2) p(2) (2) 2=\ (z=Ap)m Z=Am (2= Ay )mm
Clk,
Se) Y
2, oA
lSkjSmj

As constantes sao tinicas e vale a férmula (derivadas em z, varidvel complexa)

L (@)Y
kaj‘(mj—kj)!{ »(2) } |

:)\j'

Prova.
o Decomposicdo. Provemos por inducao em n. Se n = 1, nada hé a fazer.

Cason > 2. Temos p(z) = (z=A1)™ P(z), com 0 < grau(P) <n e P(\) #0.

Escrevamos
P(z) + r(z)—;(();\ll))P(z) .

O algoritmo da divisao de Euclides garante um polinomio s(z) satisfazendo

{ r(2) - P35 P(2) = (2= A)s(2) +0
grau(s) <n-2.

[Cheque. |

Encontramos entao

r(z) _r(A)/P(M) | s(2)

p(z) (=A™ (z-A)™P(2)

O polinémio s(z) tem grau méximo n —2 e o polindmio (z — A;)™~1P(z)

tem grau n—1, com n-1 > 1. Por inducao segue a decomposi¢ao anunciada.
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o Férmula. Fixemos j=1e k; € {1,...,m;}. Encontramos

f(2)(z =)™

= Cll(z - Al)ml—l 4o F Clkl(z _ Al)ml—kl T+t Clml
p(2)

Cik;
+(z=X )™ |q(z) + —
(z=A)"™ a(2) 25;m G-
1< j <My

Computemos as derivadas desejadas.

Notemos que o lado direito estd definido numa vizinhanga de A\; e que

f(2) (=A™ f(z)

A série de poténcias ¢(z) é infinitamente derivavel, gragas ao teorema de-

rivacao de séries de poténcias.

A funcao entre colchetes é infinitamente derivavel numa vizinhanga do
ponto z = A\;. Entao, pelos comentarios prévios a esta prova, suas deri-

vadas de ordem k =0,...,m; — 1 sao todas nulas no ponto z = A;.

Computemos a derivada de ordem m; — k; das demais parcelas a direita.

Temos

dml—kl
_— {CH(Z - Al)ml_l + -+ Clkl (Z - )\l)m1—k1 + -+ Clml}

dzmi—k1

z=A1
=0+-+0+(mg—k)!Crpy +0+ -+ 0.

Concluimos entao que

gt {f(Z)(z—Al)"“}

dzmi=k1 p(2)

= (ml - kl)!Clk‘1'

zZ=A1

A argumentacao é analoga para j=2,...,mek;=1,...,m;.

¢ Unicidade das constantes. Consequéncia imediata da féormula obtida#
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A

Teorema (Férmula explicita para e - método fragoes parciais). Seja

A€ M,(R), com polinémio caracteristico
pa2) = (2 =A™z = Ay,

onde \i,..., )\, sao os distintos zeros de py e mq,...,m,, suas respectivas mul-
tiplicidades algébricas. Para cada j =1,...,m ek; =1,...,m;, consideremos os

polinémios (total de n polinémios)

o (2) = 23y

Entao, temos
6tA = Z C]kjpjk)J (A)a

o 1 {6’52(2 — ) }(mj—kj) |
T my k)| pal2)

onde

z=A; ’

Prova.

¢ Fixado um arbitrario ¢t € R, a funcdo z — e* é dada por uma série de

poténcias convergente em todo o plano complexo.

o Gracas ao lema divisao da série de poténcias por um polinémio temos

. ¢ uma série de poténcias convergente em C,
e’” = q(2)pa(z)+r(z), com
r ¢ um polinomio com grau(r) < grau(pa).

¢ Como A comuta com poténcias de A e com a identidade, segue
e = q(A)pa(A) +7(A).
Gragas ao teorema de Cayley-Hamilton temos p4(A) =0 e entao

et4 = r(A).

o Pelo teorema método de fragoes parciais encontramos

T(Z) Cjkj
) G = Cir.
pA(Z) 15]2527” (Z _ )\j)kj’ com Cjg, ik
lﬂkjgmj

Concluimos entao com

r(2) = chkj(zpfi(;j))kj e 1(A) =Y Ciupji (A)#
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Exemplo 1. Seja A € M3(R), com pa(2) =(z2-A)2%(z-p) e A # p.
Solucao.
o Pelo método fragoes parciais podemos escrever

etz ~ B o 5 y
oo O Tt TR T e

o As constantes sao dadas por

ekt e

0[27’ =
(w-N2 g

e por fim

g~ {Ze_tzu }/

te!*(z — p) —et*

2=\ (z-p)*  le=a (A —p)?
o A matriz exponencial procurada é
ut

¢t = (A=)
(M—)\)2( )

At — ) - At

G 2y apya- )+ S (A=) s
(A—p) A—p

Exercicio. Seja A uma matriz 3 x 3 de niimeros reais e com um autovalor duplo

e um autovalor simples.

(1) Compare a férmula para et4 obtida no exemplo dado acima, e a férmula j&

encontrada na se¢ao 4.5, no coroldrio casos particulares em M;(R).

(2) Verifique diretamente (isto é, efetue os computos necessarios) que estas duas

férmulas apresentam uma mesma matriz.
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Exemplo 2. Computemos e'4 para
1 2
A= .
4 3

O polinomio caracteristico é

Solucao.

z-1 =2
pA(z)=det(_4 Z_B)z(z—l)(z—?))—S
=22-42-5
=(z+1)(z-5).

Pelo método de fracoes parciais temos

et ~ r(z) ~ a I5;
(z+1)(z—5)_q(z)+(z+1)(z—5)_q(z)+z+1+z—5’
Donde segue
6—t 65t
Oé=-€ e 5=E
A resposta é entao
5t -t
€ e
=—(A+I)-—(A-51
—(A+ D)= (A-50)

Notemos que a resposta dada no exercicio é mesma resposta que obtivemos

no exemplo dado na secao 4.5

A 65t + 56—t 1 0 65t _ 6—t ]_ 2
et s —— + s
6 01 6 4 3
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Exemplo 3. Computemos et4 para
0 1
A= .
-5 2

O polinomio caracteristico é

Solucao.

z -1

=22 -22+5
5 z-2

pa(z) =det (

=(z-1)2+4=(2-1-2i)(2—1+25).

Pelo método de fracoes parciais vale a decomposicao

el = (2)+ r(z)
[z - (1+2i)][z-(1-20)] 4 [z - (1+2i)][z- (1-20)]
Sg(2) 2 J
ST T 2) T - (1-2i)
com constantes ‘ ,
e(1+2i)t e(1-2i)t
T YT T
Temos entao
(1+20)t (1-2i)¢
e = r(A) = & T [A-(1-2i)1]+< A= (1+20)1]
1 —41

43

1, N 142 1
= ——Re{ie'(cos 2t +isin 2t)

2 -5 1+2i

1 -1 1 20
= —Re{ (e’ sin 2t — ie’ cos 2t) +1i

2 -5 1 0 2

1 -1 1 2 0
=—{elsin 2t + el cos 2t s

2 -5 1 0 2

- 2Re { e [A-(1- 2@)1]}
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Exemplo 4. Computemos ¢4 para A real e dada por

-b
A=(a ),comb#&O.
b «a

Solucao.

O polinomio caracteristico é

-b z-a

pa(z) = det ( ©

=[z-(a+bi)](z - (a—bi)].

Pelo método de fragoes parciais vale a decomposicao

et? (s r(z)
- (a+b)][z=(a-bi)] a(2)+ (2= (a+bi)][z - (a—bi)]
Sg(2)+ — s+ 0

z-(a+bi) z-(a-bi)’

com constantes

ela+bi)t ela-bi)t
= P Ty
Temos entao
(a+bi)t (a-bi)t
e = —6%2 [A-(a-bi)I +6_2bz A-(a+bi)I]

bi —b
=—1Re ie® (cos bt +isin bt) '
b b bi
0 -b b 0
lee (e sin bt —ie™ cos bt) +1
b b 0 0 b
0 -b b 0
. e sin bt +e™ cos bt
b b 0 0 b

_( e cosbt —e sin bt ) .

e®sinbt e cosbt
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4.8 - Solugoes da Homogénea 1’ = Ax e Calculo de e'4.
Método dos AutoValores.

Fixemos a base canonica em R™.

Teorema (Autovetores e solugoes). Sejam A € M, (R) e pa, seu polinémio

caracteristico. Sejam A\, A1, ..., A, autovalores distintos de A [i.e., zeros de pa].
e Se \ é real, entao existe v e R" \ {0} tal que
Av = v [v é um autovetor associado a \].

O caminho real x(t) = eMv satisfaz x' = Ax.

Se X € C, entao v e C* \ {0} e a curva complexa z(t) = eMv satisfaz 2’ = Az.
e Sejamwvy,...,v,, autovetores associados a respectivos reais A1, ..., A\,,. Entao,
{vi,..., 0} é LL
Se A1,..., A\ sao complexos entao v, ...,v, sao complexos e LI sobre C.
e Suponhamos A\ complexo, com autovetor associado v € C"*. Entao,
z(t) = Re(eMv) e y(t) = Im(eMv)
sao solugoes reais e LI de x' = Ax.

Prova.

o Autovalor real. Segue de 2/ = \eMv = eMAv = eMAv = AeMv = Ax.

o Os autovetores. O caso m =1 é trivial. Supondo a afirmacao verdadeira

para m—1, provemo-la para m. Sejam aq,...,q,, coeficientes reais tais que
QUL + o + QU = 0.
Aplicando A a ambos os lados desta primeira identidade segue a segunda,
QA UL + o+ O A, Uy, = 0.
Multiplicando a primeira por —\,, e entao somando a segunda encontramos
Oél()\l - )\m)'Ul + e+ am—l()\m—l - )\m)'Um—l =0.

A hipétese de inducao mostra aq = -+ = -1 = 0. Logo, @, v,, =0 e o, = 0.
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At

o Autovalor em C. Escrevamos z = eMv = x + iy, com x = Re(z) e y = Im(2).

[Solugoes.] Temos 2’ +iy’ = 2/ = Az = A(x + iy) = Ax +iAy. Seguem

' =Ax ey = Ay.

[LL.] Os coeficientes de p4 sao reais. Logo, p4 se anula no conjugado A
Temos Av = \v e, conjugando, Av = \v. Como A é real, segue AT = \T.

Entdo, ¥ é autovetor associado a X # A. Donde,

{v,v} 6 LL

At

Os caminhos z = eMv e Z = eMv sdo solugoes complexas do sistema ho-

mogeéeneo
4
2= Az

e sao LI sobre C [pois {v,v} é LI e vale o teorema de existéncia e unicidade

para solugoes complexas de z’ = Az]. Logo (cheque),
2+zZ 2-%2
{ 2 I 22 } - {flf, y}

é um conjunto (de solugoes) LI sobre C (cheque). Portanto, {z,y} é um

conjunto de solugdes reais de x’/ = Az e é LI sobre R (cheque)#

Caso em que A € raiz multipla do polindmio caracteristico p4. Suponhamos que

o autovalor A é uma raiz de multiplicidade algébrica k > 2 de pa.

Entao, encontrado um conjunto B; de autovetores LI e associados ao autovalor

A, passamos a procurar um conjunto By de vetores que satisfaca
(A-XD)*v=0

e tal que a reuniao B; U By é um conjunto LI. Iterando o procedimento, encon-

tramos solugoes para os sistemas
(A-A)*v=0, (A-A)*=0,....

[Veremos que o processo se esgota em no maximo k etapas e com k vetores LI .]
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Autovetor generalizado. Sejam A € M, (R), a identidade I € M,(R) e A um

escalar. Um vetor v # 0 é um autovetor generalizado associado a A se
(A-=XI)"v =0, para algum m > 1.
Proposicao (Autovetores generalizados e solugoes). Sejam A € M,(R) e
v # 0 um autovetor generalizado associado a A. Entao, o caminho
z(t) = e é solucao de z' = Ax

e vale a férmula ( explicita)
tm—l
+ _
(m-1)!

[Tal férmula explicita e4v, apesar que desconhecemos a priori a matriz e*4.]

)‘tz A M)k Ay +t(A -+

k<m

(A-AI)m-!

Prova.
¢ Solucdo da edo. Vejamos dois argumentos.

Primeiro argumento. A matriz ¢4 é uma matriz fundamental e seus vetores-
colunas sao solugoes de x’ = Az. Qualquer que seja o vetor w em R" ou
em C", o vetor-coluna e*4w é uma combinacao linear das colunas de et4

(cheque). Em particular, z(t) = e4v é uma solugao de x’ = Ax.

Segundo argumento. A propriedade (g) da exponencial de matrizes garante

d
ﬁ(em) = Ae'.
Assim, para todo vetor w em R” [ou em C"] temos

() = A(Hw).

o Férmula. Temos (A - AI)Fv = (A - AI)kF"(A-X)™v =0 para todo k > m.
A matriz M1 comuta com toda matriz e temos e*! = e* [ (cheque).

Segue
tA MI+(A-AI),,

e v=e¢
— eAtlet(A—AI),U
— (6)\tl)6t(A—>\I),U
— Atet(A—AI),U

Ho+t(A-A)v+
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Seja z a varidvel em R. Introduzamos a notacao
R[z] ={p:R - R, com p = p(x) um polinémio com coeficientes reais}.

O grau do polinémio nulo é —oo.

Dizemos que um polindbmio é monico se o coeficiente dominante é +1.

Algoritmo da divisao de polinémios de Euclides. Sejam p = p(z) ed = d(x),
ambos em R[z], com d nao nulo. Entdo, existe um tnico par de polinomios

q=q(x) er=r(x), ambos em R[z], satisfazendo

p=dq+r, para todo x
e

grau(r) < grau(d).
Prova. vide https://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-EUCLIDES. pdf.

Sejam A € M,(R) e T o operador linear associado a A (isomorfismo funda-

mental). Consideremos um polinémio arbitrario
p(x) = apa™ + -+ a1x + ag
em R[z]. Entao, definimos e identificamos a matriz e o operador dados por
p(A) =an, A"+ +a1A+apl e p(T)=a, ™+ +aT +apl.
Lema (Polinémio minimal). Sejam A € M,(R) e T o operador linear associ-
ado. Seja J ={peR[z] :p(T) =0}. Vale o que segue.
o J+{0}.
e J é um ideal (fechado para soma, e para a multiplicagao por polinémios).
e Existe um tnico polinomio ménico my € R[x] tal que
J ={pmr:peR[z]}.

Donde J é o ideal gerado por my e este é dito polinbmio minimal de T

Indicamos J = J(mr).

95


https://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-EUCLIDES.pdf

Prova.

o [J#0.] O conjunto de vetores (matrizes quadradas)

2
Y

1A A2 . A"

7 2 . . .
com n? + 1 vetores, é LD em M, (R) =R"". Logo, existem coeficientes reais

Co,C1, ... ,Cp2 Nao todos nulos tais que
2
Cp2 A" + -+ A+ ol = 0.
. 2
Seja p(x) = cp2x™ + -+ 12 + ¢o. Seguem p#0 e

p(A) = 2 A" + o+ 1 A+ ol = 0.

o B trivial que J é um ideal (cheque).

¢ O minimal. Seja m um polinémio moénico de grau minimo em J \ {0}. Seja
P e J. Pelo algoritmo de FEuclides para a divisao de polinomios existem

p e R[z] e r e R[z] tais que
P =pm+r, com grau(r) < grau(m).

Entao, r = P —pm e J, com grau(r) <grau(m). Donde, r =0 e P = pm.

Unicidade. Seja M € R[z] um polinémio monico tal que J = {pM :p e R[x]}.

Entao seguem

M e J~ {0},
m = pM para algum p € R[z] \ {0},
grau(m) < grau(M), pela definicao de m.

Portanto,
0 < grau(M) < grau(p) + grau(M) = grau(m) < grau(M).

Logo, p é uma constante. Como M e m sao monicos, temos p=1e M =m #
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Comentario, Notacoes e Definigoes. Sejam A € M, (R) e T : C* - C" o

operador linear associado.
o Dado A um escalar, v # 0 é um autovetor generalizado associado a A se
(T = \I)’v =0, para algum j > 1.

Se existir um tal v # 0, entao A é um autovalor. De fato, neste caso existe o
menor j > 1 tal que (T'=AI)/v =0. Se j =1, nada mais hé a fazer. Se j > 2,

entao o vetor (7 = AI)7~'v é nao nulo e é autovetor associado a .

Todo autovetor associado a A é um autovetor generalizado associado a .
o O autoespaco generalizado (vetorial, cheque) associado a A (autovalor) é

aeg(T,\) = {v: (T - AI)v = 0 para algum j} # {0}.

o Fatoramos o polinomio minimal (via teorema fundamental da dlgebra) como

mp(A) = (A= p1)™ (A = p)™™,

com raizes distintas p, ..., ft,. Denotemos
mr(\) mr ()
AN)=——-"— . pn(A) = —m——.
pl( ) ()\_,ul)ml’ D ( ) ()\_,um)mm

o O polindmio caracteristico (monico) de A é
pa(A) =det(M = A) = A"+ ap, A+ -+ ag X+ ag.
O teorema fundamental da algebra garante
pa(A) = (A=) (A=),
onde Aj,...,\, sdo as n raizes complexas de p(\) = 0, contadas com re-

peticdo. Avaliando cada uma das trés expressoes para p4 em A = 0, obtemos

(-1)"det A=ag = (-1)"T] s
j=1
Desenvolvendo o determinante
A—ay - A1n
det(A - A) = : : )

an1 )\_arm

o coeficiente de A" é| a,_1 = —(aj1 + agg + -+ + apy) = —tr(A) |#
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Exemplo. Convertamos para sistema (e indiquemos a solugao) a edo escalar
2" =22 +5x=0.
Solucao.

Introduzimos a substituicao
Yy1==7
Yo = '
Passamos entao a resolver o sistema
v o O L))
Ys -5 2 Y2
A matriz fundamental para o sistema linear homogéneo

Y’ =AY

0 ¢
et = ex )
P -5t 2t

Seja 1o € R2. A solucdo para o problema

{WzAY
Y(O) =Y

[ a)
vty =l O 2,

No Exemplo 3 da secao 4.7 vimos que a matrix exponencial e*4 é dada por

1 1 1 2 0
et = = {etsin 2t + el cos 2t *»
2 -5 1 0 2
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Lema (Propriedades dos autoespagos generalizados e do poliné6mio mi-

nimal). Mantidas as notagoes acima, seja A um autovalor de T : C" - C". Sejam

fha, - -

, lbm as raizes distintas do polinomio minimal my. Vale o que segue

o T :aeg(T — M) — aeg(T - \I) [estabilidade] tem um tinico autovalor, .

e Seja um escalar v # \. Estd bem definido o isomorfismo linear (translagao)

T —vi :aeg(T - A\) — aeg(T — \I).

e Cada zero, y;, do polinémio minimal é autovalor de T (logo, zero de pr) e

aeg(T, i) = Imagem(pi(T')).

Prova.

¢ Estabilidade. A estabilidade segue de (cheque)

(T - AI)’Tv=T(T -\ )’v para todo j.

O autovalor. Por defini¢ao, aeg(7 — AI') # 0. Pelo teorema fundamental da
algebra, T : aeg(T — A\) — aeg(T - M) tem ao menos um autovalor .

Seja v € aeg(T — AI), nao nulo, tal que Tv = av. Para algum j > 1 temos
0=(T-X)v=(T-X)a-ANv="-=(a-\)v.

Translagdo. Seja v € aeg(T — AI), onde (T'—vi)v =0. Existe j > 1 tal que
0=(T-X)v=(T-N)" v-Nv=-=(@v-Av.

Logo, T'-v1 é operador injetor em dimensao finita e entao um isomorfismo.

Zeros de mp. O caso m =1 é simples (cheque). Suponhamos m > 2.

Fixado [, dado v € C" temos (T - I )™p,(T)v = my(T)v = 0.

Como my é minimal, temos p;(T")v # 0 para algum v (complete e cheque).

aeg(7T, ;). Combinando estes dois fatos segue Imagem (p;(7")) c aeg(7T’, i;)-

Pela segunda afirmacao, p;(T) : aeg(T, 1) — aeg(T, 1) é um isomorfismo.

Logo, acg(T’ ju)  Imagem(p(T))

A dimens3o geométrica de um autovalor A (de um operador linear T") é

dim{v: Tv = \v}.
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Seja C[z] a dlgebra dos polinémios com coeficientes em C e na variavel z € C.
Teorema (Decomposicao de C" em soma direta de autoespagos genera-

lizados). Mantendo notagoes, valem a decomposi¢ao e propriedades abaixo.
C" = aeg(T,ul) @ aeg(T7 ,um)
e Dada uma base B, para cada aeg(T, ), entao By U---uU B, é base de C".

Ainda, cada espago aeg(T), ;) é invariante por T [isto é, estavel sob T']

e Sed; =dim(aeg(T, 1)), paral=1,...,m, o polinémio caracteristico de T é

pr(A) = (A =)o (A = ).
Logo, o polinomio caracteristico e o minimal tem o mesmo conjunto de zeros.

A multiplicidade algébrica de j; como raiz do caracteristico é dim(aeg(T, 1u)).
Prova. Em quatro partes: soma, soma direta, base e caracteristico.

¢ Soma. Sejam mqg o minimal de T e os polindmios py,...,p, ja definidos.

Vejamos que o ideal gerado por py, ..., py, (0 menor ideal que os contém) é

J(p1,- -, pm) = Clz].
O caso m =1 é trivial, pois entao mr(A) = (A= p1)™ e p1(A) = 1.
O caso m > 2. Pela prova do lema polinomio minimal, terceira afirmagao,
todo ideal em C[z] é gerado pelo polinbmio monico de menor grau no ideal.
Logo, existe pg € C[z] tal que
J(p1,---,pm) = J(po) [i-e., o ideal gerado por py].

Entao, todo zero de po(A) é zero de cada pi,...,p,. Isto é impossivel.
Donde pg nao tem zeros e, pelo teorema fundamental da algebra, py ¢ uma

constante. Segue py =1e J(po) = C[z]. Provamos que J(p1,...,pm) = C[z].

Portanto, existem polindémios ¢z, ..., gy, em C[z], tais que

{ P )@ )+ + (Vg (M) = 1
pi(T)@(T) + -+ P (T) g (T) = 1.
Entao, dado um arbitrario v € C* temos
v=p1(T)@ (T)v + - + P (T) g (T v
Dado [ =1, é trivial ver que (T — 1 I)™ [p1(T) 1 (T)v] = me(T)q: (T)v =0
e portanto p; (T)q1(T)v € aeg(T, pu1). Analogamente para [ =2,...m.
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o Soma direta. Se m =1, é ébvio que a soma é direta. Suponhamos m > 2.
Sejam vy € aeg(T', 1), ..., vy € aeg(T, py,) tais que
v+ e+ Uy = 0.
Existe N tal que (T - pu11)Nvy == (T = prn-11)Nvy-1 = 0. Entao segue
(T =y DN T = ppya )Ny, = 0.
Pelas propriedades dos autoespacgos generalizados e do polinomio minimal,
(T = )N (T = por )™ = aeg (T, ) — aeg (T, ftm)

é um isomorfismo linear. Logo, v,, = 0. Analogamente, para vy,...,Up_1.

Esta provada que a soma é direta.
o Base. E trivial ver que B ¢ base (cheque). A estabilidade segue do lema.

o Caracteristico. Devido a soma direta C" = aeg(T,u1) @ ... ® aeg(T, py) €
que os espacos aeg(T, 1), ..,aeg(T, u,,) sao invariantes por T, segue que

a matriz de T : C* — Cn, na base B, é a matriz com m blocos (na diagonal)

By
B= s cada Bl € Mdlxdl(c)a
B, §
e cada bloco B; a matriz em relacdo a base B; do operador linear (restri¢ao)
T =T: aeg(Ta Ml) - aeg(T> ,ul)
Fora dos blocos, B é nula. Segue

pr(A) =pp(A) =pB, (A)ps,. (A) = pr, (A)-pr,, (N).

Fixado [, o operador T} tem g; como tinico autovalor (vide propriedades dos

autoespagos generalizados e do minimal). Donde segue (cheque)

pr(A) = (A - )"

Logo,
pr(A) = (A=) Pee (X = ) &
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Dada T': V — V linear, o kernel ou nicleo de T é
ker(T) ={veV :Tv=0}.

Notagao. Escrevemos A ¢ B, ou mesmo B 2 A, se temos Ac B com A # B.

Um operador linear N : V — V ¢é dito nilpotente se vale

N7 = 0. para algum j.

Proposicao (Operador nilpotente). Seja N : V — V um operador linear,

com dim(V') =n > 1. Sao equivalentes as afirmagoes abaixo.
(a) O tnico autovalor de N é X\ = 0.
(b) N™=0.
(c) N é nilpotente.
(d) Existe o menor k < n tal que valem as cadeias mondtonas estritas
{0} ¢ kerN ¢ kerN?> g - g kerN¥ =V e
V 2 imagemN 2 imagemN? 2 --- 2 imagemN* = 0.

(e) A matriz de N, em alguma base ordenada de V', é triangular superior:
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Prova. Iniciemos com a equivaléncia entre (a), (b) e (c).

(a) = (b). Temos N:V -V e dim N(V) <n -1, pois dim(kerN) > 1.
Se N(V) =0, temos N!' =0. Se N(V) # 0, entdo N : N(V) - N(V)
tem autovalor 0 (cheque). Segue dim N?(V) =dim N(N(V)) < (n-1) -1.
Iterando chegamos a N™ = 0.

(b) = (¢). Obvio.

(¢) = (a). Seja j =1 com NJ =0. Sejam um autovalor A e v #0 com Nv = \v.
Segue 0= NJv=MNve\=0.

(b) = (d) Por (c), existe o menor k € {1,...,n} com N*¥ =0. Donde kerN* = V.
E claro que kerN! c ker N1 para todo [ e que

{0} ¢ ker(N) c ker(N?) c --- c ker(N*) = V.

Mostremos que ker N' = ker N*! implica ker N*™ = ker N! para todo m > 0.
De fato, dado v com 0 = N"*2y = Ni*1 Nu concluimos Nv € ker N'*! = ker Nt

Logo, N"*1v =0 e portanto ker N*2 = ker N'+1,
Portanto, pelo que foi feita até aqui concluimos que
{0} ¢kerN ¢ --- g kerN¥ = V.
Donde segue
V 2 imagem N 2 imagem N2 2 --- 2 imagem N* = 0.
(d) =(e). Basta a base B (com a ordem de surgimento dos vetores, cheque):

B, uma base de ker N # 0,
Bi U B, uma base de ker N2,

B =B, u--uB; base de ker Nk = V.

(e) =(f). Seja B ={vy,...,v,} a base ordenada em (e). Revertendo a ordem, a

matriz de NV para a base ordenada {v,,...,v;} é triangular inferior (cheque).

(f) =(a). Utilizando a matriz triangular inferior em (f), é claro que
pT()\) = \".

Logo, o tnico autovalor é A = 0%
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Teorema (Cayley-Hamilton). Com as notagoes acima, temos
pT(T) =0.
Prova.

Fixemos um arbitréario [ € {1,...,m}. Sejam I; o operador identidade defi-
nido em aeg (7T, ;) e I o operador identidade definido em V. Pelas propri-

edades dos autoespacos generalizados, o operador
Ty = T+ aeg(T) ) — acg(T, )

tem p; como unico autovalor. Logo, T -y I; tem apenas 0 como autovalor.

Pela proposigao operador nilpotente, item (b), segue
(T3 = pul;)™ = 0.
Portanto (T -y I)% restrito a aeg(T, ;) é nulo. Variando [ vemos que
pr(T) = (T = I)" (T = pn 1)

restrito a aeg(7T, ;) é nulo. Pelo teorema decomposicao de V' em auto-

espacos generalizados concluimos que

pT(T) =0

Comentdrio. Para outras trés provas (todas elementares) do teorema de Cayley-
Hamilton, vide secao 4.5 e

https://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-Cayley-Hamilton.pdf

A seguir, empregamos o teorema de Cayley-Hamilton (ou mesmo a existéncia
do polinémio minimal) para computar a exponencial de matrizes através de um
método/algoritmo baseado em um sistema linear com coeficientes constantes de

edo’s.
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4.9 - Célculo de e¢tA. Métodos de Putzer.

Teorema (Método de Putzer, principal). Sejam A uma matriz quadrada
real de ordem n, a matriz identidade I de ordem n e as raizes Ai,...,\, do

polinémio caracteristico p4, contadas com repeticao se necessario. Entao temos

n-1
e =3 fon(t) Py = fiPo+ -+ fuPay
fe=0

onde i
Py=IeP,=[[(A-NI) parak=1,...,n.

j=1
As fungoes f1,..., f, sao determinadas por recorréncia a partir do PVI
YIRS 1)
fs 1 X 0 - 0 fo 0
=l al=lo 1 x - 0 fs | com f(0)=] 0
) Noo o s 0 )

Prova.

o Pelo teorema existéncia e unicidade para sistemas lineares com coeficientes

constantes, basta mostrar que a matriz
n—1
O(t) = Y fenr(t) Py
k=0
é solucao do problema X' = AX com X (0) = 1.

o E claro que ®(0) = 1Py = 1. A seguir, notemos que valem as identidades

fi=h o Fy=1
flngk—l‘i')\kfk; sek>1, Pk=(A—)\kI)Pk_1, se k>1.
Pelo teorema de Cayley-Hamilton temos P, = pa(A) = 0.

¢ A seguir, derivando ¢ encontramos (utilizando P, = 0 na tltima passagem)

n—-1 n—-1
P -AP =) fi Pi—AY frnPe
k=0 k=0

n-1 n-1
=M f1Po+ D (fi + Mest fre1) P = Y oot (Mee1 P + Pra)
k=1 k=0

=04+
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Teorema (Método de Putzer, secundéario). Sejam A € M,(R), a matriz

identidade I de M, (R) e as raizes A1,...,\, do polinémio caracteristico
pa(N) = A+ an AN+l

contadas com repeticao se necessario. Seja z = z(t) : R - R a (iinica) solugao de

2(0) 0
2™ ya, 120D ot a2 +agz=0 com : =| -
2("=2)(0) 0
z("=1)(0)
Entao, vale a férmula
n—1
et =) g;(t)A
=0
com as funcoes reais qo, ..., gn_1 dadas sinteticamente pela formula matricial

g(t) = AZ(1),

sendo as matrizes g, A e Z trivialmente identificaveis na formula nao sintética

( Yn-1 ( 1 \ (2
In-2 Ap—1 1 o
g1 a2 e Qpey 1 ~(n-2)
\ go ) kCh ag - ap-1 1 ) \Z(n—l) )

Prova. Seja ®(t) = ¥ g;A7. E claro que ®(0) = go(0)] = 1.1 = 1.

o Pelo teorema de unicidade basta mostrarmos &’ — A® = (. Pelo teorema de

Cayley-Hamilton temos —A" = agl + a1 A+ + a,_1 A"!. Segue

n—-1 n—-1
DWW
7=0 7=0

n—1
= g0l + D (9} = 9j1) A = gna A
j=1
n—-1 ]
= (90 + aogn-1)1 + Z (g]’ ~ i1+ jgn-1) A
j=1

A conclusao segue entao das identidades (cheque, é trivial)

gj = Qj412 4+ e an_lz("—1—2) + Z("—J—l) On-1 =%
Gj-1 = Q2+ -+ an_lz("—j—l) + Z("—j)
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