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1. A Exponencial de uma Matriz Real

Definicoes e notacgoes.
o Seja M, (R) a dlgebra das matrizes quadradas nxn e com coeficientes reais.
o Seja|.| a norma euclidiana (usual) em R™, para um arbitrariom € {1,2,...}.
o Identifiquemos M, (R) com R"*. Logo, se A = (a;;) € M, (R) entdo

z 2
|A| é a norma de A como vetor em R™ .

o Seja {e1,...,e,} a base usual de R". Dado v = viey + -+ + v,e,, escrevemos
v=(v1,...,0p).
Lema 1. Sejam A e B matrizes em M, (R). Entao,
|AB| < |A||B].
Prova.

Seja A' a i-ésima linha de A = (a;;) e B; a j-ésima coluna de B = (b;;),

onde 1 <14, j <n. Indiquemos o produto interno em R” por (-,-). Temos,

(Al’Bl) (Alan> aipr - Gip by -+ b
AB = : : = : : : :
(Ar, By) - (A", B,) Api - Qo byt - b

Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz segue

[ABP? = 3| (A", B;) I

1,J

< TP - (TIAF) (Zip ) - apiops
%,] ? J
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Definigao. Seja J um conjunto arbitrario de indices. [Para mais detalhes, vide

http://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-SOMA-SERIE-POT. pdf|]

o Dada uma familia (p;); de ntimeros positivos ou nulos, definimos

ij = sup {ij : F é subconjunto finito de J} € [0, +o0].
J

jeF

Se tal sup ¢é finito, a familia (p;), é dita somavel e a soma da familia (p;), é
> Dj-
T

o Seja x em R. A parte positiva de x e a parte negativa de x sao, respectiva-

mente, os numeros p e ¢ (ambos positivos ou nulos) dados por

z, se x>0 0, sex>0
p= q=
0, se <0, -z, sex<0.

Valem as relacoes

r=p-gq, lz| =p+q,

lz| + |z| - =
= q:
2 2

o Uma familia (x;); de ntmeros reais é somdvel se as familias (p;)s e (g;)J,
respectivamente das partes positivas e negativas de (x;), sdo ambas somaveis.

Neste caso, a soma da familia (z;) é
PIEIEDNIEDIN
T T T

o Uma familia (v7)cs de vetores em R™ é somavel se as m familias de ntimeros

reais (v])y,..., (v},), sdo somdveis. Neste caso, a soma da familia (v7), é

Sl (;vlgvm)


http://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-SOMA-SERIE-POT.pdf
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Observagao. Seja (z;); uma familia em R. Devido as relagoes
0<pj<|zy], 0<q; <z e |zj|=p;+q;,
temos que a familia real (x;); é somével se e somente se
Z |LIZ']| < 00.
J
Proposicao 2. A familia vetorial (v7);, contida em R™, é somdvel se e s6 se
Y 07| < oo,
Prova.

Por definigao, a familia vetorial (v7); é somével se e somente se cada familia
real (v]); é somavel, onde i =1,...,m. Como ja vimos, (v]), é somavel se

e somente se (|v7]); é somavel. Por outro lado, valem as desigualdades
[v/| < |v7] < [vi] + -+ |vl,|, paracadai=1,...,m.
Donde segue trivialmente a tese#

Corolario 3. Vale a lei associativa para a familia vetorial e somavel (v7); c R™.

Isto é, se J = e Ji € uma reuniao de conjuntos dois a dois disjuntos, entao

Sv-Y T

jeJ keK jeJy

Prova.

Segue da associatividade para familias somaveis em R, em cada coordenada

[vide http://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-SOMA-SERIE-POT.pdf ]|+

Corolério 4. E continua a funcao produto matricial
(A,B) —» AB € My (R), onde A € M,,x,(R) e B € My, (R).
Prova.

Sejam H € M,,x,(R) e K € My, (R). A afirmagao segue de

(H,K)-(0,0)
((A+H)(B+K) - AB| < (JA[|K] + |H||B| + [H||K]) ———— 0+


http://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-SOMA-SERIE-POT.pdf

Lema 5. Seja f,, : R™ - R uma sequéncia de fungoes de classe C' tal que

fn converge uniformemente a f em cada compacto de R™

e

Ofn

52, converge uniformemente a g; em cada compacto, onde j =1,...,m.

Entao, f é de classe C! e

a.flfj

"~ converge uniformemente a —— nos compactos de R™, onde j=1,...,m.

825']‘

Prova.

Cada f,, e suas derivadas de ordem 1 sao continuas e a convergéncia é

uniforme sobre os compactos. Logo, f e as fungoes g, ..., g, sao continuas.

Basta mostrarmos que

of
81'1 - gl'
Seja (p1,---,pm) em R™ e x € R. Pela hipétese de convergéncia segue

f t p277pm)dt—+> gl(t7p27"'7pm)dt-

p1

Assim,

fn(x7p27 v 7pm) _fn(p17p27 v 7pm) m f gl(t7p27 s 7pm)dt
p1

Por outro lado, por hipétese

n—+oo

fn(x7p27" . 7pn)_fn(p17p27’ . 7pn) - f(flf D2, .. 7pn)_f(p17p27" . 7pn)

Donde segue,

T

f(xvp%’ . 7pm) _f(p17p27’ . 7pm) = f gl(t7p27' . 7pm)dt

p1

Pelo teorema fundamental do célculo, z = f(z,ps,...,pm) é derivavel e
of
—_— +
07, 91
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Teorema 6. Sejam A, B e W matrizes em M, (R). Seja X a varidvel em M, (R).

(a) Esta bem definida a matriz

(b) Se A e B comutam entao

(¢) A matriz e? é inversivel. Ainda,
=1 e (e t=e"
s . , ~ -1
(d) Se W é inversivel, entao eV AW = W-1eA V.

(e) A série de funcgoes vetoriais e continuas

+o00 Xm

2

m=0 m'

converge uniformemente e absolutamente em D(0;r) = {X e R"*: |X|< 7},

onde r >0, a funcao continua
exp : M,(R) - M,(R), onde exp(X) =e*.
(f) A aplicagao exp : M, (R) - M, (R) é de classe C*.
(g) A fungao f:R - M,(R), dada por f(t) = et/ seteR, é derivdvel e
f'(t) = Aet.
(h) Temos det(eX) = eX) onde tr(X) é o traco da matriz X.
(i) Se A é um autovalor de A, entao e* é um autovalor de e4.

(j) Se D é uma matriz diagonal, entao eP também. Ainda, se

di 0 0 edr 0 0

0 - - 0 :
D = entao eP =

Co 0 0

0 0 d, ] 0 0 edn




Prova.

(a) Temos
A7) JA

< = el < 0.
m! m!

>

Pela Proposicao 2, segue que é somavel a familia vetorial

(ﬂ) cR™.
m' meN

Logo, esta bem definido o vetor

(b) Temos,

>

gk

Al BF
Gk

Z IA!IJ |BI* (; IAIJ) (; |§_'|'“) = eMlglBl ¢ oo,

Pela Proposicao 2, segue que é somavel a familia vetorial

AjBk) >
—_ C Rn .
( j' k! jeN,keN

Pela propriedade associativa (Corolario 3), e j4 que A e B comutam, segue

AJ BF
A_B
ee zk:]' X

m) .
- Z Z |k|AJBk

m20 m! Jj+k= mj

ZZ(A+B) =6A+B.

m20 m'
(c) Segue de (b).
(d) Temos, (WTAW)(W-LAW) = WL A2W. Logo, (W-1AW )" = W-LA"WV.
Por fim, pela continuidade do produto de matrizes segue

w-tAw Z _Z

1AW) W1 AN

— =W lteAW.
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(e) e (f). As entradas (coeficientes) pj7(X) da matriz

T1i1 - Tin T1i1 o Tin
X"=X.-X=
Tp1 = Tan Tpl = Tnn
sao polinémios nas n? variaveis (z11,...,T1n, - Tnls- -« Ton) = X.

Cada um destes polinémios é (argumentando por indugao em m) uma soma
de n™-1 parcelas, com cada parcela um mondémio (em vérias varidveis) de

grau m e de coeficiente igual a 1.

. . o, . 2
Consideremos um multi-indice « = (@11, ., 0n, - Qnty - oy Qpyy) € NP7
com N ={0,1,2,...}. A multi-derivada

o“ (le) [de ordem |a| =Qq1+... +ann]

¢ uma soma de n™! parcelas, com cada parcela um mondémio (em véarias
variaveis) de grau menor ou igual a m (ou o polinomio identicamente nulo)

e com o coeficiente de cada parcela majorado (em mdédulo) por mlol.
Fixemos um disco D(0;7) = {X : |X| < r}, com r > n (portanto, r >n > 1).
Pelo paragrafo anterior segue

10 (p) (X)| < n™tmlelr™ - para todo X € D(0;7).

Logo,
|0~ (pii; ) (X)] < r2m=lmlal

, para todo X € D(0;r).

m! m)!

Pelo teste da razao, o Teste-M de Weierstrass e o Lema 5 concluimos que a

funcao exp(X) é de classe C™ em R"’.



(g) Suponhamos 0 < |h|< 1. A afirmagao segue da identidade

(t+h)A _ ,tA hA_I A2 m—lAm
%_Aem:(e . _A)emz[%+...+hm! o]
e de
A2 m— lAm m— 2 o
h_+...+h |_|h| Z |h| | < |hel! =00,

2! m!
(h) Seja f(t) = det(etX), onde ¢t € R. Entao, f é de classe C* e satisfaz
f(t+s) =det (eX) = det (e e*X) = det (") det (e*¥) = f(£) f(s).
As fungoes ¢ : R - R infinitamente derivaveis e que satisfazem
o(t+s) =p(t)p(s), para todos t e s,
sdo dadas por p(t) = eM, para algum A € R. Donde segue
f(t) =det (e*) =, com A= f/(0).
Por outro lado, fixado X temos

t2X?2
X =T+tX +

= T+tX +t2F (1),

com Fy = F: R - M,(R) e de classe C*. Indicando as entradas das
matrizes, escrevemos F'(t) = (F;(t)) = (Fi;) e X = (x;;). Entao segue

det(eX) =
1 +tl’11 +t2F11 t!lﬁ'lg +t2F12 t$13+t2F13 tl’ln +t2F1n
tror + t2F21 1+ tTog + t2F22 taxos + t2F23 e txg, + t2F2n
= trs + t2F31 tarss + t2F32 1+ tarss + t2F33 e txyy, + t2F3n
tl’nl + t2Fn1 tl’ng + tanQ tl’ng + t2Fn3 1+ tl’nn + t2an
=1 [1 +txg; + 2 F;(t )] +t2g(t) [¢ infinitamente derivavel ]
j=1
= 1+t(zyy +-+2pp) + t2h(1) [h infinitamente derivavel].

Donde obtemos
f(t) =det(e™) =1 +tr(X)t +t2h(t).
Concluimos entao que A = f/(0) = tr(X). Logo, det(e!X) = etltr(X)],

8
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(i) Escrevemos vetores em R™ no formato matriz-coluna em M, (R). Isto é,

U1

Un,

Por definicao de autovalor, existe um vetor ndo nulo v € R” tal que
Av = .

[Dizemos que v é um autovetor de A associado ao autovalor A.]
Portanto, A%v = A(Av) = A(Av) = A(Av) = \v.

Por inducao segue
A™(v) = A, para todo m e N.

Como o produto matricial é continuo (Lema 4), temos

ety = ~ AT (v) = f AT :(f )‘_m)v:ekv.

m! o= ml! = m!

(j) Basta observar que

B
— = ecomputar [+D+—+ —+---#
m! o 0 2l 3
|0 0 5]

Comentarios. Mantenhamos as notagoes dadas no Teorema 6 (acima).

e [Vide Teorema 6(a).] Dado m € {0,1,2...}, escrevamos

m cee m
ayy A1
A= (a;r]i)lstn =
1<k<n
m m
anl App



Pelo Teorema 6 segue

afl a1,
X P ey
+o0o m m m
e
_n .
m=0 Z any A Z ann
m! !
m m

O coeficiente de indice (j,k) da matriz A™ satisfaz
jajil < [A"™ < ]A]™.

Donde segue

+00

> z A o< oo

m=0

Cada entrada de e# é uma série absolutamente convergente (familia somdvel).

[Vide Teorema 6(d)]. Se A e B sado matrizes de ordem n e semelhantes, por

definicao existe uma matriz inversivel P tal que
B=P'AP.

Pelo item (d) do teorema acima, as matrizes e e eP sao semelhantes e
B=pletp,

[Vide Teorema 6(e).] Identificamos

a matriz X = (j5)1cjen com o vetor X = (Z11,...,T1ny- - Tnty - s Tnn)-

1<k<n

Desta forma, temos

pﬁ(xlna---axrm) p%(l’n,...,xnn)
Xm=
PR(Z11s e Tan) o D@11, Ti)

com cada Py, um polinémio homogéneo de grau m e nas n? variaveis iy, ..., Tnn.

10
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e Outra demonstragdo do Teorema 6(f) [vide Knapp]. Fixemos um disco
D(0;7) ={X :|X|< 7}, com 7> 1.
E claro que as derivadas de XV sdo uniformemente limitadas em D(0; 7).
Para A(t) e B(t) funcoes de R em M, (R) e derivaveis, é trivial ver que
%{A(t)B(t)} _ A()B(t) + A(t) B ().
Seja d;; o delta de Kronecker. As n? matrizes
E.s=(0i0sj)1<ij<n, onde 1<r s<n,

formam a base canonica do espago vetorial M, (R).

Derivando a fungdo X = X---X na diregao E;; encontramos

(XN) N o

p

Seja f(X) = fi(X)--fn(X) um produto matricial tal que f;(X) é X ou

uma matriz constante. Sua derivada parcial na direcao E;; é

af =N

OE; (X) = T fl(X)"'(%fl(X+tEij)|t=o)"'fN(X)-

Entao, uma derivada parcial de ordem 1 de f é soma de N parcelas de
representacao similar a f. Assim, uma derivada parcial de ordem 2 de f é
a soma de N? parcelas. Uma derivada parcial de ordem k de f é a soma de

NF¥ parcelas cujos fatores sao do tipo E;; ou o fator X.

Notemos que |Ej;|=1<7e |X|<T.

Recordemos a notagao para multi-derivada. Em R™, com coordenadas x =
(z1,...,2p), dado um multi-indice a = (@, ..., @, ) € N™ escrevemos

a|a|F _ 8051...805mF
ore Oxft--Oxpym

onde |a| = ag + - + .

Destaquemos a costumeira identificacao

o _oF
8ej _8:@'

11



A seguir, utilizemos a notacio para multi-derivadas em M, (R) = R’

Seja a um multi-indice arbitrario em N**. Estimando a derivada
ok
oxXa’

com |a| = k

da fun¢ao X, encontramos (pelos comentdrios acima)
0| 0X«

A série numérica a direita e acima é convergente (teste da razao). Entao,

pelo teste-M de Weierstrass segue que a série

converge uniformemente em D(0;7), para todo raio 7 > 0. Pelo Lema 5

segue que a funcio exp(X) é de classe C* em R™’.

Outra demonstragdo do Teorema 6(g) [vide Apostol, Calculus 2]. Temos,

v (it Z%tm
e [ )

m=0 m!

§( Zi‘l)tm z(%)tm

As entradas de e sdao séries de poténcias, com coeficientes reais e na
variavel real t. Cada uma destas séries de poténcias é convergente em
todo ponto da reta real (raio de convergéncia p = +o0). Pelo teorema da

derivacao para séries de poténcias segue que t = et4 é derivdvel e

i(em)= PR -
dt ma1 m! 1<isn

m>0 1<i<n
N 1<j<n
tA2 thm+1
:A+—+...+—+...
1! m!

12
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2. Exemplos

MQ(R):{Z:(Z b ): aeRebeR}.

A aplicacao @ : C - M(R), que a cada niimero complexo z = a +ib (com a e

Definamos

b reais) associa a matriz real Z € My(R), vide expressao acima para Z, satisfaz
O(z+w)=P(2) +P(w), P(zw) = P(2)P(w) e P(Az) = AD(2),

quaisquer que sejam os complexos z e w e o real \. Isto é, & é um isomor-
fismo de corpos e também um isomorfismo entre espagos vetoriais reais. Ainda
mais, munindo M, (R) da norma herdada do espago vetorial real e normado R*,
encontramos

[@(2)] = V2I|.
Logo, ® é um multiplo de uma bijecao isométrica.

Desta forma, dada uma série de poténcias complexas
+00
f(z) = Z 2",
n=0

com coeficientes reais (¢, ) e convergente na bola aberta e nao degenerada B(0; p),

concluimos que

3(f(2)) = i:cncb(z)"
+oo a -b "
=7;)cn( b a ) ’

para todo z em B(0;p).

Em particular, para a fungao

e o numero z =i =0 + 16, temos

(I)(€Z6)=+Z°:°i(0 —9) ‘

0 -0 o cosf) —sinf
exp =P (cosf +isinf) = :
6 0 sinf@ cosf

13

Logo,



Observemos que através de ® identificamos ¢ com uma matriz J. Temos

) 0 -1
1= J= .

Seja {e1,e2} a base canonica ordenada de R2. Seja
J:R? - R?

a aplicacao linear associada a matriz J, pelo isomorfismo fundamental entre ma-
trizes e aplicagoes lineares. As coordenadas do vetor Je; sao dadas pela primeira
coluna de J e, analogamente, As coordenadas de Je; sao dadas pela primeira
coluna de J. Segue

Jei=ey e Jey=—e;.

Isto mostra que a aplicacao J é uma rotacdo de m/2 rad. no sentido anti-hordario.

Dado z =a + bi, com a e b reais, e I a matriz identidade 2 x 2, identificamos

‘ z=a+bi = Z=al+bJ. ‘

A matriz identidade comuta com J (obviamente). Temos entao

Z _ jal+bJ _

e“=e alehl

e

Temos também

€aI=€ 0 a

Concluimos entao que

7 cosb —sinb etcosb —e*sinb
e” =e = .
sinb cosb e*sinb  e%cosb

0 -b

a0 [ ) b —sinb
=(e ) e e b 0 =(cos sin )

0 e sinb cosb

14
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3. A Exponencial de uma Matriz Complexa

Definicoes e notagoes.

o Seja M, = M,(C) a algebra das matrizes quadradas de ordem n com coefi-

cientes complexos.

. 2
o Identificamos M, (C) ora com um vetor complexo em C" ora com um vetor

real em R27”. [Em cada situacgao a identificagao em uso sera explicitada.]

o Seja |.| a norma usual em C™, para um m arbitrario,

(215 zm) = VI P+ 2.
Escrevendo z; = x; +1iy;, para j = 1,...,m, e utilizando a identificagao
(215 2m) = (T1, Y15 - -+, Ty Y ) € R?™ ) temos
|(Zl7 s 7Zm)| = |(xlay17 s 7$maym)|'

Lema 7. Sejam Z = (z;;) e W = (w;;) matrizes em M, (C). Entao,
[ZW<|Z||W].
Prova.

Consideremos a matrizes reais Z = (|z;;]) e W = (|w;;)| e a matriz complexa

Cll “ Qi 211t Rlin wy1 -+ Win

Cnl Cnn Znl 7 Znn Wp1 - Wnn
E claro que |Z] = |Z| e [W]|= W] e, ainda, |ZW] = |(|¢;])|. Temos

|Gij| =

n n
Y- zikwis| < D |zillwegl-
k=1 k=1

Logo, |(I¢;;])] < |ZW)]. Pelo caso real, temos |ZW] < |Z||W|. Donde entao
concluimos que |[ZW| < |Z||W |

15



Definigao. Seja J um conjunto arbitrario de indices. [Para mais detalhes, vide

http://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-SOMA-SERIE-POT. pdf|]

o Uma familia (z;); de nimeros complexos é somavel se as familias (Re z;) e
(Im z;) s, respectivamente das partes reais e imaginarias de (z;) sdo ambas

somaveis. Neste caso, a soma da familia (z;); é

Y zj =Y Re(z;) +iy Im(z;).
T T T

o Uma familia (v7);c; de vetores em C™, com v/ = (v{,...,v,) para cada

Y
indice j, é somavel se as m familias de ntimeros complexos (v]), ..., (v}h),

sao somaveis. Neste caso, a soma da familia (v7)J é
- i ,
Zv] = (Zvl,...,van).
7 7 7

Observacoes.

e Jd vimos que uma familia real (x;); é somavel se e somente se

Z|[L’]| < 00.

J

e Seja (zj); uma familia em C. Devido as desigualdades
max([Re(z;)], [Im(z;)]) < |2] < [Re(z;)] + [Im(z;)],
segue que a familia complexa (z;); é somavel se e somente se

Z|Zj| < 0.

J

e A definicao de familia vetorial complexa soméavel pode também ser obtida,

trivialmente, da definicao de familia vetorial real somavel, via a identificagao

cm =R

16
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Proposicao 8. A familia vetorial (v7);, contida em C™, é somdvel se e S6 se

Y 07| < oo,
Prova. Duas provas.
12. Segue da identificacao C™ = R?™ e da Proposicao 2.

22, Por definigao, a familia vetorial (v7) ; é soméavel se e somente se as m familias
complexas (v])y,...,(v}), sdo soméveis. Dado k, com k = 1,...,m, ja
observamos que a familia complexa (v} ), é somével se e somente se (|v]]),

¢é somavel. Por outro lado, valem as desigualdades
vl < o] < |v]| + -+ |v),|, paracada k=1,...,m.
Donde entao segue trivialmente a tese#

Corolario 9. Vale a lei associativa para a familia vetorial e somavel (v7); c C™.

Isto é, se J = e Ji € uma reuniao de conjuntos dois a dois disjuntos, entao

D IPND

jed keK jeJy

Prova. Vejamos duas provas.
12, Segue da identificagio C™ = R?>™ e do Coroldrio 3.

22, Segue da associatividade para familias soméveis em C, em cada coordenada

[vide http://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-SOMA-SERIE-POT.pdf .|+

17
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Teorema 10. Sejam A, B e W matrizes em M,(C) e Z a variavel em M, (C).

(a) Esta bem definida a matriz

(b) Se A e B comutam entao

(¢) A matriz e? é inversivel. Ainda,
=1 e (e t=e"
s . , ~ -1
(d) Se W é inversivel, entao eV AW = W-1eA V.

(e) A série de funcgoes vetoriais e continuas

+00 Zm

2

m=0 m'

converge uniformemente e absolutamente em D(0;7) = {Z e C"* : |Z| <},

onde r >0, a funcao continua
exp : M,,(C) - M,(C), onde exp(Z) =e”.
(f) Identifiquemos M, (C) = R2"*. A aplicacdo exp é de classe C*.
(g) A fungao f:C — M,(C) dada por f(t) =e!4, seteR, é derivdvel e
f'(t) = Aet.
(h) Temos det(e?) = e?) onde tr(Z) é o trago da matriz Z.
(i) Se A é um autovalor de A, entao e* é um auto valor de e.

(j) Se D é uma matriz diagonal, entao eP também. Ainda, se

di 0 0 edr 0 0

0 - - 0 :
D = entao eP =

Co 0 0

0 0 d, ] 0 0 edn
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Prova.

(a) Pelo Lema 7, temos

S A,

Pela Proposicao 8 segue que é somavel a familia vetorial complexa

(), <
.]' jeN

Logo, esta bem definido o vetor

e’ Z e C" = M, (C).

(b) Temos,

3 MR (2 1) (2 ) s,

o nl m'| am nloom! — n! ~ m)

Pela Proposicao 8, segue que é somavel a familia vetorial complexa
(A" B™ 2

) cC™.
n! m! n,meN

Pela propriedade associativa (Corolario 9), e j4 que A e B comutam, segue

An Bm
elel = ——
o nloml!

P!
= A"Bm

—Z A+B _ A

p=0

(c) Segue de (b).

(d) Temos, (W-TAW)(W-1AW) = W-LA2W. Por inducao, (WTAW)" =
W-1A"W . Logo, pela continuidade do produto de matrizes,

-1 W-1AW

AW Z _Z -

%W)

=WleAW.
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(e)

Identifiquemos M, (C) com R2"*. Suponhamos que |Z]| <r. As entradas [os

coeficientes reais| pi"(Z), onde k =1,...,2n%, da matriz
Zm
m!

sdo polinémios (de grau menor ou igual a m) em 2n? varidveis e satisfazem

iz N e

m
i (Z)] < m! : m! ~ m! mzzzoﬁ<oo

Pelo Teste-M de Weierstrass segue que a série de fungoes a valores reais

converge uniformemente e absolutamente no disco D(0;7) = {Z : |Z]| < r}.

Logo, a série vetorial de fungoes continuas

converge uniformemente e absolutamente no disco D(0;7) ={Z:|Z|<r} a

uma fungao continua. Isto é, a func¢ao exp(Z).
Fixemos um disco D(0;7) ={Z :|Z| < R}, com R > 1.
Para A(t) e B(t) funcoes de R em M,,(C) e derivaveis, é trivial ver que

%{A(t)B(t)} _ A1) B(1) + A(1) B'(1).

Seja {Ej; : 1 < j,k <n} a base canonica de M, (R) e i a unidade imaginaria.
Entao, {Ei1,. .., Eun,iEry, ..., iE,,} é uma base de M, (C). Escrevamos, e

ordenemos, esta base na forma
{El, ‘e ,Egnz}.
Consideremos a funcao Z ~ Z, definida em M, (C). E claro que
07 9

a—Eszj, para todo j=1,...,2n".
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Também temos

o(2") - pz]zvfl ZPE. ZN-r-1
an p=0 ’

Entao, uma derivada parcial de ordem 1 da funcao ZV é uma soma de N
parcelas, com cada parcela um produto de N matrizes de norma menor ou
igual a R. E entéo trivial ver que uma derivada parcial de ordem 2 de ZV
¢ a soma de N? parcelas, com cada parcela um produto de N matrizes de
norma menor ou igual a R. Por inducao, para uma derivada parcial 0% de
ordem k [isto é, considerando um multi-indice o = (ay, ..., .2 ) € N27* de

comprimento aq + -+ Qgp2 = k] encontramos

N ZN kRN

0 (ﬁ < NV
e entao . N . AN
>l (57)| = 2 v
N=0 Nl N0 V!

A série numérica acima é convergente (teste da razao). Entdo, pelo teste-M

de Weierstrass segue que a série

§¥ e (Z_N)
N=0 N!
converge uniformemente e absolutamente sobre os compactos, para todo

s . ~ . , 2
multi-indice a. Logo, a funcao exponencial é de classe C'* em R?"",

Dado h # 0, segue

e A _gtd  (chA ] o hA2 RN-1 AN

Analogamente ao caso real, a série entre colchetes converge a A, para h — 0.
Definindo para t € R, a fungao f(t) = det(et?) temos
f(t+5s) =det (e'7*7) = det (e'?e*?) = det (e'7) det (e*7) = f(t) f(s).

E trivial ver que f = f(t) ¢ uma funcio de classe C*.
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As funcgoes ¢ : R — C infinitamente derivaveis e que satisfazem
o(t+s) =p(t)p(s), para todos t e s,
sao dadas por p(t) = e, para algum A € C. Donde segue
f(t) =det (e*) =, com A= f/(0).
Por outro lado, temos
272
e =T+tZ + T I+tZ +1°F,(t),

com Fy :R - M,(C) e de classe C*. Indicando as entradas das matrizes,
escrevemos F, (t) = (Fj;(t)) = (Fi;) e Z = (z;;). Entao segue

1+ tle + t2F11 tZlg + t2F12 tZlg + t2F13
tzg +12Fy 1 +tze +t2F tz93 + 12 F
det(¢'7) = 21 21 22 22 23 23
tzg1 + t2F31 tz3o + t2F32 1+ tz33 + t2F33
=] [1 +tz5; + t2Fjj(t)]+t2g(t) [com g um polinomio|
j=1
= 1+t (211 ++200 ) +2h (1) [com h um polin6mio].

Donde obtemos
f(t) =det(et?) =1 +tr(2)t +t2h(t).
Concluimos entao que A = f7(0) = tr(Z). Logo, det(et?) = etltr(£)],

(i) e (j). Seguem analogamente ao caso real.
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