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Figura 1: Uma representagao classica do Teorema da Funcao Implicita.
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1. O TEOREMA FUNDAMENTAL DAS FUNCOES IMPLICITAS

Motivagdo. Seja f: {2 — R uma fungao definida em um aberto €2 c R2. Ob-
jetivamos encontrar condigoes em que dada a equacao f(z,y) =0 podemos
explicitar y como funcao da varidvel x, para x em algum intervalo aberto.
Isto é, determinemos uma fungao y = g(x) tal que f(x,g(:c)) = 0 para
todo ponto x € Dom(g) = (a,b) c R, onde a # b. Ainda mais, assegurada
a existéncia de uma tal funcao g desejamos identificar sob quais hipéteses

podemos concluir, para g, sua unicidade ou continuidade ou diferenciabilidade.

Definigao. Uma fungao y = g(z) esta definida implicitamente pela equagao
flz,y) =0 se f(x,g(x)) =0, para todo = € Dom(g). Diz-se também que
y =g(x) é solugdo implicita de f(z,y) = 0. Analogamente para x = h(y).

Exemplo 1. A equagao z?+y? = 1 define a circunferéncia no plano, de raio

1 e centrada na origem, denotada S*.

As fungoes ¢;(z) = V1-22, onde = € (-1,+1), e go(x) = =1 —22, onde

x € (—1,+1), sao solugbes implicitas da equagao
f(z,y)=a*+y*-1=0.

Os graficos de g, e go sao, respectivamente, o hemisfério superior e o he-

misfério inferior:
H* ={(z,y): 2 +y’=1ey20} e H ={(z,y):2>+y*=1ey<0},

de S, subtraidos de ambos os pontos (-1,0) e (1,0).

Se (zo,%0) € H* e yp > 0, entdo a funcao ¢;(x) = V1 -22 com x € (-1, +1)

é, entre as solugoes da equacao 2 +y? = 1, uma solucao tal que g;(zo) = yo.
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Figura 2: Solugbes implicitas da equagao z% + y? =1, se x € (-1, +1).

Analogamente, se (xg,y0) € H™ e yo < 0, entdo a fungao gs(z) = -V 1 - 22
onde x € (-1,1), é solucdo de f(z,y) =0 tal que g2(zo) = yo. Vide Figura 2.

Logo, se (xg,y0) € St é tal que yo < 0 ou gy > 0 determinamos uma fungao

y = g(z) definida em um intervalo I, aberto e contendo xg, tal que

f(x,g(x)) =0, para todo x €I, onde xg€ [,
g(z0) = vo.

Neste caso o dominio maximal de g é o intervalo aberto I = (-1, 1).

Se (z0,%0) = (1,0), notando o desenho da circunferéncia, préximo ao ponto
(1,0), é 6bvio que nao ha um intervalo aberto (1-r,1+7), com r > 0, e uma
fungao g: (1-r,1+r) > R, tal que 22+ g(z)? = 1 para todo z € (1-r,1+7).

Neste caso, tal g nao existe ainda que descontinua. Vide Figura 3.

A circunferéncia S' é a curva de nivel zero de f = f(z,y), donde o vetor

gradiente Vf = (2z,2y) é ortogonal a S' em cada ponto.

Atencgao. A reta tangente a curva de nivel zero, no ponto (1,0), é "vertical”
[prentincio de dificuldades para determinarmos y = g(z)]. Ainda, Vf(1,0)
é paralelo ao eixo z [indicando que tal reta tangente T' é paralela a Oy].

Analogamente, se (zg,%0) = (=1,0) entdo nao existe intervalo I, aberto e
contendo zg = -1, e g: I > R, tal que 22+ g(z)2 =1, Vz e I, e g(-1) = 0.
Ainda, a reta tangente a curva de nivel zero, no ponto (-1,0), é paralela

ao eixo Oy e o vetor ?f(—l,()) é paralelo a Oz (vide Figura 3).

3



y
v £(0,1
y=1
vf Y f(1,0) «x
y=-1
1 —
x=—1 'vf vl

Figura 3: Andlise das solugoes de 22 + y? = 1 nos pontos (£1,0) e (0,+1)

A anélise é andloga se procurarmos solugoes x = h(y) da equagao
2.,,2 1_ : _ 2, 2
r*+y*—1=0, tais que x¢ = h(yo) e x5 +ys = 1.

Se xp = 0, nos pontos (0,-1) e (0,+1) nao podemos determinar uma tal

fungao x = h(y), para y num intervalo aberto contendo yo. Vide Figura 3.

Atencao. As retas tangentes a curva de nivel zero, em (0,-1) e em (0, +1),

sao “horizontais” pois paralelas ao eixo Ox e Vf é paralelo ao eixo Oy.

Mostremos que se f € C! e o vetor Vf(xg,yo) nao é paralelo ao eixo Ox
[donde a reta tangente, se existir, a curva de nivel de f passando por (zo,yo)
nao é paralela ao eixo Oy|, podemos entao determinar uma funcao y = g(x)

definida em um intervalo aberto I contendo o ponto z tal que
f(x,g(x)) =0, para todo z €I, e g(xg) = yo.

Teorema 1. Seja f = f(x,y) € C'(2;R), com Q um aberto em R?, e
Py = (z0,90) em 2 tal que f(xo,y0) =0. Entao, se %(xg,yo) + 0, existem
intervalos abertos I e J, contidos em R, com xq € I e yq € J, satisfazendo o

que segue.

o Para cada x € I existe um tinico y = g(z) € J tal que f(z,g(x)) =0.

e A funcao g: 1 — J é diferencidvel, de classe C, e

2 (1 9(2))
"z _ _Ox ]
T =0 o)
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Previamente a prova deste teorema sao uteis algumas observacoes.

(1) Como desejamos resolver f(x,y) = 0 localmente, podemos supor que
(2 é uma bola aberta centrada em (zg, o) suficientemente pequena tal
que g—i(:ﬂ,y) # 0 para todo (z,y) € Q2. Donde 2—5 nao troca de sinal em

) e podemos supor, sem perda de generalidade, g—g >0 em (2.

(2) Bolas sao conjuntos convexos [um conjunto é convexo se contém todo

segmento unindo dois pontos quaisquer do conjunto.
(3) A unicidade de g é trivial. Pois, se f(z,y1) = f(z,y2), com (z,y;) €
e (z,y2) €82, ja4 que temos g_g > (0 e € é convexo, é evidente que y; = ys.
(4) Tendo provado que g é diferencidvel, a férmula apresentada para a de-

rivada de g segue diretamente da regra da cadeia aplicada ao computo
d(0) _d of of ,
0= “dr = %{f(x,g(x))} = %(36’79(35)) + a—y(%g(x)) -g' ().
(5) Utilizando a notagao apresentada no enunciado do teorema, temos que

acurva y: [ - [ x J cQ, definida por v(z) = (z,g(x)), é tal que
f(v(z)) =0, paratodo zel.

Logo, v é uma curva de nivel zero de f, satisfazendo trés condigoes:
(i) ~ é diferencidvel.

(i) ~'(z) = (1,g’(:c)) + 0, para todo z € I.

(iii) (Vf(y(x)),7(z))=0, Vxel, donde Vf(y(x)) L~ (z), Vrel.
Dizemos que 7 é uma parametrizagao local, passando por (xg,yo), da
curva L de nivel zero de f = f(x,y). Por meio de uma translagao
podemos supor a curva 7 definida num intervalo I = (=6,9), d > 0, tal
que y(t) e L e f(y(t))=0setel=(-d,0), e ainda mais, v(0) = Py e

f f

7'(0) # 0. Tal formulacao é valida se g—m(SCo,yo) #0 ou g—y(:co,yo) #0.

(6) Com as notagoes e a simplificacao do item (8), por (8)(iii) segue que o
vetor gradiente v f (v(t)) é ortogonal a curva 7y e assim ao grafico de

g. Logo, o vetor ?f(”y(O)) é normal ao grafico de g no ponto (xg,yo)-

(7) Tendo provado que a fungao g é diferencidvel e a férmula para a deri-
vada de g, como as derivadas parciais de f sao continuas, concluimos

que a funcdo ¢’ é também continua. Consequentemente g € C'*.



Prova do Teorema 1. Dividamos a prova em quatro partes.

o Existéncia.
Sendo f e C, existe B = B((x0,%0);9), d > 0, tal que g—g >0 em B.

Sejam y; e Yo tais que y; < Yo < Y2, com (z9,y1) € B e (20,y2) € B.
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Figura 4: Teorema 1 das Funcgoes Implicitas

A fungao [y1,92] 3 y = f(x0,y) é estritamente crescente e f(xg,yo) = 0.
Logo, f(xo,y1) < 0 e f(xo,y2) > 0. Pela continuidade de f existe
um intervalo aberto I, contendo xg, com f(z,y1) <0 e f(z,y2) > 0,
Vx e I. Logo, fixado x € I, a fungao [y1,y2] 3 y — f(z,y) é tal que
f(xz,y1) <0 e f(z,y2) > 0. Pelo teorema do valor intermedidrio existe
um tnico y = g(z) em J = (y1,y2) tal que f(z,g(z)) =0. Notemos que

g(xo) = yo. Notemos que I x J estd contido em B.

o Continuidade no ponto .

Sejam 71 e s tais que y; <Y1 < Yo < Y2 < Yo. Procedendo como acima,

temos um intervalo aberto I; centrado em x( e contido em I, tal que:
se x € I entdao g(z) € (1,72)-

Logo, g é continua no ponto x.



Oswaldo Rio Branco de Oliveira

o Diferenciabilidade em xy.
Seja Ax # 0 e pequeno o suficiente tal que zo + Ax € I. Consideremos
Py = (x0,90) = (Io,g(l’o)) e P = (:)30 + Az, g(xo +Ax)), ambos no
convexo I x J ¢ B. Aplicando o Teorema do Valor Médio a funcao f
restrita ao segmento ﬁ encontramos um ponto (7,7) € ﬁ tal que
0-0 = f(zo+ Az, g(zo+ Az)) - f(20,9(w0))
=L@ y)Ar + L@ Y)g(zo+ Az) - g(wo)].

Como as derivadas parciais f, e f, sao continuas, com f, # 0 em B, e
Az—0

g é continua em xq e, ainda, (Z,7) —— Py = (%0, %0), segue que
Of (= — 0
9(wo + Az) — g(z0) _ _a_;];(xvy) Az—0 a—i(%’yo)
Y - 0 :
Az 6_£($>y) 6—£($0,y0)

o Diferenciabilidade em 1.
Sejam z* em [ e y* = g(x*). Temos f(z*,y*) = 0 e consideramos o
problema f(z,h(z)) =0, com a condigao h(xz*) = y*. A funcdo g é
solugao de tal problema. Logo, pelo provado acima, g é diferenciavel

no ponto xr*#

Comentario. Localmente, no ponto (zg,%), a curva de nivel 0 da funcao
f é o grafico de g. Isto é,

{(z,y) eI x T f(z,y) =0} = Gr(g) = {(,9(x)) sz e I}.
Prova. Imediata#
Exemplo 2. Para quais pontos (xg, o) existe uma solu¢ao implicita y(x)
(em um intervalo aberto) da equagao y? + 3xy + 22 = 47 Compute y' (o).
Solugao. Seja f(x,y) =y +3zy + 23 -4, onde (z,y) € R%
Se f(xo,y0) =0 e f,(z0,y0) = 3y2 + 329 = 3(y2 + x9) # 0, pelo Teorema 1
existe y = g(x), definida em um intervalo em torno de xg, tal que

f(z.9(2)) = g(x)? +3zg(x) +2* -4=0 e g(x0) = yo.

Como f é O, pelo Teorema 1 segue que g é derivavel e pelas regras usuais
de derivacao segue que 3¢(x0)2¢'(zo) + 39(xo) + 3xog'(z0) + 323 = 0. Logo,

dy ’ g(l’o) +x3 SL’% + Yo
—I\ T = = — = —
dx( 0) = ¢'(x0) g(x0)? + o To + Y2




Destaquemos que sob as hipdteses do Teorema 1 asseguramos (localmente):
a existéncia, a unicidade e a diferenciabilidade

da solugao y = g(x) do problema f(x,y) =0 com a condi¢ao f(zo,yo) = 0.

Se g—]yr(xo,yo) =0, nada podemos assegurar.
(Contra) Exemplo 3. Seja f(z,y) =23 -y3, com (z,y) € R2.

(a) Descreva a curva de nivel zero de f e mostre que Vf(0,0) = (0,0).

(b) Dé uma solucao diferenciavel y = g(z) de f(z,y) =0 tal que g(0) = 0.
Solugao.

a) Obviamente, 23 — 12 =0 < = =y e, a curva de nivel zero é a bissetriz
M M

principal. E evidente que o gradiente é nulo em (0,0).

(b) Existe a solugao g(x) =z, que é Unica e difererencidvel#
(Contra) Exemplo 4. Seja f(z,y) =x -3 =0, com a condigao y(0) = 0.

(a) Descreva a curva de nivel zero de f e mostre que f,(0,0) = 0.

(b) Encontre uma soluc¢ao implicita continua, mas ndo derivavel, y = g(x).

Solugao.

y=a’

y =

Figura 5: Solucoes implicitas da equacao x — % =0
(a) A curva de nivel 0 é o grifico de y = ¥/x, que é simétrico ao de y = z3 em
relagao a bissetriz principal. Obviamente, f,(z,y) = -3y%e f,(0,0) = 0.
(b) e (c) Se g(x) = ¥/x, temos a identidade f(x,g(:c)) =zx—g(z)3 =0, com

9(0) =0 e g continua. E facil ver que nao existe 3—5(0)4-
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(Contra) Exemplo 5. Seja f(z,y) = 22 - y?, onde (x,y) € R2.
(a) Descreva a curva de nivel zero de f e mostre que V£(0,0) = (0,0).
(b) Dé duas solugdes diferencidveis y = g(x) de f(x,y) =0, com g(0) = 0.

Solucgao.

y = x (bissetriz principal)

22— 2 = y = —x (bissetriz secundéria)

Figura 6: Solucoes implicitas da equacao z? —y? =0

(a) E evidente que f~1(0) = {(x,+x) : 2 € R} e que Vf(0,0) = (0,0).

(b) Claramente, g1(z) = x e go(x) = —x sdo solugdes implicitas diferencidveis#

Exemplo 6. Suponhamos que a fungao z = g(z,y), (x,y) € Dom(g) com
Dom(g) um aberto de R?, dada implicitamente pela equagao F'(z,y,z) =0,

é diferenciavel em Dom(g), sendo F' diferencidvel num aberto Q2 c R3 e

g—i(x,y,g(x,y)) #0, para todo (z,y) € Dom(g).

(a) Mostre que

a—ix,,(x,) G \zy.9(z.y)

(b) Observando que o gréfico de g estd contido na superficie de nivel 0
de F', mostre que o gradiente de F' no ponto P, = (xo,yo,g(:co,yo)) é

ortogonal ao plano tangente ao grafico de g no ponto F,.



Solucgao.
(a) Pela regra da cadeia, para pontos (z,y) € Dom(g) temos as equagoes

0 =§[F(myg(ajy))] 8F1+ FO+%—§%
=L (x,y,9(x,y) + E(x,y,9(x,9)) 5 (2,y)

0 =%[F(x’y7g(x7y))]_8_F0 + a_Fl + OF dg
+

‘?WWﬂWWD (xyﬂxm%ﬂxw

as quais fornecem, ja que %> (:)3 y,g(z,y)) # 0, as formulas em (a).

(b) O plano 7, tangente ao gréfico de g no ponto Py = (a:o,yo,g(xo,yo))

tem sua direcao dada pelo vetor normal

%)PO = (gx($0ay0) agy($0ay0) a_l)

e, devido a hlpotese (Po) # 0, o plano 7 tem também a direcao

S0 T, = (55 (P0) G (0. w0) . 5 (Po) 5 (wo.0) =5 (o)) -

Pelo item (a) temos o par de equagoes

S (Bo)Gt(ro.m0) = =55 (Fo) e SE(Po) (o, w0) = =55 (P).

Consequentemente,
oF oF oF oF
ST = (<G5~ (R)

Il
|
<
=
S
»
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2. SEGUNDA VERSAO DO TEOREMA DA FUNCAO IMPLICITA

Teorema 2. Sejam F(x,y,z) uma fungao de classe C' no aberto €2 c R3
e um ponto Py = (20,40,%) € Q, com F(P) = 0. Se Z£(R) # 0, entdo
existe um paralelepipedo aberto I x JxV centrado em Py, tal que para cada

(z,y) € I x J existe um tnico nimero g(x,y) € V satisfazendo

F(z,y,9(z,y)) = 0.

A fungao z = g(x,y), com (x,y) € I xJ, é diferenciavel e de classe C'. Valem

as formulas

99 y):_%—f(x,y,g(x,y)) e 99, y):_%—j(x,y,g(x,y))
Ou 5 (.y.9(z,y)) Oy~ 5 (z.y.9(z,y))

Antes de iniciarmos a prova deste teorema tegamos duas observacdes.

(1) Utilizemos as notagoes I, Fy, e F, para as derivadas parciais.

(2) Como no Teorema 1, supondo 2 convexo e pequeno o suficiente tal

que F, >0 em €, vale a unicidade: F(z,y,21) = F(z,y,22) = 21 = 23.

Prova.

o Existéncia. (Vide figura 7 abaixo.)

Consideremos um paralelepipedo aberto I x.Jx (2, 23), centrado em Py,
pequeno o suficiente tal que seu fecho esteja em €). Visto que F, > 0,
seguem as desigualdades F'(zg,yo,21) < 0= F(xo,%0,20) < F(x0, Yo, 22).
Como F' é continua, podemos supor que [ e J sao suficientemente
pequenos tais que a restricao de F'a IxJx{z} é estritamente negativa
e a restricao de F'a I x J x {2} é estritamente positiva.

Fixando agora (z,y) € I x J e considerando a fungao p(z) = F(z,y, 2),
com z € [z1, 23], temos que o é continua, estritamente crescente (pois
tem derivada estritamente positiva), e ainda ¢(z1) < 0 e p(z2) > 0.
Logo, existe um tnico z = g(x,y) € (21,22) tal que p(g(x,y)) =
F(z,y,9(x,y)) =0. Assim, definimos uma fungao g: 1 x J ~ (z1, 22).

11



o Continuidade de g em (z9, o).
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Figura 7: Teorema 2 das Funcgoes Implicitas

Procedendo como acima, para z; e 2 tais que 21 < 27 < 2o < 23 < 29,

obtemos um retangulo aberto I; x Iy, centrado em (xg,o), tal que
(zr,y)e L x J; = g(x,y) € (Z1,22).
Logo, g é continua em (xg, o).
o Continuidade de g em seu dominio.
Analogamente a prova do Teorema Fundamental da Funcao Implicita,
e como ¢ é continua em (zg,yo), é facil ver que g é continua em [ x I5.
o ¢ é de classe C'' em seu dominio.
Fixo um arbitrario j em I, temos F(:L',@, g(x,g)) =0 para todo x € I;.

Definindo a funcao F(x,z) = F(z,7, z), para (z,2) € [1x(Z1,23), temos

{ ]-'(:c,g(:c,@)) = F(x,@,g(x,@)) =0, para todo x € I,

9 (z,z) = % (x,7,2) #0, para todo (z,2) € I; x (z1, ).

Aplicando o Teorema Fundamental das Funcoes Implicitas a funcao F
vemos que a fungao = ~ g(z,7) é derivavel em todo ponto x € I; e
g
ox

Elwowy) | E(7.00D)
F(r.g(,9)  ZE(vy.9@y)

Entao, como 7 é arbitrdario em I, segue que %(:c,y) ¢ continua em

(2,9) =

I; x I. Analogamente, g—g também. Portanto, g é de classe C'l#

12
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Exemplo 7. Ache pontos (9,40, 20) € R3 tais que a equagao

BrpPrd=xry+z

tenha solugoes implicitas diferencidveis z = z(z,y) em uma bola aberta

contendo (z9,10) e tais que z(zo,yo) = zp. Compute 2 e gz

Solucgao.

Consideremos a superficie de nivel zero de
Flr,y,z)=2*+y*+2> —~x -y -2

Temos %F 322-1e F,(x,y0,20) # 0, para 2z # if Entao, pelo Teorema

2, se o ponto Py = (g, Yo, 20) pertence a superficie F~1(0) e ainda zq # :I:%,

segue que existe uma funcao z = z(z,y) como desejada.
Ainda mais, derivando parcialmente a equacao
2 +y’+ 2P (2y) —w -y - 2(2,y) = 0,
obtemos
322 +322(w,y) 2, —1-2,=0 , 3y*+32%(w,y)z,—-1-2,=0.

Oz 1-322 1-3y°

9z
Finamente, obtemos 52(z,y) = 52557 € 5.(%.Y) = 32591 *

Exemplo 8. Se y(z) e z(z), com z € I = (a,b), sao solugoes implicitas de

F(x,y,2) =0
(51) (2,y,2)
G(z,y,2) =0,
com F' e G diferencidveis num aberto de R3, compute as derivadas dy e jfc

(em fungao das derivadas parciais de F' e G).
Solugao.

Por hipétese temos,

(S2) F(:E,y(x),z(:z)) =0 e G(x,y(a:),z(x)) =0

e portanto a curva y(x) = (x,y(x),z(:c)), x el = (a,b), estd contida na

interseccao das superficies de nivel zero: F'(z,y,2) =0 e G(z,y,z) =0.

13
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Obtemos ¢ e £ derivando as equagoes em (S2) em relagdo a varidvel :

OF dz | OF dy | OF dz
Ox dx Oy dx 0z dx
9Gdr | 0Gdy | 0Gdz _ )

oz dx Oy dx Oz dx ’

ou, equivalentemente,

oFdy , OF &z _ _OF
Oy dx Oz dr = Oz
9Gdy , 0Gdz _ _9G
Oy dx Oz dr ~ Oz

cuja solugao é dada pela Regra de Cramer

OF OF OF OF
oxr 0z Oy Ox
G 9G oG G
dy _ ox 0z dZ _ oy oz
dx OF  OF T dx OF  OF ’
oy 0z oy 0z
9G  9G 9G  9G
oy 0z oy 0z

para todo x € (a,b) tal que

oF  OF
oy 0z
i oo |*0
oy 0z

no ponto y(x) = (x,y(@az(x))*

Notacao. O determinante jacobiano de F' e G em relacao a y e a z, nesta
ordem, é:
OF OF
IUF.G) |3 %=

0(y.2) |2 2

Analogamente para os determinantes jacobianos de F' e G em relacao a x

e z (nesta ordem) e em relacdo a y e = (nesta ordem). Com tais notagoes,

valema as formulas

(F,G) I(F,G)

@ _ O(z,z) o % - _ o(y,x)

dr a(F,a) dr aFG) "
(y,2) 0(y,2)

14
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Exemplo 9. Seja g(u,v) = f(x,y), com = = x(u,v) e y = y(u,v) dadas

u=x2+y>
T

implicitamente pelo sistema

Suponha xax - ya =0.

yor

0
(a) Mostre que 3% = -45%.

B
(b) Compute 22

(c) Mostre que f é constante sobre as hipérboles zy = c.

Solugao.

(a) Temos v = x(u,v).y(y,v), para todo (u,v). Portanto, derivando tal

equacao em relacao a u temos,

donde segue (a).

(b) Pela regra da cadeia temos

99 _9fox , Of Oy _ 9f0x0f _yox
Ou ~ OxOu ' OyOu = Ox Oudy z Ou

_(of _yof\ox _1(,.0f
—(m—;a—y)a—i—m(f%—yay)au-

Entao, como x -y af 0, segue que a =0.

(c) Seja ¢ € R fixado e vy(z) = (:c,%), x # 0, uma parametrizacdo da

hipérbole xy = ¢. Seja ainda, p(x) = f(a: g) a restricao de f sobre a

b x

hipérbole. Entao, utilizando que xy = ¢ na segunda igualdade abaixo,

P'(z) =G (e, )+ 5 (2, £) ()
2;”@@—%%( y)

0,

Portanto, f é constante sobre as hipérboles zy = ¢ #

15



Exemplo 10. Sejam z = z(u,v) e y = y(u,v) dadas implicitamente pelo

(S) {u=x2+y2

V=Y .

sistema

ox Oy
(a) Compute 5 e 52 em termos de z e y.

(b) Exiba um par de solugoes implicitas, x = x(u,v) e y = y(u,v), de (S).
Solugao.

(a) Derivando as duas equagoes de (S) em relacao a varidvel u obtemos,

9y

1=22% +2y%Y
O=y%+l’% .

Neste ultimo sistema, multiplicando a primeira equacao por x, a se-
gunda por —2y e entao somando-as temos x,,. Multiplicando a primeira

equacao por —y, a segunda por 2z e somando-as obtemos y,. Assim,

&r_ T @__ Y

ou 2(z2—1?) o 2(x?2 -y?)
(b) Do sistema (S) temos,

{ (z+y)?=a22+2zy+y?=u+2vw

(r-y)? =22 -2zu+0v%=u-2v,
e, pela escolha de sinais (abaixo) ao extrairmos raizes quadradas,
r+y=+Vu+2v |, T-y=—-Ju-v.
Donde,

{ r=x(u,v) = 7\/%%5 Vu=2v

y:y(u’v)zivu'*%; ;,1,6—21)*

No teorema abaixo utilizamos a notacao introduzida no Exemplo 7 para o

determinante jacobiano de duas fungoes em relacao a duas de suas variaveis.

16
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3. TERCEIRA VERSAO DO TEOREMA DA FUNCAO IMPLICITA

Teorema 3. Consideremos F(z,y,z) e G(x,y,z), ambas de classe C' no

aberto Q) c R? e seja Py = (0,40, 20) € {2, com

F(r0,90,20) =0 e G(xo,¥0,20) = 0.

Nestas condicoes, se ?F(wo,yo, 2p) e W;(xo,yo, 2p) sao LI com

A(F,G)
a(yjz) (x07y07z0) # 07

entao existem um intervalo aberto I, contendo xy, e também um par de

fungées y =y(x) e z = z(x) de classe C' em I, tais que
F(x,y(a:),z(x)) = G(x,y(a:),z(x)) =0, para todo x € 1.

Além disso, temos yo = y(xo) € 2o = z(x¢). Tem-se ainda

O(F,G) I(F,G)
dy _ 3@z) dz _ @)
dx o(F,G) dx I(F,G)’

9(y,z) o(y,z)

sendo os determinantes jacobianos calculados em (z,y(x),z(x)), com x € I.

Prova.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que %((I;’S) ¢ nao nulo em (2.

Suponhamos ainda, também sem perda de generalidade, a desigualdade

OF
g(fb’oayoa 29) # 0.

Pelo Teorema 2 a equagao F'(z,y,z) = 0 define implicitamente uma funcao
z = g(x,y), com (x,y) € V, sendo g de classe C'' em uma bola aberta V|
com V centrada em (zo,yo) € 20 = g(Zo,yo). Analisemos, agora, a funcao
H(z,y) =G(z,y,9(x,y)), onde (z,y) e V. E f4cil ver que a funcao H é de
classe C', com H(xg,y0) =0 e %—Zl(ifo,yo) # 0. De fato, lembrando que o

Teorema 2 estabelece

oF

Jdg 3y
= o
oy &=

17



obtemos entao

%—5(930,?/0) = %(Io,yo,g(%,yo)) + %(930,?Jo,g(xo,yo))g—Z(Io,yo)

5E (20,y0,20)

= %(I'an07 ZO) - %—f(xo,ym ZO) %_Z(xg,ymzo)

OF 0G _OF 9G

= T(x07y07’20)

2 (20,90, 20) # 0.

Como ja sabemos, a equagao H(z,y) =0, ou G(x,y,9(x,y)) = 0, define
implicitamente uma fungao y = y(z), com x € I, de classe C'! no intervalo
I e yo = y(xp). Assim sendo, para completarmos a prova deste teorema
definamos a fungao, obviamente de classe C!, z(x) = g(z,y(z)), onde x € I,

e passemos a verificagao das propriedades requeridas. E claro que
G(Z’,y(l’),Z(ZIZ’)) = Oa F(l’,y(l’),Z(l’)) = 07 y(l’()) =Y € Z(ZIZ’Q) = g($0>y0) = 2o-

Para determinarmos as formulas para as derivadas das fungdes y = y(z) e

z = z(x), derivemos em relagdo a x o par de equagoes

F(:):,y(:z), z(:L')) =0
0.

Obtemos,

Oy dx 9z dz ox
9Gdy , 9Gdz _ _0G

{ OF dy | OF dz _ _JF
oy dx 9z dx ox *

Donde, pela regra de Cramer,

(F,G) O(F,G)

@ - _ o(z,z) e % _ o(y,x)
dr I(F,G) dr o(F,G)
0(y,2) (y,z)

18
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Exemplo 11. Determine solucoes implicitas para o sistema

2r+4y+3z= 1
(S)
6x+>dy+9z=-4.

Solugao.

o Observagao 1. Apresentando fungdes como vetor-linha temos

F(Zlf,y,Z) = (Fl(zayaz)aFZ(Iayaz))
com Fi(z,y,2) =2r+4y +3z e Fy(x,y,z) = 62 + 5y + 9z.

Temos V F) = (2,4,3) e VI, = (6,5,9), e portanto
(VA VR} ¢LL

¢ Primeira solucao. E facil ver que

(2

e portanto
-1
Y ~ 4 3 1-2x
z 59 -4 - 6x
1 9 -3 1-2x
21\ -5 4 -4 - 62
1 9-18x +12+ 18z
21\ -5+10x 16 - 24z
-1- %ﬂc
Logo,
2x
(4:2) = o(@) = (9(o).2(2)) = (1.-1- 5
satisfaz

F(z,p(z)) = F (:c 1,-1- 2%) = (22+4-3-22,60+5-9-62) = (1,-4).

19



Observagao 2. O sistema (S) ¢é linear e resolvé-lo é equivalente a

resolver o sistema matricial

o))

z

Observagao 3. A matriz jacobiana de F': R? - R? é dada por

JE( ) 2 4 3
x,Y,2) = .
Y 6 5 9

or (2 or _(4)  or (3
or \e] 0y \s5 9z \og |

Ainda mais, temos os seguintes determinantes jacobianos

Ainda,

O(Fy, Fy)
o(z,y)
O(Fy, Fy)
Ny, 2)

O(Fy, Fy)
J(x,2)

= -14 %0,

=21+0

=0.

S N s O N
© W © W Ot

Observacao 4 (vide Primeira Solugao). Voltemos a escrever a

primeira solucao como ¢(x) = (v, 2) = (y(z), z(x)). Temos entao

2v+4y+3z= 1
6x + 5y + 92z =-4,

onde y e z sao fungoes da varidvel x. Derivando em relagao a varidvel

x obtemos
{ 2+4y' +32 =0

6+5y +92' =0,

que reescrevemos como
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Donde segue

1
—
|
Wi
S
N ——

o Observagao 5. Escrevendo a solugao ¢ = ¢(x) como vetor-coluna e

suas componentes como @1(z) e ps(x), em ordem natural, temos

- / N O(F1,F>) :
¥2 a(w)2 6

¢ Segunda solucgao. Solicito ao leitor a, analogamente ao que foi feito
acima para o sistema (S) e para ¢(x) e ¢'(x), determinar uma curva-

solugao do sistema S que tenha a forma

Isto é, determine uma solucao de (S) considerando a varidvel z como
variavel independente. Para a solugdo v = 1¥(z), faga observagoes

analogas as que foram feitas para a solugdo ¢(x) = (y(x), z(x))+
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