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Capitulo 4 - A Transformada de Fourier Estendida como Valor Principal
4.1 Introdugao

J& encontramos vérias vezes a fungao seno cardinal (ndo normalizado)

sinx

sinc(z) =
T

Também provamos a férmula
T(¢) = sinc(w€) [com II a funcio retangulo].

E entao razoavel que computemos efetivamente e de forma elementar a transfor-
mada de Fourier do seno cardinal. O obstaculo que encontramos é que tal funcao

nao é absolutamente integrével (nem Lebesgue integréavel) e entao

- sin Tt
/ e’zmgt—:dt nao converge.
T

E de esperar que ultrapassar tal obstaculo produza ganhos significativos.
Em suma, devemos estender o conceito de transformada de Fourier.

Iniciemos com um computo ingénuo. E de se esperar que a transformada
inversa de sinc(7t) seja a funcao retangulo T1(¢). Ainda mais, como sinc(w§) é

uma funcao par entao devemos ter F[sinc(7w€)](t) também par e entao
I1(t) = F [sinc(w€)](t) = F[sinc(n&)](-t) = F[sinc(7&)](t).
Isto é, dentro de uma “teoria razoavel” devemos encontrar
siﬂﬁ) =1L

Para estabelecermos tal férmula, comentemos trés abordagens possiveis.

Fatos Gerais. No capitulo anterior definimos para uma funcao arbitraria

f :R - C absolutamente e impropriamente integravel, a transformada de Fourier

J©) = [ ermietya



Entretanto, o espaco de tais fungoes nao é um espago vetorial normado com-
pleto [i.e., ndo é um espaco normado em que as sequéncias de Cauchy sejam todas
convergentes| e isto limita a utilizagdo de argumentos que envolvem convergéncia.

Tal espaco de fungoes nao é sequer normado pois

f |f(t)|dt =0 ndo implica f(t) =0 em todo ponto.
Para obtermos uma norma é necesséaria a condi¢ao adicional “f continua”, no
contexto da integracao de Riemann, e esta ¢ uma condigao muito restritiva.

Abordagem via teoria de Lebesgue. Para maior versatilidade e para uti-
lizar técnicas de andlise funcional é conveniente definir a transformada de Fourier
em um espaco vetorial normado, completo e com a norma derivada de um pro-
duto interno. Assim, é vantajoso definir a transformada de Fourier no espaco das

funcoes de quadrado Lebesgue-integraveis definido por
L*(R) = {f:R— C:|f(t)]* é Lebesgue-integravel na reta}.
Mostrando que S(RR) é denso no espaco completo L?(R) e utilizando que operador
F:S(R) - S(R) é uma isometria [Plancherel 3.26, segao 3.8] segue que
F: L*(R) » L*(R) é uma isometria.

A funcao sinc(t) é de quadrado Riemann-integravel e portanto de quadrado

Lebesgue-integravel. Segue entao que
sinc(€) estd bem definido em L*(R).

A abordagem da transformada de Fourier via integral de Lebesgue requer
resultados nao triviais da teoria de Lebesgue (e.g., teorema de Fubini, as comple-
tudes dos espago LP e as desigualdades de Holder e de Minkowiski). Ainda que

considerando “elementar” o teorema da convergéncia Dominada de Lebesgue.

Abordagem via distribuigoes. Como ja comentado, a formula de multi-

plica¢ao (Teorema 3.21, segao 3.7)

[ Feyar= [ rygryar

nos permitird estender o conceito de transformada de Fourier para distribuicoes
temperadas. Esta abordagem nao requer muito trabalho [como veremos no Capitulo

7 - Convergéncia em S(R) e Distribui¢oes Temperadas|, apesar de sofisticada.
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Abordagem via Valor Principal de Cauchy. Dada uma funcao f: R - C
que é Riemann-integravel em todo intervalo [a,b] ¢ R temos dois conceitos usuais

para a integral de f sobre a reta. Podemos considerar a integral impropria

[ = jim [ "yt

b—>+o00

ou (se a integral imprépia nao existir) o limite

lim [ f(0)r,

denominado valor principal de Cauchy para a integral de f e indicado por

V.P. f F(1)dt.

Se a integral impropria de f: R - C existe entao é claro que o valor principal de

Cauchy também existe e temos
V.P.ff(t)dtsz(t)dt.

Sendo assim, podemos estender o conceito de transformada de Fourier.

Definigao. Seja f: R — C Riemann-integravel em cada intervalo limitado da

reta. Seja £ € R. A transformada de Fourier de f no ponto ¢ é dada por

F&) =v.p. [ ey (wyat,

se este limite existir.

Com tal defini¢ao, podemos escrever brevemente

Fo) = [ et @,

subentendendo que a integral se refere ao valor principal de Cauchy. Nao hé
dubiedade com tal notacao pois o valor principal de Cauchy coincide com a in-
tegral imprépria (se esta existe). Na maioria dos casos, s6 consideramos o valor

principal de Cauchy se a funcao f nao é absolutamente integravel.



Para a férmula de inversao que provaremos utilizaremos os conceitos abaixo.
Definicao. Uma funcao f : R - C é continua por partes se existe uma
sequéncia estritamente crescente de pontos {a, € R:n € Z} tal que

R = J[an,ans1], com f continua em cada intervalo aberto (an, an.1),
neN

e existem (sao finitos) os limites laterais (a esquerda e a direita)
fla,-) = hlir(l)1+ fla,—h) e fla,+)= hlir& f(an, +h), para cada n.

[Se f é continua, evidentemente f é continua por partes.]

Assim, uma funcao descontinua f: R — C é continua por partes se o conjunto
de descontinuidades de f [ possivelmente {a, : n € Z} com a notagdo acimal é
enumeravel, seus pontos sao isolados e cada qual é um ponto de descontinuidade
do tipo salto de f [também dito descontinuidade de primeira espécie de f]. Desta
forma, dado um intervalo fechado e limitado [¢,d] entdao f tem no intervalo [c,d]
no maximo uma quantidade finita de pontos de descontinuidades [caso contrario,
{a,} tem um ponto de acumulagao p e existe k tal que p € [ag, ag,1] mas tanto

p = ag, p€ (ag,ags1) OU p = agy1 Sa0 impossiveis.|.

Definigao. Uma fungao f: R - C é suave por partes [ou, de classe C! por
partes] se

f e f' sao continuas por partes.

Assim, f’ tem no maximo uma quantidade infinita {b, : n € Z} de descontinui-
dades (isoladas) de tipo salto, sendo f’ continua em (b,,b,.1) para cada n. O

conjunto de descontinuidades de f é um subconjunto de {b, : n € Z}.

AN~ NN
'L

Figura 1: A esquerda, uma funcao suave por partes. A direita, uma que nao é.
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4.2 A Transformada de Fourier f[s‘fr—t”] (&) =T1(¢) [exceto dois pontos].

Proposicao 4.1. A transformada de Fourier do seno cardinal (normalizado) é

[smm](@ {H(f) se & # +1,

1
55 se § = +5.

Prova.

Temos

[sm 7Tt:| (€) - [ —omict (sm;rt) di - lim Te—27ri§t (sin 7rt) it

™ r—+oo J_p 7t

A funcéo seno é impar e a funcao sinc(nt) = (sinnt)/(nt) é par. Logo,

(4.1.1) /Te—ngt(Slﬂ_ﬁt)dt: f’” cos(2mét) sin(mt) "

it mt

T cos(2mw&t) si t
Ly [,
0 mt
As férmulas trigonométricas
sin(a + ) = sinacos B + cos acsin 3,
sin(a — ) = sinacos f — cosasin 3,

mostram que

2sinacos B =sin(a + B) +sin(a - 5).

Donde segue

(4.1.2) 2 f 005(27Tft) Sln(ﬁt) fo" sin(7t + 27&t) + sin(nwt — 2wt) @t

7t

_ f sin[ (1 + 2&)t] gt f sin[(1-2&)7t)] gt
0 Tt 0 Tt
A seguir, seja A # 0. Com a mudanca de variavel s = Awr obtemos

T sin M\t 1 ATT &
iy [ Lo
0 0

it s S

Agora, utilizemos as identidades [vide Capitulo 2 - Ferramentas, se¢ao 2.16|

0 & oo
sin s T sin s
f ——ds=— e f ——ds =
—o 8 2 0 S 2



Destas identidades segue

AT Sin § T se A>0,
lim —ds = { 2
r—+oo _Jq S _T
2
Utilizando (4.1.3) encontramos a férmula

4.1.4 li dt = lim — —ds=——.
( ) ) oo 7 s 0 2|A|

T sin A\t 1 /)‘” Sinsd A
0

Supondo & # £1/2 obtemos entao

_ rsin[ (1 + 2&)7t] rsin[(1-2)wt)] ) 1+2 1-2¢
fim {fo it d“fo t dt}_ o1 +2¢] " 2[1-2¢]"

r—>+00

4

Temos [monte um “varal” com os sinais das fungoes 1 +2¢ e 1 -2¢, é facil]

1, se —+<€<i,
1+26 1-2¢ 1<8<3

+ =
211 +2¢ 21 -2¢]

0, se{<-3ouf>s.

A seguir, utilizando as equagoes (4.1.1) e (4.1.2) encontramos

v (sint 1
lim [ e 2miét (ﬂ) dt = TI(€), se & # +—.
7t 2

r—>+oo J_,

Se £ =1/2, as equagoes (4.1.1), (4.1.2) e (4.1.4) mostram que

f’”e_mt(sinﬁt)dt _ fT sin(27t) g I 1
—r 7t 0 7t 2

Se & = -1/2 temos (cheque)

T - i t r—+00 1
[ o) g e L
-r Tt 2

Concluimos entao que

}_[sinmﬁ] (€) = { T(¢), se&#+3,

1 _ .1
mt 3 sel=x54

Comentario. No Capitulo 7 - Distribui¢oes Temperadas veremos que no sentido

de distribuigoes efetivamente temos

}_[smﬂt] 1

7t

10
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4.3 A Foérmula de Inversao de Fourier Revisitada

O exemplo com o seno cardinal (normalizado) é generalizavel. Seja f:R - C
absolutamente integravel e derivavel por partes. Fixemos um ponto ¢ na reta.

Entao fé continua e investigamos se existe o valor principal de Cauchy
[ eefe) = i [T e)de.
r—>+00 —r
Passamos entao a estudar a integral de Riemann (de uma fungao continua)

(4.2.1) f 2T F(€)dE.

f / e27ri§tef27ri§sf(8)d8d§'

Mostremos que podemos trocar a ordem de integracao nesta integral iterada. Pelo

Isto é, analisemos

Lema de Convergéncia (3.3) segue a convergéncia uniforme de fungdes continuas

fnm(é_) _ —[:Ln G_Qﬂiésf(S)dS uniformemente na reta fA(g) _ [: e_%igsf(s)ds,

com n — +o00 e m — +oo. Multiplicando por e>™%! (continua) e integrando segue

(4.2.2) f f e2mitte=2mils £(5)dsd¢ N @ mmEes, f f it e=2miEs f(5)dsd .

A funcao
627ri€t6_27ri§8f(s)7 onde (57 8) € [_Ta T] x [_n7m]7

¢ integravel em duas variaveis e em cada varidavel e as integrais iteradas sao

integraveis. O teorema de Fubini, versao simples [segdo 2.7| garante a igualdade

fr fm egmgte_zmgsf(s)dsdg _ fm /r 62Wi§t@‘2mfsf(s)d§ds.

Tal igualdade e o limite (4.2.2) mostram que

[ [ et p(syagds mrr e, 1 e () asde.

Portanto, pela definicao de integral de Riemann improépria temos

[w[ e27ri§t€727ri£sf(s)d£d82 [ [00627ri5t€—27r155f(8)d8d€.

11



Efetuada a troca desejada na ordem de integracao, passemos a estudar

[: _[: (2Tl 2T () e s = [: £(s) ([: e%rif(t—s)df) s

A troca de variavel x =t — s, no lado direito da equacao acima, nos fornece

[ f(t-x) (/ 27”5“”d§) dz = [: f(t-x) |:/:: cos(27r§x)d§:| dx.

O que nos leva a analisar

[‘X’ f(t-) sin(27rm)dz
—o0 T

Pela equagao (4.2.1) e pelas simplificagoes acima, o valor principal procurado vale

lim f(t—x)wdx.

r—+00 J_oo T

Substituindo 27r = A e omitindo os extremos de integracao, computemos

(4.2.3) lim —[f(t x)sm)\x

Trocando A por 1/e com € - 0, o problema é o de uma aproximacgao da identidade
com uma fungdo nao gaussiana [figura abaixo| e impropriamente integravel. A

interpretagao é ttil. A troca A por 1/e nem tanto e a evitamos na prova a seguir.

Figura 2: Uma representagao de Sm’\‘” )\S‘n’\‘” para A “grande”.

12
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Teorema 4.2 (Férmula de Inversao de Fourier, como valor principal de
Cauchy). Seja f absolutamente integravel e derivavel por partes. Seja t € R.
Entao,

f 2T F(&)deE = w, para todo t.

Prova. Mantenhamos as notacoes acima.

—_

o Redugdes 1. Definindo g(s) = f(s+t) temos g(0) = f(t) e (&) = 2™ f(£).

Portanto, podemos supor ¢ = 0.

Por (4.2.3), basta mostramos

lim —ff( SlIl)\Cde: f(0+)42rf(0—).

A mudanca de variavel de integracao x — —x mostra que basta provarmos

(4.2.4) lim lff(x)Sin;xda::f(0+);f(o_).

o Seja A > 0. Pela integral vista no Capitulo 2, secao 2.16, segue

l/sin)\xdx:l/‘sinydy:L
™ x T Y

¢ Redug¢des 2. Por (4.2.4) e a dltima integral acima devemos mostrar que

%/‘ [f(x) _f(0+) ; f(O—)] sinx)\xdx Aoreo o

A fungao sin(Azx)/x é par e é suficiente verificar

sin )\x At 00

dr + [ [ (x) - f(0-)] 0.

sin \x

[ 1@ - po0)]

Neste ponto, basta mostrar que a integral a esquerda tende a 0 se A - +o00. A
integral a direita é redutivel a integral a esquerda [considere h(u) = f(-u)].
o Seja € > 0. Seja M > 1. Pelas redugoes acima, basta estimarmos a soma

sin )\x sin )\x

JRCR) v [ U@ - (0]

13



A integral no intervalo [ M, 00). Temos [com a mudanca y = x|

[ @ - s < [T U@+ | [ 2ay|

Como | f| é integravel e (sin y) [y é integravel impropriamente, existem M > 1

sin Az

dz| <

e A grande o suficiente (digamos A > n e n dependente de M) tais que

oo *© siny
d on)l| [ o
J @iz <e e (rn] = ay
A integral no intervalo [0, M]. Pelas hip6teses ¢ o TVM segue (cheque),
fx) - f(0+)

z%()+

<E€E.

= f'(0+).
Portanto,

flx) - f(0+)

¢ continua e limitada em [0, m] para algum 0 <m < 1.

Entao, como f é integravel em [m, M] segue que

f(x) - f( +)

¢ integravel em [0, M].

Escrevamos

[T 1r@ - oA gy = [T IEZIOD Ly sinayds,

onde temos x[o,m(x) =1 se x € [0, M] e x[o,m(x) = 0 caso contrario.

A funcao

Y(x) = MX[O,M](@

¢ absolutamente integravel na reta. Pelo Lema de Riemann-Lebesgue, a

transformada 1)(\) tende a 0 se A - +o0. Portanto (cheque),

[ 1@ - £00)]

sin Az

dx = foo Y(x)sin(Ax)dx 22 0,

Comentario. Seja A > 0. Definindo

sin A\x

p(x) = ,

T

analogamente as aproximacoes da identidade com gaussianas temos as férmulas

w4x)-—¢(x) sin Jf¢4x¢m: 1.

14
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Exemplo. Consideremos a funcao “decaimento exponencial de um sé6 lado”

et set>0,
f(t) =
0, set<O.

2 -
154

14

Figura 3: Decaimento exponencial do lado direito.

E usual apresentar f na forma

1, set>0,

f(t)=H(t)e™, onde H(t)z{ 0 s i<0

[A fungdo H é chamada de fungao impulso unitério ou fungao de Heaviside,
especificamente comentada nas segoes 4.5, 6.4 e 7.5.]

A funcao f(t) = H(t)et satisfaz a condigoes do Teorema 4.2. No capitulo 3
(vide tabela na se¢ao 3.3) mostramos que

- 1
(€)= ImiEr 1

Pelo Teorema 4.2, no ponto t = 0 temos

[ ey - LI

Logo,
dg 1 o
f oriE T 1 =5 (como valor principal).

Esta integral nao existe no sentido improprio, pois temos

d 1-2mi d.
[ 27r2§—£+1 = W;jid& e f 47?55—254-1 nao converge impropriamente #

15



4.4 A Identidade 1=6.

Computemos “ingenuamente” a transformada de Fourier da fungao

f(t) =1
Obviamente, sé podemos computar o valor principal

VP/ 1.e 2™t dt = lim e~ 2miEt (gt

r—>+00 —r
Interpretando o simbolo de integral ja como um valor principal, temos
. r sin(27r
f e~ it = lim / cos(2mét)dt = lim M
r—+oo J_, T—>+00 T f
Com a substituicao A = 27r encontramos

[ e 2™t = lim —sin()\é)

A—+o00 7T§

que em geral nao existe na reta. De fato, nao existe se £ ¢ 2nZ = {2nm:n e Z}.

Mudemos o enfoque. Com a substituigao A = 1/e obtemos

in (&
f e 2Tt = lim w

e—~>0* 7'('5

Definindo (vide comentéario ao Teorema 4.1)

o |orn

)

sin (

€

WO-T5 o plo)-1o(2)-

encontramos (cheque)
f pe(§)d = 1.

Pelo Teorema (4.1), a familia {¢.} é uma aproximacao da identidade. Isto é,
eli%i ©e =0 (no contexto de aproximacao da identidade).
Donde entao segue
/ e 2t dt = elir(% (&) = 0.
Isto é (formalizamos tais computos no Capitulo 7 - Distribuigdes Temperadas),

T=04s

16
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4.5 A Funcgao de Heaviside H(t).
A funcao

0, caso contrario,

1, set>0,
H(t):{ , Se

é chmamada de fungao de Heaviside ou fungao degrau unitario.

A H(t)

Figura 4: A funcao de Heaviside.

A funcao de Heaviside representa um sinal acionado em um certo instante
e que entao permanece ligado indefinidamente. Oliver Heaviside, desenvolveu o
calculo operacional (teoria das distribuigdes) estudando comunicagoes telegréficas.

Existem muitas representagoes tteis para H(t). Definindo a fungao rampa

t — max(t,0),

3

-3 =2 -1 0 1 2 3

Figura 5: O grafico da funcao rampa t » max(t,0).
a funcao de Heaviside é dada pela derivada
d
H(t) = E{ max(t, 0)}, para todo t # 0.

Temos também,

t
f H(s)ds = max(t,0), para todo t.

Vale também a férmula

t+ |t
H(t) = +T||, para todo t € R.

17



Como H é em geral utilizada em teoria da integracao, via de regra nao importa

o valor escolhido para H(0). Assim, H(0) pode ser definido conforme o contexto.

o A definicao
1
H(0) = =
OFs
torna (cheque) a fungao

H--1 .
5 impar

o O valor H(0) = 1 torna H continua a direita, o que é util na teoria da
integracao de Lebesgue-Stieltjes [vide G. B. Folland, Real Analysis, second

edition p. 35]. Neste caso H ¢é a funcao caracteristica (ou indicador)

1, sete0,00),

0, caso contrario.

H{(t) = X[o,e0) (1) = {
¢ O valor H(0) =0 torna H continua a esquerda.
A transformada de Fourier de H em um ponto & # 0 é, como valor principal,

f e TE (1) dt = Tim [ e 2mEdt
0

r—+00

6—27Ti€t r
= lim (— - )
ro+oo \  2mi€ lo
- tim [ 1- ~ COS(27‘T§T’) . sm(27r§r)]'
r+oo | 2i€ 2mié 2mé

Este limite nao existe em C. No Capitulo 7 - Distribuigoes Temperadas (se¢ao
7.5) computaremos este limite no sentido de distibuigoes.

No momento, observemos que vale o limite (para niimeros complexos)

1 1

li =—.
rorioo 2miE  2mi€

Ainda, como aproximacéao da identidade, ao computar 1 = ¢ vimos que

lim sin(27&r) 1 - sin A é
ro+oo Q& 2 Aotoo TE 2
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