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CAPITULO 2 - FERRAMENTAS
2.1 Integral de Riemann (Teorema de Caracterizagao).

2.1.A - Introducgao.

Consideremos uma fungao f : [a,b] - R limitada. A integral de Riemann

de f é definida pelo limite (se este existir)

[abf(x) dr = lim if(Ci)Al"m

[Pl-0;H

onde P={xg=a<x;<xy<- <, 1<,=>b} éuma particio de [a,b],

|P| = max Azx; =max{Azy,...,Az,} é a norma da partigao P,
pSAS))
E={c1,...,c,} é uma escolha
qualquer de pontos ¢; € [x;_1,x;], com i =1,...,n, subordinada a P e

S(f,'P,E) = f(cl)Axl +oe f(cn)ALw

¢ a soma de Riemann de f, relativa a particao P e a escolha €&.

A soma inferior de Darboux e a soma superior de Darboux da funcao f e

em relagao a particao P sao, respectivamente,

s(f;P)= Zn:miAmi, m; =inf{ f(z):zelr, 1,7]} e
i=1

S(f,P) = iMZAxZ) Mz = Sup{ f((,(]) HN S [Ii—hxi] }

Segue uma ilustragao para as somas de Darboux de uma fungao.

¥

Figura 1: Soma inferior e soma superior (Darboux), com quatro sub-intervalos.



Notagao. Dado A c [a,b], definimos
i%ff =inf{f(z):xe A} e supf=sup{f(x):zeA}.
A

A seguir, mostremos que a medida que refinamos as parti¢oes (incluindo mais e
mais pontos), entao as somas inferiores crescem e as somas superiores decrescem.

Ainda mais, toda soma inferior é menor ou igual a qualquer soma superior.
Observagao 1. Seja f:[a,b] - R limitada. Valem as propriedades abaixo.
(a) Se I e J sao subintervalos de [a,b] e I c J, entao
inf f <inf f <sup f <sup f.
J I 1 J
(b) Se Py e P, sao particoes de [a,b] entao, ordenando naturalmente Py U Py,
temos que Py U Py é também uma parti¢ao de [a,b]. Ainda mais,

s(f;P1) <s(f;PruPy) <S(f;PruPe) <S(f;Pe).

(c) Se P é uma partigao de [a,b] e £ é uma escolha subordinada a P entao,
s(f;P) <S(fiP:€) <S(fiP).

Prova.
(a) Trivial.

(b) A primeira afirmagao é evidente. Se I; = [z;_1,2;], i =1,...,n, é um subin-
tervalo determinado pela particao P; entao I; é a reuniao dos subintervalos
Jj =[yj-1,y;], paraj=1,....,N e N > n, determinados pela particao P; UPs
que estao contidos em [;. Pelo item (a) temos as inequagoes

(i}liff) Ax; = (1Hff) oAy < Y (1?ff) Ay; e

j : JJCIZ ] H JJC[Z J

Z (Supf) Ay, < (supf) Z Ay, = (supf) Ax;.
. I,

§ oo Jel; \ J; i J o Jjeli

Destacando o primeiro e o terceiro termos destas e somando em 7 segue
s(fiP1) <s(fsPiuPa) e S(fiPruPe) <S(f;P1).
Analogamente, S(f;P;uPs) < S(f;P2). Agora, (b) é trivial.

(c) Evidentes



Oswaldo Rio Branco de Oliveira

Dizemos que a particao Q refina a particao P se P c Q.
A figura abaixo mostra que ao refinarmos a particao entao as somas inferiores

crescem e as somas inferiores decrescem.

Figura 2: Somas inferiores aumentam e somas superiores diminuem

Proposicao 2. Se f:[a,b] - R é limitada, entao existem
a =sup {s(f;P): P é particao de [a,b]}

e
B =inf{S(f;P):P é particao de [a,b]}

e, ainda, temos o < 3.
Prova. Segue imediatamente da Observagao 1(b)#
O ntmero « ¢ a integral inferior de Darboux de f. O niimero (5 ¢ a integral

superior de Darboux de f. Usualmente indicamos a integral inferior e a integral

superior (ambas de Darboux) por, respectivamente,

/lf(x)dx e ff(x)da:.



Teorema 3. Seja f :[a,b] - R limitada. Entao, f é Riemann integravel se, e

somente se, para todo € > 0 existe uma particao P de [a,b] tal que
0<S(f;P)-s(f;P)<e.
Prova.

(<) Sob tal hipdtese, claramente as integrais inferior e superior (de Darboux)

sao iguais a um nimero L. Dado € > 0, seja P como na hipdtese. Segue
s(f;P) < L<S(f;P).

Sejam Q uma particao qualquer que refina P e uma escolha qualquer £
subordinada a particdo Q. Pela observacao 1(b) seguem as desigualdades:

s(f;P)<s(f;Q) <S(f;Q;6) <S(f;Q) <S(f;P). Segue entdo que
IS(f;9;E) - LI <S(f;P)-s(f;P)<e.
(=) Sejam e>0e

L- fabf(t)dt.

Por hipétese, existe uma partigdo P = {xg=a <x1 <<z, = b} tal que
L-e<S(f;P;E)<L+e,
qualquer que seja a escolha € = {cy,...,¢,}, onde ¢; € [x;_1,x;]. Sejam

m; = inf ]f(a:), M;= sup f(x) e Ax;=mz;-mz;1.

we[wi1,@i we[zio1,m4]

Fixemos ¢y € [21,22],...,¢, € [Tn-1,2,]. Variando ¢; em [z, 21] obtemos
L—-e<mAx; + if(ci)A:):i <S(f;P;€) < MiAxy + Zn:f(ci)Aa;i <L+e.
=2 =2

A seguir, variando ¢y obtemos

L—-e<mi;Ax, +m2Ax2+i f(e)Ax; < Mle1+M2Ax2+i flc;))Ax; < L+e.
=3 i=3

Iterando encontramos

L-e<s(f;P)<S(fiP)<L+es
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2.1.B - Compacidade na reta.

Definicoes e Notagoes.

o Dada uma sequéncia (z,)ny em R, e uma familia ordenada de indices

naturais distintos {n; <ng < <ny <---} dizemos que a sequéncia

(T ke = (Tng s Trgs oo s Ty -+ +)
é uma subsequéncia da sequéncia (z,).

o A sequéncia de conjuntos (X, ),y € crescente se X,, ¢ X,,,1, para todon € N.

Analogamente, (X,,),n é decrescente se X,, > X,,,1, para todo n € N.

o Seja K um subconjunto da reta e I um conjunto arbitrario de indices.
Dizemos que U;c; O; é uma cobertura aberta de K se O; é um subconjunto
aberto de R, para todo 1€ I, e se

Kc UOZ
i€l
o Um ponto p € R é um ponto de acumulagdo de um conjunto X c R se, para

todo € > 0, o intervalo aberto (p—¢€,p+€) contém ao menos um ponto de X

distinto de p.

Seja p um ponto de acumulagdo de X. No intervalo (p— 1,p + 1) existe um

ponto x; de X \ {p}. Pelo mesmo motivo, no intervalo (p — 19, p + ry) de raio

(1
ro = m1n{§, |21 —p|}
existe um ponto zo de X \ {p}. Iterando tal argumentacdo, construimos uma
sequéncia (x,) de pontos de X \{p} tal que z,, pertence ao intervalo (p—r,,p+r,)
de raio
rp=min{1/n,|x,1 —pl|}.

Vemos assim que existe uma sequéncia (x,) , de pontos distintos de X ~\ {p},
convergente a p. Consequentemente, para todo € > 0 segue que o intervalo aberto

(p—€;p+¢€) contém infinitos pontos de X \ {p}.



Teorema 4. Seja K um subconjunto de R. Sao equivalentes:

(a) Toda cobertura de K por conjuntos abertos tem subcobertura finita (Pro-

priedade de Heine-Borel).
(b) K é fechado e limitado (Teorema de Heine, 1872 - Borel, 1895).

Prova.

(a) = (0)

Dado x € K¢, consideremos a sequéncia decrescente de intervalos fechados

1 1
[a:——,:r+—], onde n € N.
n n

Claramente,

N [x—%,x+l]:{x}.

neN n
Passando ao complementar temos
1 17
U[“"“‘] = {z}* =R~ {a},
neN n n

uma Obvia cobertura de K pela reuniao de uma sequéncia crescente de
abertos. Por hipotese, existe N € N tal que
1 17¢
Kclr-—,2+—]| .
-5y

Passando novamente ao complementar temos,

1 1 1 1
KCD[QJ—N,QT-FN:ID(ZL’—N,QZ-FN)D{I}.

Logo, o complementar K¢ é aberto e K é fechado.

E trivial ver que K ¢ limitado. Pois, a colecao de intervalos abertos na reta
{(-n,n) : n e N} é uma cobertura de K por abertos e entao, por hipdtese,

admite subcobertura finita. Donde segue que existe N tal que K c (-N, N).

10
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(b) = (a)
Seja O um conjunto aberto arbitrario em R. Para cada ponto p € O, existe

um ndmero natural n = n(p) tal que

1 1
(p——,p+—)C0-
n n

Como Q é denso na reta, existe um racional r = r(p;n) € Q tal que

sl <
r— —.
p 2n
E facil ver que
e( ! +1)<:O
r——,r+— .
b 2n’  2n
Logo,
0=U (rtsm) - ooty + 5. )
= r(p;n) - —,r(p;n) + —|.
peo p? 2’]’[/, p? 2n

Assim, todo aberto O é uma uniao enumeravel de conjuntos da colecao

enumeravel

C= {]1,]2,...,In,...}
de intervalos abertos centrados em numeros racionais e de raio racional.

Desta forma dada Ujc; O; uma cobertura qualquer de K por conjuntos
abertos, podemos extrair dela uma subcobertura enumeravel de K, digamos
Unexy Op. Trocando O,, por Oy u---u O, para cada n € N, podemos supor,

sem perder a generalidade, que (O,,) é uma sequéncia crescente de abertos.

Suponhamos que U,, O,, (uma uniao crescente de abertos) nao admite uma
subcobertura finita de K. Logo, para cada n € N, existe x,, € K\ O,,. Entao,
a sequeéncia (x,) estd contida no conjunto K que por hipdtese é fechado e
limitado. Toda sequéncia limitada na reta tem subsequéncia convergente.
Logo, existe uma subsequéncia (z,, ) convergente a um ponto x na reta. Por
hipétese, o conjunto K é fechado. Logo, o ponto x pertence a K. Assim,
existe N € N tal que x € Oy. Logo, por definicao de convergéncia, existe um
indice n; > N tal que x,, € Oy. Por outro lado, por construcao z,, ¢ O, e

O, 2 On. Donde segue z,, ¢ Oy 4

11



2.1.C - Oscilagao.

Em cursos de Célculo em uma variavel real é visto que a descontinuidade
de uma fungao pode ser de primeira espécie, também dita de tipo “salto” (os
limites laterais existem e sao distintos), e de segunda espécie (a0 menos um dos
limites laterais nao existe). Mostremos que dada f: A - R limitada, com A c R,

podemos medir sua continuidade/descontinuidade em pontos de A.

Definicao. Para cada ¢ > 0 sejam

M(a,f,é):sup{f(x): reAe |x—a|<5}
m(a,f,é):inf{f(:c): xeAe|:1:—a|<5}

Fixado a em A, é facil ver que M(a, f,0) é uma funcao decrescente quando
d = 0 e que m(a, f,0) é uma funcao crescente quando § — 0.
Assim, a diferenca M (a, f,0) —m(a, f,0) é decrescente quando § - 0. Conse-

quentemente, sempre existe a oscilacao de f em a:
osc(f,a) =lim{M(a, f,8) =m(a, f,9)]
Proposicao 5 (Propriedades da Oscilagao). Valem as propriedades abaixo.
(i) f é continua em a se e somente se osc(f,a) = 0.

(ii) Dado € > 0, existe um aberto O em R tal que

{aeA: osc(f,a)<e}:OnA.

(iii) Se A é fechado entao, para todo € >0, é fechado o conjunto
{a €eA: osc(f,a)> e}.

Prova.

(i) (=) Dado € > 0, por hipétese existe 6 > 0 tal que |f(z)—f(a)| < € se |z—a| <
exeA. Logo, M(a, f,0)—m(a,f,d)<2e. Donde segue, osc (f,a) < 2¢
para qualquer € > 0. Logo, osc (f,a) =0.

(<) Solicitamos ao leitor.

12
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(ii) Fixemos um ponto a arbitrario em
Ac={aeA: osc(f,a)<e}.

Entao, existe § = d, > 0 tal que M(a, f,0) —m(a, f,d) < e. Ainda, para um
ponto arbitrario z € (a - 0;a + d) e considerando o raio r =6 — |z —a| >0, é
claro que temos

(z-r,x+r)c(a-90,a+0).
Portanto, para todo ponto z € (a — 9, A+ d) n A é valida a desigualdade
M(,f?f?’f’) _m(x7f7r) < M(avfa(s) _m(a7f75) <€

Assim, para todo x na interseccao (a —d,a +0) n A temos osc(f,x) < e.

Finalmente, para a percorrendo A., escolhemos

O=J(a-d4a+d,).

acAe
(iii) Basta notar que por (ii) temos

{aeA: osc(f,a)2e}=(RNO)n As

Observacao. Seja D o conjunto de descontinuidades da funcao f: A - R, com

f limitada. Dado € > 0, seja
D.={aeA: osc(f,a)>e}.

E facil ver que

D:DluD%uD%u...uD U....

3=

13



2.1.D - Conteudo Nulo e Medida Nula.

Definigao. Seja D contido em R.

o D tem conteldo nulo se, dado € > 0, existe uma colegao finita de intervalos

compactos Iy, ls,..., I taisque Dc [y u--—-uUl; e

k
Z m([l) <e€,
i1
com m(/;) a medida euclideana (comprimento) de I;.

o D tem medida nula se, dado € > 0, existe uma cole¢ao enumeravel de inter-

valos compactos Iy, 15, ..., I,... taisque Dclyu---ulu...e

Y m(L;) <e [isto é, m(I;)+--+m(ly) <€, para todo k € N].
€N
Nas defini¢oes acima de contetido nulo e de medida nula, se trocarmos a condicao
“intervalos compactos” pela condicao “intervalos abertos e limitados” obtemos

definicoes equivalentes as enunciadas. Verifique.

Lema 6. Seja K compacto e de medida nula. Entao, K tem contetido nulo.

Prova.

Dado € > 0, seja {I; : k € N} uma cole¢ao contével de intervalos abertos tal
que

+00

KcLuleuUlu— e Y m(l)< g

k=1

Como K é compacto, existe N tal que
KC]lU_ZQU"'UIN.

E 6bvio que

m(l) +--+m(Iy) < % <es

14
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Lema 7. Seja X;, Xo,...,X;,... uma familia contavel (enumerdvel) de conjuntos
de medida nula em R. Entao,

X:UX]

jeN
tem medida nula.

Prova. Seja ¢ > 0.

Como X; tem medida nula, segue que existe uma colecao contavel de inter-

valos I1, 13,13, ... I, ... satisfazendo

Pt A

€
Xicllulbu-ullu- e zi:m([il) <3

Analogamente, fixado um indice j arbitrario em N, existe uma cole¢ao enu-

meravel de intervalos I7,13,...,I7,. .. satisfazendo
) J Jy... Jy... J —
X;cuBu-—ullu- e Zm(]i)sy.
(2
Entao, como NxN é um conjunto contavel, segue que a colecao de intervalos

C={I’:ieNejeN}

é contavel. Ainda mais, é trivial ver que qualquer subcolecao finita de

intervalos em C esta contida em alguma sub-colegao finita do tipo
(F:1<i<Nel<j<N},

para NN suficientemente grande. Também é facil ver que

=1 Jj=

> S m(r) - im(!&ﬁim(lf) +~~+im<w> <

~
[y

<€+€+ -i-6 (1+1+ +1)<
< - — — =€l - — PR €.
2 4 2N 2 4 2N

Consequentemente obtemos
S m(I7) <e.
2

Logo, X tem medida nula #

15



Teorema 8 (Caracterizagao - Lebesgue). Seja f : [a,b] > R limitada. Seja

D o conjunto dos pontos de descontinuidade de f. Entao, f é integravel se e

somente se D tem medida nula.

Prova.

(=)

Ja vimos que
1
D:DluD% U--uDiu-- onde D1 = {x:osc(f;x) > —}.
n n n

Como a uniao enumeravel de conjuntos de medida nula é um conjunto de

medida nula, basta provarmos que cada Dy, tem medida nula. Fixemos n.

Dado € > 0 arbitrario, seja P uma particao de [a,b] tal que
€
SUP)=s(fiP) <.

Seja S a colecao dos sub-intervalos I; determinados por P e que contém

algum ponto de D1 em seu interior. Para todo I; em S temos

Mi—miZ

S

Logo,
LSy o) < X (M - m)ym(L) < S(f: P) - s(f; P) < <.
nres I;eS n

Donde segue

Y m(R;) <e.

I;eS
E claro que D% estd contido na uniao dos intervalos em § com a uniao
das extremidades dos intervalos em P. Tais extremidades sao intervalos
degenerados de area zero e assim, cobrimos D1 por um numero finito de
n

intervalos cuja soma das areas é menor que €. Logo, D1 tem medida nula.
n

Dado € > 0 temos que D, = {z € R: osc(f,z) > €} estd contido em D e
portanto tem medida nula. Pela Proposicao 5 (iii) e pelo Teorema 4 segue

que D, é compacto. Entao, pelo Lema 6 segue que D, tem conteudo nulo.

Consideremos uma quantidade finita de intervalos abertos I,...,I; que reco-
bre D, e tal que

m(L) +--+m([) <e.

16
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Seja x um ponto arbitrdrio em [a,b] ~ (I3 U---U ;). Temos osc(f,x) < e.
Logo, existe um intervalo aberto I, centrado em z tal que a oscilagao de f
em I, n[a,b]

istoé, sup f- inf f
I.rm[a,b] R:];n[a,b]

¢ menor que €. Entao, como a reuniao de tais intervalos abertos I, recobre

K =[a,b]~ (Iyu--u 1)),

e K é compacto (fechado e limitado), existem I, ,..., I, tais que
Kcl, u-ul, .

Consideremos a colecao de intervalos abertos
C={hL,....I,1I,,.... 1. }.

E ¢bvio que [a,b] estd contido na reuniao dos intervalos em C. Seja P uma
partigdo de [a,b] tal que cada sub-intervalo S de P estd contido em um
dos intervalos da colecao C. Separemos os sub-intervalos determinados por
P em duas colecoes: S; com os sub-intervalos contidos em algum I;, onde

1<j<1, e Sy com os demais sub-intervalos determinados por P.

Sejam Mg e mg o supremo e o infimo de f retrita a S, respectivamente. Seja
M tal que |f(z)| < M, para todo x em [a,b]. Notemos que, se S pertence
a &y entao S esta contido em algum sub-intervalo I, com 1 < j <m, e
temos Mg —mg < €. Ainda, se S € §; entao Mg — mg < 2M. Finalmente,

concluimos que

S(f,P)—S(f,P): Z(MS_ms)m(S) + Z(Ms_ms)m(s)

SeSy SeSa

l
<2M Y m(I;) + € Y. m(S)

7=1 SeSsy
<2Me + e(b—a)#

17



Corolario 9. Sejam f e g integrdveis em [a,b]. Valem as propriedades,

(i) fg é integravel em [a,b].

(ii) Suponhamos f positiva [isto é, f > 0]. Entao, temos

/abf(a:)dxzo

se e somente se f é nula com a possivel excecao do conjunto de medida nula

constituido por seus pontos de descontinuidade.

Prova.

(i) Sejam D(fg), D(f) e D(g), os conjuntos dos pontos de descontinuidade
de fg, f e g, respectivamente. E ébvio que D(fg) ¢ D(f)UD(g). Pelo

Teorema 8 temos que D(f) e D(g) tem ambos medida nula. Entao, pelo

Lema 7, o conjunto D(fg) tem medida nula. Pelo Teorema 8 concluimos a

integrabilidade de fg.

(i) (=)

Seja xo um ponto de continuidade de f. Entao, existe um sub-intervalo

nao degenerado S c [a,b] tal que

f(x) > @ para todo x € S.

Logo,
b b
0< @m(kq) SLf(:z:)dx = /a f(x)dz =0.
Portanto, f(zo) =0.

Seja P uma partigdo arbitraria de [a,b]. Indiquemos por I; os sub-
intervalos desta partigao. Como o conjunto dos pontos de descontinui-
dade de f tem medida nula, segue que f nao é descontinua em todos os
pontos de I;. Logo, f é continua em ao menos um ponto de I;. Entao,
devido a hipétese, f é nula em tal ponto. Obtemos entao, para a
soma inferior de f em relacao a tal partigao, s(f;P) =, msm(I;) = 0.
Como esta soma inferior é arbitraria e f é integravel, concluimos que

a integral de f é zero#
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2.2 Integral de Riemann X Integral de Lebesgue

E frequentemente afirmado que a integracao de Lebesgue é tao facil
de ensinar quanto a integracao de Riemann. Isto é provavelmente
verdadeiro, mas ainda tenho que me convencer de que é também tao

facil de aprender.

T. W. Korner, “A companion to analysis: a second and first second

course in analysis”, American Mathematical Society.

Figura 3: Interpretacao para a integral de Riemann (figura superior) e para a

integral de Lebesgue (figura inferior).

Uma frase interessante sobre a integral de Lebegue é

A integral de Lebesgue é aquela em que as linhas sao adicionadas ao

invés das colunas.

Pode-se dizer que a integral de Riemann é de inspiracao geométrica pois é o
limite de uma soma de dreas de retangulos f(z;)Az; e que a integral de Lebesgue

é de inspiragao aritmética pois é o limite de uma soma de valores assumidos
yymedida(E;), onde Ej = f~([y5,Yy,,,]) -
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O texto abaixo é baseado em partes de Why should one still teach Riemann
integration, por Paul Siegel, da Columbia University. Para o texto original e nao

editado, vide http://mathoverflow.net/questions/52708

Penso que trés caracteristicas devem ser observadas ao abordar integracao.
1) Uma interpretagao geométrica facilmente acessivel.

2) Ferramentas que sejam rapidamente disponiveis (e.g. to teorema funda-

mental do célculo).
3) Uma teoria flexivel.

A integral de Lebesgue integral desconhece rivais quanto a (3), mas deixa
a desejar quanto aos outros dois pontos de vista. Resultados basicos como
o teorema da diferenciacao de Lebesgue ou a formula para a mudanca de
variaveis nao sao transparentes do ponto de vista da teoria de Lebesgue que
geometricamente nao é melhor que a integral de Riemann. A integral de
Riemann, com todas sua falhas, tem um bom equilibrio entre interpretacao
geométrica e disponibilidade de ferramentas. 'Tem até mesmo, em uma
instancia, vantagem técnica sobre a teoria de Lebesgue pois é necessaria a
teoria de distribuicoes para justificar o valor principal de Cauchy de uma

integral improépria dentro da teoria de Lebesgue.

Por outro lado, para estudantes de doutorado (em matemaética, fisica, en-
genharias e economia) é melhor utilizar a integral de Lebesgue e a integral

de Riemann pode ser em larga medida ignorada.
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2.3 Numeros Complexos

Neste texto i indica a unidade imagindria em C e entao i?> = —1. O conjunto
C={z=z+iy:xecReyecR}

é chamado de conjunto dos niimeros complexos. Dado z =a+ b, com a e b

reais, a parte real de z e a parte imaginaria de z sao, respectivamente,
Rez=a e Imz=0».
O conjunto C é munido das operacoes adi¢ao e multiplicagao dadas por
(a+bi)+(c+di)=(a+b)+i(c+d) e (a+bi)(c+di)=(ac—->bd)+ (ad+bc)i,

com a, b, c e d reais quaisquer. Tais operacoes sao comutativas e associativas.

O ndmero 0 = 0+10 é o elemento neutro da adicdo. O niimero 1 =1+1:0 é o
elemento neutro da multiplicacdo. Todo niimero complexo z = a + ib tem elemento
oposto (-a) + i(-b), indicado por —z = —a — ib. Dados z e w, ambos nimeros

complexos, definimos a operacgao subtracao
z—w=2z+(-w).
Dado z = a+bi, com a e b reais, o conjugado e o médulo de z sao, respectivamente,
Z=a+i(-b)=a—-ib e |z]=V2Z=Va®+b2
Todo niimero complexo nao nulo z tem elemento inverso, indicado por e dado por
1 1 a b

1 _
z'ou=-, comz'= - :
z’ a?+b?  a?+b?

Dados z em C e w em C* = C~ {0}, o quociente de z por w é indicado por

z 1

—=z—.

woow
Se z # 0, entao temos

1z

z |2

Indicamos a circunferéncia unitdria e centrada na origem por

St={weC:|w|=1}.
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2.4 Séries e Somas nao Ordenadas

Séries. Dada uma sequéncia (z,)nen+ = (21, 22,...) de numeros complexos, a

sequéncia s, = z1 ++--+2,, com n > 1, é dita sequéncia das somas parciais da série
[ee]
>
n=1

[Se considerarmos a sequécia (z, )y = (20, 21, - - .), as defini¢des sdo andlogas.|

A série converge e tem por soma (soma da série) o niimero complexo z se

lim s, = z.

n—+oo

Neste caso, escrevermos
oo
$o=z
n=1

Uma série complexa Y., z, ¢ dita absolutamente convergente se

+00
Y |zn| < o0.
n=1

Isto é, a série Y., z, converge absolutamente e se somente se a série de nimeros
. ~ . ) s ’ ~ .

reais nao negativos Yoo |z,| é convergente a um nimero real (nao negativo). Por

propriedades da reta, temos que a série de niimeros reais nao negativos Y. ||

é convergente se e somente se existe um nimero M > 0 satisfazendo
|z1| 4+ |2n| < M, paratodo N e{1,2,...}.

Lembremos que se uma série complexa Y7, 2z, ¢ absolutamente convergente,
entao ela é convergente.

Ainda mais, se a série Y., 2z, é absolutamente convergente entao a série
Yooq Zn € comutativamente convergente. Isto é, qualquer que seja a permutacao
(bijecao) o : N - N, o correspondente rearranjo (reordenacao) Y ,°; Zy(n) [rear-

ranjo da série Y-, z,] é também uma série convergente e ainda temos

(Za(l) T Z0(2) T 20(3) +) = (Zl+22+23+“')7 isto ¢, leo(n) = lew
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Ainda melhor, se uma série ¥/ 2, é absolutamente convergente entao pode-

mos aplicar a muito pratica ferramenta chamada soma nao ordenada.
Soma nao ordenada. Seja (p,)n tal que p, >0 para todo n, uma sequéncia de
nimeros nao negativos (positivos ou nulos). Definimos a soma (nao ordenada)

an = an = sup { Z Pn, onde F' é subconjunto finito de N} € [0, +00].
N

neF

Se tal soma ¢ finita, dizemos que (p,) é somavel.

Quando nao ha risco de ambiguidade, suprimimos a mencao ao conjunto de

indices para indicar uma particular soma nao ordenada.

Seja F' um subconjunto finito de N. Seja n em N. Observemos que

Y D<), P € Su=pot+Da< ) Dy
neFr n=0

Logo,
an = Z Pn-
n=0

Seja (x,)n uma sequéncia de nimeros reais. A parte positiva de z,, e a parte

negativa de x,, sao definidas por, respectivamente,

Tp, S€ xp >0, -T,, sex, <0,

Pn = max(x,,0) = e (¢, =max(-z,,0)=
( ) {O, se x, <0, ( ) { 0, sex,>0.

Claramente temos p, >0 e ¢, > 0. Ainda mais,

_ _ znltz
Tn =Pn —dn e Pn = ng 'n,’

_ _ lznl-zn
%0l = Do + s Gn = 5

Dizemos que a sequéncia (z,,) é somavel se as sequéncias (p,) e ¢,) s@o somaveis.

Neste caso, a soma (ndo ordenada) é definida por

D Tn =D Pn= ) -

Seja (z,)n uma sequéncia complexa. Dizemos que (z,,) é somavel se as sequéncias

(Rez,)n e (Imz, )y sado soméveis. Neste caso, a soma (ndo ordenada) é

Zzn = ZRezn +iZImzn.

A sequéncia complexa (z,) é dita absolutamente somavel se existe M tal que

Z |zn| < M, para todo subconjunto finito F' c N.
nekF
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Vejamos que (z,) ¢é absolutamente somavel se e sé se (z,) é somavel em C.
Escrevamos z, = z, +iy,, com x, e ¥, reais. A seguir decompomos , = p, — ¢y,
na parte positiva p,, e na parte negativa ¢,, e decompomos y, = P, — @), na parte

positiva P, e na parte negativa (J,,. Entao, temos

0< min{pm Gn, Pm Qn} < maX{pm Qn, Pm Qn} < |Zn| SPnt+Qn+ Pn + Qn

Donde segue que Y |z,| é finita se e s6 se (pn), (¢n), (P,) e (@) sdo somaveis.

Se a sequéncia (z,) é absolutamente somével entao existe o valor da soma
nao ordenada

Z Z, € €SCrevemos Z z, =2 €C.
N N

Pelos comentarios anteriores, este niimero z pode ser computado considerando
uma permutacao arbitraria ¢ : N - N e entao computando a série numérica
(o] . . ,
Yome1 Zo(n)- De uma segunda e abrangente maneira, podemos determinar o niimero
z particionando o conjunto de indices N de uma forma totalmente arbitraria em
uma colegao finita ou infinita de subconjuntos nao vazios (cada qual finito ou

infinito) dois a dois disjuntos, digamos que
N=JiuJyuJsu [0 simbolo W indica uniao disjunta],

e entao escrevermos

2= Zpt Y Znt D 2yt

neJy neJa neda
sendo que cada soma infinita },.; z, pode ser computada indexando .J; nos
ntmeros naturais de forma totalmente arbitraria, digamos que Ji = {ky, ks, k3, -}
[ndo é necessario que ki < ky < k3 < -], e entdo computando a soma da série
correspondente zj, + 2, + 2k, + .

Devido a primeira propriedade, dizemos que toda soma nao ordenada é comu-
tativamente convergente. Devido a segunda propriedade, dizemos que toda
soma nao ordenada ¢é associativamente convergente.

A vantagem das somas nao ordenadas sobre séries, se da na propriedade asso-

ciativa e na grande liberdade para computarmos o valor da soma nao ordenada.

Vide http://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-SOMA-SERIE-POT.pdf.
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2.5 Exponencial Complexa

A funcao exponencial complexa. Dado z € C, seja a soma nao ordenada
+00 Zn
exp(z) =), —-
n=0 T¥:

Vejamos que é absolutamente somavel a sequéncia

n' neN

De fato, dado p o maior natural tal que p < |z|, entao para n > p temos

YT ——
n! |plp-1)-1|n(n-1)-(p+2)(p+1) " "\p+1 '

Donde segue que

P p+1 D 2
1+M+|Z| +L|+...S|:1+%+,__+|Zl ]+Cp[ﬂ+(ﬂ) +---]<OO,

1 pl (p+1) p p+1 \p+1
devido a convergéncia da série geométrica de razao |z|/(p+ 1) menor que 1.

Entao, esta bem definida a exponencial complexa pela soma nao ordenada

exp(z) =), =

n
n!
n>0 "¢

Esta funcao satisfaz
exp(z +w) = exp(z) exp(w), para quaisquer z e w em C.

Ainda, exp(z) = e é derivavel e

ez+h z €h -1

exp’(z) = }lii% — = e* }zi—{%

Dado um real 0, encontramos
0 (10)" (i) (i0)" 62 04 , 63
e —%T—n;rT-}-nﬁ%}arT— 1—§+Z+"' + 17 8—§+“' .

Donde entao segue a Formula de Euler,

e = cosf +1sin 6, para todo 0 € R.

Vide http://www.ime.usp.br/~oliveira/MAT225Cap?7 . pdf.
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2.6 Primeiro TVM para Integrais. Generalizado.
Funcgao Teste. O ¢ de Dirac.

2.6.A - Primeiro TVM para Integrais, Generalizado.

Motivagao. Suponhamos que a média final M em um curso se dé pela média

ponderada das notas nq,...,ng, com respectivos pesos pi,...,ps. Entao,
k
B Zj:lpjnj
M = SR
j=1Dj

Teorema (Primeiro TVM para Integrais, Generalizado). Consideremos

fyg:[a,b] > R, com f continua e g integravel e, ainda, g >0 e

—/abg(x) dx > 0.

Entao, existe c € (a,b) tal que

(26.1) [ r@o@yde= 1) [ o) d

Prova.
Sejam m = f(x1) o minimo de f e M = f(x3) o méximo de f. Se x € [a,b],
temos m < f(x) < M e ainda mg(x) < f(z)g(x) < Mg(z). Consideremos
[ f@)ga) do
[, 9(x) dx

o Caso 1. Se m < v < M, pelo teorema do valor intermediario existe ¢ no

intervalo aberto de extremidades z; e x5 tal que f(c) = 7.

o Caso 2. Se v = M entao

b
[ 0= r@)]g(@) da =0
Logo, pela desigualdade [M — f(z)]g(x) > 0 e pela propriedade de positivi-
dade temos [M — f(x)]g(z) =0 em todo ponto de continuidade de g.

A funcdo g > 0 ndo se anula em algum intervalo aberto J (caso contrério,

sua integral é 04 ). Existe um ponto xq € J no qual g é continua, e g(zo) > 0.

Segue entao que f é constante e igual a M em um intervalo aberto Jy tal

que xg € Jy ¢ J. Assim, todo ponto c € Jy satisfaz (**). Cheque.

o Caso 3. Se v =m, basta aplicar o Caso 2 ao par de fungoes —f e g#
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Interpretacao Aritmética para o “primeiro TVM para integrais, gene-
ralizado.” Dada um funcao continua f : [a,b] - R e uma fungdo integravel

g:[a,b] = [0,00) com .
fa g(x)dx >0,

entao a funcao f assume em algum ponto ¢ a sua média ponderada pela funcao
g. Isto é, temos
Jy F(x)g(x)dx
J, 9(w)da

= f(c).

Comentario.

o O primeiro teorema do valor médio para integrais, generalizado, nos permite
tanto demonstrar o primeiro TVM para integrais assim como fundamentar

a interpretacao aritmética para o primeiro TVM para integrais.

Vejamos. Dada f : [a,b] = R continua, consideremos a funcao integravel e

estritamente positiva

g(z) =1 para todo x € [a, b].

Evidentemente, a média de f ponderada pela funcao constante g = 1 é

apenas e tao somente a média aritmética de f.

Pelo primeiro TVM para integrais, generalizado, segue que existe um ponto

c tal que
b
, Lf(x)dx
f(e) = fb—
[, ldx
Donde entao segue a identidade
b
, f(x)dx
f(e) = fT “'
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2.6.B - Funcao Teste.

Exemplo de uma funcao de classe C'* mas n3do analitica. A funcao

B(x) e‘%, sex>0,
€T =
0, se <0,

é tal que E((0) = 0 para todo n e é também de classe C* na reta.

Figura 4: Grafico de E(z) =e"=, se z >0, com E(z) =0 se z < 0.
Verificagao. Sejane€{0,1,2,...}.
E claro que E(1) = e~!. E também claro que
. 1 . 1
lime=z=0 e lime= =1
=0t T—>+00

Cada derivada E(™ [com E(©) = E] satisfaz

1
EM(z)=e:P, (—) , para todo x >0, com P, um polinémio.
x

Ainda,
. . . Pu(y)
(n) = -y = n =
Q}LI(I)%* E (:I;) y1—1>£—rlm € Pn(y) y1—1>IPoo ey 0
Temos também
EM(z)-0
Lo e(x) -0 —y
a,lg(% -0 y1—1>£n<>° ye ' Paly)
P
Yy—>+0oo ey
=0.

Por inducao segue que E, E', E” E®) ... sido todas continuas na origem e

portanto continuas na reta. Logo, E = E(x) é infinitamente derivavel #
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Definigcao. Dada uma funcao f : R - R, o suporte de f é o menor conjunto

fechado que contém o conjunto no qual a funcao f nao se anula. Temos a notagao
supp(f) = {z: f(x) # 0},
Seja F = E(x) como no exemplo dado acima. Consideremos a fungao
d(z) = E(1-2%).

A funcdo @ é de classe C* na reta (pois é dada por uma composi¢ao de fungoes

infinitamente derivaveis) e satisfaz
0<P(z)<e <1 e supp(®)=[-1,+1].
A

-1 1
Figura 5: Grafico da funcao ®.

A expressao para ® é

se —1<x<1,
®(x) =
0, caso contrario.

A funcao ® é dita uma funcao teste.
O espacgo das fungoes teste ¢

CP(R)={f:R—-C: f éinfinitamente derivavel e tem suporte compacto}.

A seguir, consideremos o nimero

+1
c= f O(z)dx > 0.
-1
Definamos a funcao
O(x)
—

[:1 o(x)dr=1= [:O o(x)dz.

p(x) =

Entao, temos
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2.6.C - O § de Dirac.

Seja ¢ a funcgao definida acima. Para cada e > 0, consideremos a fungao
1 (z
pe(x) == (_) .
e \e
A funcao ¢, é de classe C'™ na reta e satisfaz

0<p(r) <= e supp(pe)(z) = [~€ €]

A=

""7"""""![]

Figura 6: Ilustracao para o grafico de ¢., conforme ¢ - 0*.

Ainda mais, com a mudanca x = et encontramos

[t [ o)
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Teorema. Seja f:[-1,1] > R uma funcao continua. Consideremos a familia de
funcoes

v.:R->R, onde<e<1,

acima definidas. Entao,
1 e—~0
| f@)eda)dz <= (0.
Prova.

Pelo segundo TVM para integrais, existe um ponto T € [—¢, €], com T = Z(€)

dependendo de ¢, tal que

/11 f(z)pe(z)dz = f:f(x)soe(x)dx
= f(T).

Como f é continua na origem, temos que

e—~0

f(@) — f(0)

O ¢ de Dirac. Dada uma funcao f : R - R, infinitamente derivavel e
de suporte compacto (i.e., f é identicamente nula no complementar de algum

intervalo fechado e limitado) definimos o § de Dirac
6(f) = f(0).
Dizemos que a familia de funcoes
{pe: 0<e<1}
converge ao ¢ de Dirac, se € > 0. Escrevemos entao

wﬁid
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2.7 Teoremas de Fubini (em retangulos)

Consideramos um retangulo compacto R = [a,b] x [¢, d] no plano cartesiano.

Somas de Darboux. Seja [ : [a,b] x [¢,d] - R uma funcao limitada . Seja
P1 uma particao de [a,b] e seja P, uma partigao de [¢,d]. O produto cartesiano
P =P x Py é uma particao de R.

Indiquemos por X um ponto do plano.

Para cada sub-retangulo R;; determinado pela particao P =P; x P, sejam

Mij:supfzsup{f(X)i XERU} e mm:glff:Hlf{f(X) XERU}

ij
Seja m(R;;) a area do sub-retangulo R;;.

As somas superior e inferior (ambas de Darboux) de f e relativas a partigao

P sao, respectivamente,

S(f;P)= iiMijm(Ri]’) e s(f;P)= iimzjm(Ri]’)'

i=1 j=1 i=1 j=1
A integral inferior de f e a integral superior de f sao, respectivamente,

/ flz,y)dxdy = sup{s(f;P) : P é particao de R } e

[ f(x,y)dzdy = inf {S(f;’P) : P é particao de R }

Dizemos que f é integravel (Riemann-integravel) se as integrais inferior e su-

perior de f sao iguais. A integral de f sobre o retdngulo R ¢é tal valor, denotado

v/]Rf(x,y)dxdy.

Chamamos esta integral de integral dupla.

[Dada uma funcao limitada h : [a, 5] = R, as definigdes e as notagoes para
somas inferiores e superiores e para integral inferior e superior para h sao analogas
as definigoes acima apresentadas. J4 vimos (na segao Integral de Riemann) que h

é integravel se e sé se suas integral inferior e integral superior sdo iguais.]
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Teorema (Fubini, simples). Seja f integravel no retangulo R = [a,b] x [¢,d].
Suponhamos que a cada x € [a,b], a funcao y — f(x,y) é integravel em [c,d].
Seja

p(x) = fcdf(:v,y)dy-

Entao, a funcao ¢ € integravel e

[ sewasdy= [“o@ac= [ [ i
[a,b]x[c,d]

Vale um resultado andlogo se x — f(x,y) € integravel em [a,b] para caday € [c,d].

Prova.

o Seja P = P; x Py uma partigao de R, com Py = {xg=a<x; <<z, =b}
ePy={yp=c<yy < <yn=d}. Paraiem {1,...,n} e jem {1,...,m},
sejam R;; = [%’—1,%] X [yj—hyj], Arj=z;-1i € ij =Y —Yj-1-

Y
T 1t

Yj
Yj-1 [~

Yioope
Yo =Cpmmen |

Figura 7: Ilustracao a particao P.
Sejam ainda

mi]’ = 1nff(RU), Mij = sup f(Rl]) (§] m(RU) = AI'ZAZ/J
Com tais notagoes temos,

s(f;P) = Zn: i mym(Ri;) = ),

n
i=1j=1 i=1

7=1
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Fixado = em [z;_1,7;], temos m;; < f(x,y) para todo y € [y;_1,y;]. Logo,

i1 =

j=17Y;

Donde segue, ja que x é arbitrario em [x;_1,z;], a desigualdade

i[imijij]Axi < i[m[mf @(x)]Axizs(go,Pl).

i=1 Lj=1 i=1 Lrelzi-1,ai]

Isto é, mostramos s(f;P) < s(p;P1). Trocando f por —f encontramos
s(=f;P) < s(=p;Py). Donde segue, S(p;P1) <S(f;P). Resumindo, temos

s(f;P) < s(p;Pr) < S(p;Pr) < S(f;P).

Assim, como f é integravel, segue que a funcao ¢ é integravel e que o valor

das integrais de ¢ e f sao iguais. A primeira afirmacao esta provada.

O caso andlogo. Consideremos g : [¢,d] x [a,b] = R, onde g(y,z) = f(x,y).

E claro que g é integravel, com mesma integral que f. Pelo caso acima,

d b
ff f(z,y)dxdy = f/ g(y,:v)dyd:r:fc /ag(y,w)dl'dy
[a,b]x[c,d] [e,d]x[a,b]
d b
=f f f(z,y)dxdy

Figura 8: Ilustragao ao Teorema de Fubini
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Comentarios. Mantenhamos a notacao do teorema de Fubini e de sua prova.

o O Teorema de Fubini para fungoes continuas em retangulos. Se a

fungao f:[a,b] x [¢,d] = R é continua, entao existem as integrais

b d
ff(a:,y)dw, seyeled], e [f(a:,y)dy,sea:e[a,b].

Donde segue

_/[[&b]x[cjd]f(x,y)dmdy: lb /cdf(a:,y)dyda:: [Cdfabf(a:,y)dwdy.

¢ Chamamos de integrais iteradas de f as integrais

fab /Cdf(x,y)dydx e ld/abf(x,y)dmdy.

o O teorema chamado “Fubinito” ou “Fubininho” ou “Baby Fubini” afirma

apenas que, sob certas condicoes, temos

fab fcdf(m,y)dydm:[dfabf(x,y)dxdy,

Nao é sequer necessario que a integral dupla exista.

o Se f é positiva [i.e., f >0 em todo ponto] entao o nimero

ff f(x,y)dzdy
[a,b]x[c,d]

¢é o volume do subconjunto
{(m,y,z) eR3:a<x<bec<y<d, e OSZSf(x,y)}.
Vide a figura ilustrativa ao teorema de Fubini.
Tendo visto um caso simples do teorema de Fubini, a forma geral do teorema

de Fubini em um retangulo compacto no plano e dentro da teoria da integracao

de Riemann, segue naturalmente. Vejamos.

Manteremos todas as notagoes ja adotadas no caso simples.
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Teorema (Fubini, geral). Seja f integravel no retangulo R = [a,b] x [¢,d].

Entao, as funcoées definidas no intervalo [a,b],

@)= [ Fady e S@)= [ iy,

sao integraveis e

ﬂ f(x,y)dxdy:fabI(a:)dx: fabS(x)dx,
[a,b]x[c,d]

Ainda mais, temos Z(x) = S(x) nos pontos em que ambas sao continuas.

Prova. Mantenhamos as notagdes do teorema anterior (Fubini, simples).

(o

Seja P = Py x P, uma partigdo de R. Sejam R;; = [xi-1, 2] % [Yj-1,Y5],
Ax; =x; — 21, Ayj =y; —yj_1, my; =1inf f(R;;) e M;; =sup f(R;;). Temos

m

s(f;P) = zn:[ZmUij]A:cl
i=1

Fixado = em [z;_1,x;], temos m;; < f(x,y) para todo y € [y;_1,y;]. Logo,

mi;Ay; < Zl inf (m,y)]ij < fcdf(:v,y)dy =I(x).

j=1 ye[yj 1yj

EMS

Donde, j& que z é arbitrario em [x;_1,x;], segue que

n

Z[im”Ay]]Axl < Z[ inf I(:B)]Axizs(I,Pl).

) re[wio1,24]

Isto é, mostramos s(f;P) < s(Z;P1). Trocando f por —f encontramos
s(=f;P) < s(=8;P1). Donde segue, S(S;P1) < S(f;P). Resumindo, temos

s(f;P) < s(Z;P1) < S(Z;Py) < S(S;Pr) < S(f:P).

Assim, como f é integravel, Z é integravel e sua integral é igual a de f.

Trocando f por —f temos que —S é integravel com mesma integral que —f.
Por fim, como temos
b
f (S-T)(z)dz=0 ¢ S-T>0,

segue a identidade S(x) = Z(x) nos pontos de continuidade de ambas #
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2.8 Continuidade Uniforme.
2.8.A - Teorema basico.

Defini¢gao. Uma funcao f: A - R, com A contido em R? ou A c R, é uniforme-

mente continua se dado € > 0 entao existe d > 0 tal que

|f(a) - f(b)|<ese|a-bl<d, ondeaecAebeA.

Teorema 1. Consideremos f : K — R continua, com K compacto em R?. Entao,

f € uniformemente continua.

Prova. Por contradicao.

Suponhamos que exista € > 0 tal que qualquer que seja 0, = 1/n, existam

pontos a, e b,, ambos em K, tais que

=l <= o [fa) = Fb)]> €

A sequéncia (a,) é limitada e portanto contém uma subsequéncia (a,, )
convergente a um ponto p pertencente a K (cheque). E trivial ver que

ny>1,n9>2n3>3,.... Assim, temos

, para todo k£ em N.

1 1
n_bn <—< -
= bl < - <

Entao [reenumerando as subsequéncias (a,, ) e (b, ) se necessério|, podemos

supor sem perda de generalidade que
1
|a, — b,| < —, para todo n e N,
n

e que (a,) converge a p. Pela tltima desigualdade, a sequéncia (a, — b,)
converge a zero. Portanto, a sequéncia (b,) também converge a p. Pela

continuidade de f segue,

0<e< lim [f(a,)~ f(b)] = 1f(p) - F(p)] =0 4
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2.8.B - Continuidade Uniforme e Sequéncias de Funcoes.

Seja X um subconjunto da reta.

Seja f, : X -» C uma sequéncia de funcoes e f: X - C. Dizemos que (f,)
converge simplesmente a f se lim f,(z) = f(x), para todo x € X. Dizemos que

(fn) converge uniformemente a f se, para todo € > 0, existe N € N tal que

|fn(x) = f(2)| <€, quaisquer que sejam n> N e x € X.

Figura 9: Convergéncia uniforme sobre X c R.

Evidentemente, convergéncia uniforme implica convergéncia simples.

Exemplo 2. Para cada n, considere a funcao continua

", se 0<xr <1,

fn(x) = {

1, sel<x<2.

Temos
0,se0<x<1,

1,sel<x<2.

F(@) = lim f, () = {

A sequéncia (f,,) é de fungoes continuas mas a funcao f nao é continua.
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Segue um esbogo dos graficos das f,/s e de f(x) =lim f,.

f f4

Figura 10: Ilustracao ao Exemplo 2.

Suponhamos que as sequéncias de fungoes (f,,) e (g,) [definidas em X] con-

vergem uniformemente as fungoes f e g, e A € C. Valem as propriedades abaixo.

o (fu+gn) e (AMfn) convergem uniformente a f + g e Af, respectivamente.

e Se f e g sdo limitadas entao (f,g,) converge uniformemente a fg.

Teorema 3. Seja (f,) uma sequéncia de fungoes, definidas em X, continuas em
xo e convergindo uniformemente a f: X — C. Entao, f é continua em x.

Prova. Seja € > 0.

Existe N tal que |f,(z) - f(z)|<esen>N exeX. Como fy é continua,

existe 0 > 0 tal que se x € (g — 0,20+ 9) N X entdo |fy(z) - fv(xo)|<ee
[f (@) = f(xo)l <[f (@) = fn (@) |+ |fx (@) = fv (o) |+ [ v (20) = f (wo)| < e+ e+ e

Teorema 4. Seja (f,) uma sequéncia de fun¢oes continuas em [a,b] c R, a

valores complexos e convergindo uniformemente a f : [a,b] — C. Entao segue

n—oo

b b
Prova. Seja € > 0.

Pelo Teorema anterior, a funcao f é continua e integravel. Por hipdtese,
existe N tal que, se n > N entao |f,(z) — f(z)| < €, para todo x € [a,b].

Dado n > N temos

fabfn(x)dx—/abf(x)dx S/;b|fn($)—f(x)|dxé[abeda::e(b—a)q.
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Vejamos que a hipdtese “convergéncia uniforme” no Teorema 4 é necessaria

Exemplo 5. Seja f,,:[0,1] = R a sequéncia de fungoes

n?x

se x € [O, an],
fa(x) =1 2n-2n2z sexc [%, %],
0 se T € [%,1].
fg
3
2
f3
1
f1
5 3 1

Figura 11: Ilustragao ao Exemplo

[Vide figura acima.] Temos

lim f,(x) = 0, para todo z € [0,1].

Computando areas de triangulos é facil verificar que

1
/ fo(z)de = %, para todo n € N,
0
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Proposicao 6 (Critério de Cauchy para Sequéncias de FungGes). A
sequeéncia de fungoes f, : X — C converge uniformemente para alguma funcao

f:X - C se e so se para todo € >0 existe N em N tal que
|fu(x) = fr(2)| <€, para quaisquer n,m > N e x € X.
Prova.

(=) Dado € > 0, por hipétese existe N € N tal que se n,m > N e x € X, temos

|fu(z) = f(z)| <€eel|fm(z) - f(x)| <e Logo,
|fn(z) = frn(2)] < €+ € =2e.

(<) Dado z € X, a sequéncia (fn(m)) é de Cauchy e converge. Seja

f(x) =1lim f,(x).
Dado € > 0, seja N tal que |f,(z) — fi(x)| <€, para todos n> N, m> N, e

x € X. Param — +oo, obtemos |f,(z) - f(z)| < e para todosn>N ez e X#

2.8.C - Continuidade Uniforme e Séries de Funcgoes

Dada (f,,) uma sequéncia de fungoes em X e a valores em C, o simbolo
+oo
2, In
n=1
denota a série de fungdes cujas somas parciais sao as funcoes

Sp=f1++ fn.

Esta série de fungoes converge, em seu dominio X, para uma fun¢ao s : X - C

se temos

Z fn(x) = s(x), para cada x € X.

n=1

A funcao
s(x) = Z:lfn(x%

definida nos pontos em que tal série numérica converge, é a soma da série Y12 fn.
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Definicao. A série de funcoes
+00
D fu
n=0
converge uniformemente a fungao s : X — C se a sequéncia (s,,) de suas somas

parciais converge uniformemente a s: X — C.

Teorema 7. Seja
+00
s(z) =Y. fu(z), onde z €[a,b],
n=1

uma série uniformemente convergente de fungoes continuas e valores complexos.

Entao, s: [a,b] - C é continua e

v[(fs(x)dm :;Z:/;bfn(x)dx.

Prova. Trivial, pelos dois primeiros teoremas desta secao#

Teorema 8. (Derivagao termo a termo) Consideremos

s(x) = ifn(x), onde x € [a,b],

uma série de funcoes de classe C, a valores reais, tal que a série das derivadas

+ 00

> I

n=1

converge uniformemente em [a,b]. Entao, a fungao s : [a,b] - R é de classe C'! e,

s'(x) = (Jifn(x)) = Jifé(a:), para todo x € [a,b].

Prova.

Segue do Teorema imediatamente acima aplicado a sequéncia de fungoes

(5n) = (it fn)s

42



Oswaldo Rio Branco de Oliveira

Proposicao 9 (Critério de Cauchy para Séries de Fungoes). A série de

funcgoes ¥.,% fn, definidas em X e a valores em C, converge uniformemente a

+o00
s(@) =) ful)
n=1
se e somente se para todo € > 0 existir N € N tal que
|fri1(x) + -+ fosp(z)| <€, quaisquer que sejamn>N,peNexeX.

Prova.

Basta aplicar o critério de Cauchy dada na Proposi¢ao 6 a sequéncia de

funcoes s, = fi1 + - + fn. De fato, vale a identidade

[ (@) + -4 frp(2)] = [snap(2) = sn ()[4

Teorema 10 (Teste M de Weierstrass). Sejam Y% f, uma série de fungoes,

de X em C, e uma sequéncia numérica de majorantes (M,,) satistazendo
+00
|fu(2)] < M, para todosneNexzeX, com ) M, < .
n=1

Entao, a série Y% fn converge uniformemente em X e a fungao

s(x) = ifm).

Prova. Seja x arbitrario em X.

Pelo critério de Cauchy para séries numéricas, dado € > 0 existe N € N tal
que

My ++ My <e, sen>NepeN.

A sequéncia s, = fi + -+ + f,, satisfaz
180 (2) = 8y (@) = | frnsr () + -+ fru(2)| < M1 + -+ M, <€, se n>m>N.

Logo, (sn(x)) converge. Impondo n — +oo segue |s(x) — s,,(z)| < € para

todom > N#
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2.8.D - Séries de Poténcias

Seja z a variavel complexa. No plano C, indicamos o disco compacto e a bola

aberta, ambos de centro na origem 0 e de raio R > 0, respectivamente por

D(0;R)={z€¢C: |z|<R} e B(0;R)={z¢C: |z|<R}.

Teorema 11 (Abel). Seja

+00o
Y a,2" = ag+ayz +axz® + -
n=0

uma série de poténcias e
p = sup {r D |an|r” converge}, onde p € [0, +00].
(a) Se |z| < p a série converge absolutamente.
(b) Se |z| > p a série diverge.
(c) A série converge absolutamente e uniformemente em D(0;71), se 0 <1 < p.

(d) A fungao
+ 00
f(2) =, anz"
n=0
é continua na bola aberta B(0;p), se p > 0. [Ainda que “estranho” em

Portugués, esta bola aberta é tradicionalmente chamada de disco de con-

vergéncia da série de poténcias ¥ .- a,z".]

Figura 12: O disco de convergeéncia (de fato, uma bola aberta).
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Prova.
(a) Trivial (cheque).
(b) Sponhamos que |z| > p e que Y7 a,2" converge. Consideremos w tal que
p <Jwl <]zl

Como a série Y,”a,2™ converge, segue que a,2" - 0 se n — oo e portanto

existe uma constante C' > 0 tal que |a,z"| < C' para todo n. Donde segue

n n
la, 2" % <M % , para todo n.

E trivial a convergéncia da série geométrica

|anwn| =

n
£ (),

n=0 |Z|

Entao, pelo critério da comparacao segue
Y la,w"| < oo com p< |w|4
(c) Segue de (a) e do Teste-M de Weierstrass pois
|a,2"| < |an|r™, se z e D(0;7), e Y |a,|r™ < oo.

(d) Trivial, pois polindémios sao fungoes continuas e o limite uniforme de fungoes

continuas é uma fungao continua)#

Como uma série de poténcias converge absolutamente em seu disco de con-
vergéncia, devido a linguagem de somas nao ordenadas [vide se¢ao 2.3] podemos

suprimir os extremos inferior e superior para séries de poténcias e entao escrever

f(z) =) a,2", paratodo z € B(0;p).
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2.9 - Integral Improépria na Reta.

Dado z =z +iy em C, com x e y reais, escrevamos
Re(z)=2 e Im(z)=v.
Dada uma fungao integravel g : [a,b] - C, definimos
/;bg(t) dt = /;bRe[g(t)]dt+¢fab1m[g(t)]dt.
Teorema 1 (Desigualdade Triangular Integral). Temos

| [Cowa < [Mawlar

Prova. Exercicio. [Como dica, considere 6 tal que e [’ g(t)dt = ‘ K g(t)dt‘ :

Definigoes. Seja f: R — C com Re(f) e Im(f) Riemann-integrdaveis em cada

intervalo fechado e limitado [a,b] da reta real.
e (Caso exista, o limite
b
lim f(t)dt.

a——00
b—+oco

é a integral imprépria de f, a qual é em geral indicada por

[ rwat

o0

e dizemos que tal integral converge. Senao, dizemos que tal integral diverge.

e Dizemos que a integral impropria

f: F(1)dt

é absolutamente convergente se a integral (imprépria)

[y,

é convergente (isto é, finita) ou, equivalentemente, se existe M > 0 tal que

b
f |f(t)|dt < M, para quaisquer a e b.

A integral impropria de f é absolutamente divergente se

[ 1po)dt = oo,
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Temos uma nomenclatura andloga para o caso a seguir.

Sejam a e b numeros reais. Consideremos
f : (a/7 b) g C’

com f integravel em cada intervalo fechado [r,p] c (a,b). A integral imprépria

de f é definida pelo limite, caso este exista,

fabf(x)da: = }LICI} [Tpf(x)da:.

p—b”

Temos defini¢oes analogas de integral imprépria, se o dominio de f é

(—00,b], (-00,b), [a,00), (a,o0), [a,b)ou (a,b].

Proposicao 2. Se f: R —» C é absolutamente integravel (sentido impréprio),
entao

f:R — C é integravel (sentido impréprio).
Prova.

E trivial ver que basta mostrar que a parte real Ref é uma fungao integravel

(no sentido impréprio) na reta.

Como f é absolutamente integravel, entao temos

0<Ref(t) +[f ()] <2[f (D).

Portanto, a integral imprépria de Ref(t) +|f(¢)| é convergente. Isto é,

[:o [Ref(t) +|f()]]dt < oo.

Donde segue

f:ﬁ%ﬂw+u@mﬁ_/juuwﬁ<w

Isto é,

[wRef(t)dt <o

Proposicao 3 (Critério de Cauchy). Seja f : R — C integrdvel em cada inter-
valo [a,b] contido em (—o0,00). Entao, existe a integral de Riemann impropria

de f em (—o00,00) se e somente para todo € > 0, existe um r > 0 tal que temos

/;b f(z)dx

Prova. Solicito ao leitor tal prova (é simples).

<€, para todo intervalo [a,b] c (—oo,r]U[r, 00).
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Dado um real z, as suas partes positiva e negativa sao, respectivamente,

x, sex >0, -z, sex <0,

0, sex<0, 0, sex>0.

" = max(x,0) = { e x” =max(-z,0) = {

Donde segue
zt>0 e 2720,
para todo nimero real x, e as identidades
— ot - +
r =xt-x, . x 5
|z| =a*+a, - =

Estas ultimas férmulas para z* e x~ revelam que

B
+
8

8

zt:R—>[0,00) e 27 :R—[0,00) sdo continuas.

Ainda mais,

‘ 0 <min{z*, 2"} <max{z*, 27} <|z| =" + 2.

Temos também

= =(-z)" e zt=(-x)".

Proposicao 4. As fungoes x* e x~ sao uniformemente continuas e satisfazem

2t —yt[ <z -y| e |-y |<|z-yl

Prova.

o Sejam x e y numeros reais. Pelas férmulas para 2+ e y* segue

P i R T ] B
2 2 2 2

A primeira desigualdade triangular garante

ST U1 B i

|z <
2 2

A segunda desigualdade triangular, ||x| - |y|| < |z - y|, mostra que

2" =yt < |w - yl.

o A prova para x~ segue de x~ = (—x)* #
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Dado um nimero complexo z = x + iy, com x e y reais, temos

0 <min{z*, 27, y*, vy} <max{z*,z”,y* y } <max{fz], ||y} <

<lzl <) +yl=at+ - +yt+y .

Dada ¢g:R - R, decompomos ¢ na forma
l9=9"-7]
segundo sua parte positiva g*(t) = [g(t)]* e sua parte negativa g=(t) = [g(t)]".
Dada f:R - C, escrevamos f na forma

S =uvriv)

segundo sua parte real u(t) = Ref(t) e sua parte imaginéria v(t) = Imf(t).

A seguir, decompondo u e v em suas partes positivas e negativas obtemos

f=@=u) +i(vt—v).

Proposicao 5. Seja [ : R — C, na forma f = u +iv. Entao, temos
0 <min{u*,u™, 0", 0"} <max{u*,u", v, 0"} <|f|<ut+u +vt 0.
Ainda, f é absolutamente integravel (no sentido impréprio) se e somente se
u" = (Ref)", u” = (Ref)”, v" = (Imf)" ev” = (Imf)~

sao todas integraveis (no sentido impréprio). Ainda mais, se f é absolutamente

integravel entao temos

/f(t)dt:fu”dt—fu‘(t)dt+ifv+(t)dt—ifv‘(t)dt.

o Consideremos um intervalo compacto arbitrario [a,b]. Suponhamos f Riemann-

Prova.

integrével em [a,b]. Logo, as partes Ref e Imf sao integraveis em [a,b].

Como as funcoes z* e x~ sao continuas na reta, segue que as composicoes
u* = (Ref)* eu = (Ref)~ sdo continuas nos pontos em que Ref é continua.
Isto mostra que faz sentido investigarmos a existéncia (ou nao) da integral

impropria da funcao Ref. Vale uma argumentacao analoga para Imf.

o O restante da prova é trivial. cheque. #
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2.10 Integral Imprépria no Plano e respectivos Tonelli e Fubini.

Dado x € R. Sejam z* = max(x,0), a parte positiva de z, e = = max(-z,0) a
parte negativa de = [vide propriedades na segao 2.9]. Consideremos uma fungao
f:R?-C.

Suponhamos que a restricao

f

: la,b] x[e,d] - C
[a,b]x[c,d] [ ] [ ]

é integravel em todo retangulo fechado e limitado [a,b] x [¢,d] contido no plano.

Dizemos que f é absolutamente integravel (no sentido impréprio e no plano)

se existe uma constante M > 0 satisfazendo

ff |f(x,y)|dxdy < M, para todo n.

[-n,n]x[-n,n]
Se p : R?[0,00) [logo, p = p(x,y) é positiva ou ndo negativa] é absolutamente
integrével, dizemos de forma breve que p é integravel (no sentido impréprio).

Ainda, definimos

f/p(m, y)dxdy = sup f p(x,y)dxdy: onde ne N} e [0,+00).
R2

-n,n]x[-n,n]

Tal sup é finito, pois p = p(x,y) é (absolutamente) integravel no sentido impréprio.

Para aspectos préticos, destaquemos que (é trivial ver)

ffp(w,y)dfvdy = lim f p(z,y)dxdy.
R2 [-n,n

Ix[-n.n]
Sendo assim, dada f : R? - C absolutamente integravel segue que as fungoes
u=Re(f) e v =Im(f) também sdo absolutamente integraveis. Ainda mais, as
partes positivas e negativas de u = Re(f) e v = Im(f) [naturalmente indicadas
ut = (Ref)*, u= = (Ref), vt = (Imf)* e v™ = (Imf)~, vide segao 2.9] sdo fungdes
positivas (ndo negativas) e integraveis no plano e no sentido impréprio. Definimos
entdo a integral dupla (no sentido impréprio) de f pela férmula

[ffda:dyz//u+d:r;dy—ﬂu_dmderi//v+dxdy—iffv_da:dy.
R2 R2 R2 R2

RQ
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Teorema 1 (Tonelli, para integrais impréprias). Seja f : R?2 — [0,+00)

continua. Suponha que as fungoes

v [ f@ydy e ye [ J@yds

estao bem definidas [a valores finitos em [0, +00)] e sao continuas. Entao temos

[ [ r@ydsay= [ [ r@yydyaz= [ 1Gey)dedy.

[Os valores destas trés integrais imediatamente acima sao iguais, finitos ou nao.|

Prova.

o Dados n e m, ¢é trivial ver que a continuidade uniforme de f no retangulo

[-n,n] x [-m, m] garante a continuidade (cheque) da fungao integral

Y- fnf(:c,y)dx, onde y € (-m,m).

Donde segue a continuidade de

Yy f f(x,y)dz, onde y € R.

XY://f(x,y)dxdy.

O teorema de Fubini para continuas e em retangulos mostra que

[/ fx,y)dxdy = [: [:f(x,y)dxdy < [: f f(x,y)dxdy < XY,

[-n,n]x[-n,n]

o Seja

Logo, a integral dupla imprépria de f (indicada por D) satisfaz
D= /f2 f(z,y)dxdy < XY.
R

o A desigualdade XY < D. Fixemos r > 0. Por definicao, basta mostramos

[:[f(x,y)dxdys/fRQf(x,y)dxdy.

Seja € > 0. Consideremos y € [-r,r]. Por defini¢ao de integral imprépria

(para funcoes positivas), existe n =n, (n depende de y) tal que

ff(xay)d$—€<[:f(x,y)dm.
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Entao, por continuidade (na varidvel y) das duas tltimas integrais segue

que existe um intervalo aberto I, centrado em y tal que temos

(1.1) [ fz,t)dr—e < [nf(x,t)dx, para todo t € [,,.

A colecao de intervalos abertos {1, : y € [-r, 7]} forma uma cobertura aberta
de [-r,7], 0 qual é compacto. Entao, existem y1,...,yx em [-r, 7] tais que
[-r,r]c I, u-uUl

Yk *

Seja N =max{ny,,...,n,, } [independente de y|. Pela equacao (1.1) segue

N
[ flz,t)dr —e< [N f(z,t)dz, para todo t € [-r,r].

Donde segue (aplicando Fubini para continuas em retangulos)

[ [ s vasiisers (7 [ enaear= [ o< .
[~r,r]x[~N,N]

Isto é, para todo € > 0 temos

frff(x,y)dxdySDJr%r.

Donde segue

f ff(x,y)da:dyéD eentao XY <D

| [ r@yayaz =D,

basta utilizar a fungao g(x,y) = f(z,y) #

o Para provar

A passagem do teorema de Tonelli (para fungoes positivas) ao teorema de
Fubini (para fungdes nao necessariamente positivas) nao é tao imediata como

podemos imaginar a principio. Um pequeno cuidado é necessario.

A seguir, provamos o teorema de Fubini.
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Teorema 2 (Fubini, para integrais impréprias). Seja f: R? — C continua.

Suponha que as fungoes

oo [U@oldy e yo [1F @yl
sao continuas (em particular, bem definidas e a valores finitos). Vale o que segue.

(a) Sao continuas as fungoées

v [ F@ydy e yo [ J@yn

(b) Se
ff|f(x7y)|dxdy<oo,
entao
[ [ t@wdzdy= [ [ s@paydz= [[ | feydedy <co.
Prova.

(a) E trivial mostrar que as integrais em (a) estdo bem definidas (cheque).

Resta mostramos a continuidade das respectivas funcoes.

Redu¢do. Como g(z,y) = f(y,x) satisfaz as mesmas hipdteses que f, vemos

que basta provar a continuidade da aplicacao

wr F(@) = [ f(zy)dy.

A continuidade de F. Seja xy € R. Seja ¢ > 0. Devido as hipdteses, existe

r>0 (e fixamos 1) tal que
(2.1) o Fonldy <

E trivial a continuidade da funcao (vide passo 1 do teorema de Tonelli)

ve [Ty

Assim sendo, pelas hipdteses, segue a continuidade da diferenca de continuas

v [ 1faldy= [ Gy [ 1f )y
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Entao, e por (2.1), existe um intervalo aberto I centrado em xg tal que

fll |f(x,y)|dy < €, para todo x € I.
y|zr

Seja x arbitrario em /. Escrevamos

(22) F@)=F(wo)= [ [/(e.9) = Fao)ldy+ [ [f(@.y) = f(zo.y)dy.

lyl<r ly|>r

Estimando a tultima integral, temos
(2:3) S 7wl o)y < 2

E trivial a continuidade da funcéo (passo 1 do teorema de Tonelli)

t [ f(ty)dy.
Logo, encolhendo I se necesséario, podemos supor

<E.

‘—/|?;|sr[f(x’y) = f(z0,y)]dy

Combinando as duas iltimas desigualdades e a equagao (2.2) encontramos

|F(z) - F(x0)| < 3¢, para todo x € I.

Com as notagoes ja adotadas, decompomos
f=u+iv, u=ut-u" e v=v'-v,

com u* e v* as respectivas partes positivas e negativas de u = Ref e v = Imf.
Ja vimos que z* : R - [0,00) e 27 : R - [0,00) s@o continuas [se¢ao 2.9].

Logo, as composigoes u* = (Ref)* e v* = (Imf)* sdo continuas. E claro que
O<u*<|f] e O<ov*<|f]

Donde sao finitas (e bem definidas) as oito integrais

(2.4) / u*(x,y)dy, [ u*(x,y)de, [ v*(z,y)dy e / v*(z,y)dx.

Afirmagdo. Estas oito (ultimas) integrais sao continuas. Provemos.
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Reducdo 1. Basta checar a continuidade para as duas integrais relativas

au*. De fato, —f e —i f satisfazem as mesmas hipdteses que f e temos
u” =(-u)" e v=Re(-if).

Redugdo 2. Como h(x,y) = u*(y,r) satisfaz mesmas hipdteses que u+,

basta provarmos a continuidade da aplicacao

x> U(x) = / u(x,y)dy.

A continuidade de U. Sejam xq, 7 e € como em (a). Seja I o intervalo

encontrado em (a).

Seja x arbitrario em /. Analogamente a (2.2), escrevamos

U@)-UGwo) = [ [ ()= oo, )Yy + [ [ (o) = (o,) .

lyl<r ly|>r

Pela desigualdade |u*| < |f] e pelo ja visto em (a) [equagao (2.3)] segue

[ ) = o wldy| < [ [ o)l 1 o) ]dy <

i lyl>r

Analogamente a (a), temos a continuidade da funcao

t fru+(t,y)dy.

Logo, encolhendo I se necesséario, podemos supor

‘L|<T[u+(x,y) —u* (2o, y)]dy| <e.
Combinando as duas ultimas desigualdades encontramos
|U(z) - U(xg)| < 3¢, para todo x € I.

Logo, U é continua.

Vimos que as oito integrais em (2.4) sdo continuas.

Conclusdo. Pelo teorema de Tonelli, os valores das duas integrais iteradas e
o valor da integral dupla de u* coincidem. Analogamente para u~, v* e v™.
Portanto, devido a hipdtese em (b), todas estas doze integrais sao finitas.

Entao, por linearidade segue a tese #
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2.11 A integral [edl = /7.

Esta secao utiliza coordenadas polares, integral imprépria e integral dupla.

-45

Figura 13: Tlustracdo para [ e = /7.
Apesar de nao termos uma férmula elementar para a funcao
z 2
g(x) = / e " dt, onde x >0,
0
conseguimos computar a integral de e~ em toda a reta. Notemos que
g ¢é positiva e crescente em (0, +00).

Assim, existe (como nimero real positivo ou como o valor +o0) o limite

+oo 2
lim g(z) = / e du.
0

T—>+00

~ o). 2,
Como a funcao positiva e=*" é par, temos

+oo +00
I= / e dy = 2[ e~ du.
—00 0

A seguir, computamos I% = I.I e mostramos que [? = 7.
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Seja r > 0 e arbitrario. Notemos que

I’=11-= lir+n (/ e‘xzdx) (f 6_y2dy)
= lim [f[ e(””QWQ)dxdy].
r—=+o00 [=rr]x[-rr]

Seja 0 =(0,0) a origem do plano R2. Sejam

D(0;7) = {(x,y) eR?: /22 +92 < 7’}

o disco de centro na origem e de raio r e o quadrado @, = [-r,7]x[-r,r] de centro

na origem. Valem as relacoes

D(0;7) ¢ Q, c D(0;2r) c Qo,.

Devido a tais relacoes, e a desigualdade e~@*+¥*) > 0 em todo ponto (z,y), temos

lim [ﬂ 6(”2+92)dxdy] = lim [/f e(x2+y2)dafdy].
rotoo r r=>+00 D(0;r)

Donde segue
= lim [f[ e~ @ty )dxdy]
r—+oo | JJD(0;r)
Utilizando coordenadas polares escrevemos
x = pcosh, p? =22+ y?
e
y = psinb, com p>0 e0<f<27.
O determinante da matriz jacobiana da aplicacao J(p,0) = (pcosf, psinf) é
det J(p,0) = p.

Entao, efetuando tal mudanca de coordenadas encontramos

= lim [ﬂ e’ pdpd@]
r—>00 0,r]x[0,27]
T 5 2
= lim (f pe? dr) (f dé’)
r—+00 0 0

—p?
= lim (_e_
2

r—>+00

T

)27r=7r+
0
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2.12 Continuidade e Derivagao sob o Sinal de Integracao.

Teorema . Seja ¢ : R xR — C continua.

(A) Suponha que exista uma fun¢ao majorante M : R — R satisfazendo
lp(z,t)] < M(t) para todos x et, e [ M(t)dt < oo.
Entao, esta bem definida e é continua a seguinte funcao

F(z) = [ oz, t)dt.

(B) Mantenha as hipéteses e as notagoes em (A). Suponha a continuidade (nas

duas variaveis juntas) da derivada parcial

< M(t), para todos x e t.

0 0
a—i(:ﬁ,t) e que ‘a—f(x,t)
Entao, F é derivavel e
0
F'(z) = f 92 (2, t)dt.
ox
Prova.
o Reducao. E claro que podemos supor que ¢ assume apenas valores reais.
¢ Boa definicdo de F'. Fixemos um x arbitrario. Por hipétese temos
0< (e, t) +|o(a,1)] < 2p(e, )] < 2M (1) com f M(t)dt < oo.

Segue (cheque)

f o(x,t)dt < oo,
o Continuidade. Primeiro, mostremos a continuidade de
Fo(z) = f o(z,t)dt.

Seja [-r,r] na reta . Por continuidade, ¢ é uniformemente continua em

[-7,r] x [-n,n]. Seja e >0. A continuidade uniforme garante ¢ >0 tal que

lp(z1,t1) = (22, t2)| < € se [(21,11) = (22,12)| < 6,

onde (z1,t1) e (z2,ty) pertencem a [-r,r] x [-n,n].
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Entao, para quaisquer z; e x5 em [-r, 7] e tais que |1 — 25| < 0, temos

Fu(e) = Ful@2)l < [ lo(an,t) = (.0t < 2ne

Logo, F;, é uniformente continua em cada [-r,r] e entao continua.

Para finalizar esta parte, para todo x temos

Fy(2) - F(2)| < [|| (e, 6)|dt < fu M(t)dt e fn M()dt =5 0.
ti>n ti>n ti>n
Logo, F,, - F uniformemente e portanto F' é continua.

¢ Diferenciabilidade. A prova acima implica a continuidade de

Gn(z) = Ing—i(x,t)dt eque G(x) niforme, f ggo(x t)dt [continua].

n

Tal convergéncia uniforme garante

[OTGn(x)dxH/;ng—i(:c,t)dtd:c.

Pelo teorema de Fubini (vide segao 11) segue

/ G, (z)dx = [ / (z,t)dtdr = / [ —(m t)dxdt

Chegamos entao a

foTGn(l‘)d“ /_n[so(f,t)—go(o,t)]dt

n

Impondo n — oo encontramos, para todo 7 na reta, a identidade

f f (z,t)dtdz = [ o(7,1)dt - [ 0(0,1)dt = F(7) - F(0).

Pelo Teorema Fundamental do Célculo o lado esquerdo acima é derivavel e

Iy _
f%(T,t)dt—F(T)é

Importante. Em geral, obtemos uma fun¢ao majorante (no sentido do enunci-
ado do teorema) para ¢ e outra para (9p)/(0z). Isto é o suficiente, pois a soma

destas fungbes majorantes ¢ uma majorante tanto para ¢ como para (Jd¢)/(0x).

Para outras provas e resultados sobre diferenciagao de integrais, vide
http://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-DERIVAR-SOB-INTEGRAL. pdf.
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2.13 Integral sobre Curvas em C.

Sejam €2 um conjunto aberto no plano complexo e uma funcao f : 2 - C.
Seja zp um ponto em 2. Analogamente ao caso real, a fungao f = f(z) é dita

continua em z = 2y se para todo € > 0 existe d > 0 tal que temos

|f(2) = f(20)] <€ se |z -z <0

Também analogamente, f é derivavel no ponto zy se existe o limite (a derivada)
(an) = i TS 00)

Ainda, f é analitica em {2 se para todo ponto zy € €, existe uma bola aberta

B(zp;7), de centro zy e raio r > 0, onde r dependende de zy, e uma série de

poténcias Yo" a,(z — zo)" centrada no ponto zy tais que temos

f(2)=> (2= 2)" =ag+a1(z - 20) + az(z — 2)* + -+, para todo z € B(z;7).
n=0

Comentario.
A famosa féormula integral de Cauchy diz que se f é derivdavel em todo
ponto de um aberto entao f é analitica neste aberto, mas nao precisaremos
deste teorema nestas notas. O reverso (toda funcao analitica é infinitamente
derivével) é razoavelmente facil de mostrar. Pois, toda série de poténcias
(interpretdvel como um polindmio infinito) é infinitamente derivével e pode

ser derivada termo a termo (analogamente a polinomios). [Vide

http://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-SOMA-SERIE-POT. pdf]
Se existir um nimero p > 0 tal que {/|a,| < p para todo n entao temos

|an||z = zo0|™ < (plz = 20])"

e portanto a série de poténcias converge absolutamente em cada ponto z
satisfazendo p|z — 2| < 1 [pois toda série geométrica de razao estritamente
menor que 1, em valor absoluto, é uma série absolutamente convergente).
Neste caso, a série de poténcias converge absolutamente na bola B(zg;1/p)

e define, com a linguagem de somas nao ordenadas, a funcao complexa

1
f(2) =) an(z-2)", para todo z € B(z; R) [onde R= —] :
p
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Consideremos uma curva 7 : [a,b] - C. Escrevamos
() = x(t) +iy(D), com x(t) =Re[y(1)] e y(t) =Tm[(t)].
Suponhamos que 7 é de classe C! [derivavel e com derivada
V(1) =2 (t) + 1y (1)

continua. Suponhamos também que a imagem de 7y estd contida no aberto 2 e

que a funcao f: € — C é analitica.

A integral de f a longo da curva v ¢é definida por

b
[ #@az= [T 16wy 0
Notemos que escrevendo
f=u+iv, com u=Re(f)ewv=Im(f),

torna-se trivial desenvolver a multiplicacdo f((t))y'(t).

Suponhamos que f tem uma primitiva F': 2 - C. Isto é, temos
F'(z) = f(2), para todo z € (.

Entao, pela regra da cadeia encontramos

[1@iz= [ o)y @
_ [ab(Foy)’(t)dt

:fab(uoy)’(t)dt+z‘fab(vo7)’(t)dt

- (Fom)()|.

= F(7(1)) - F(v(a))-
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2.14 O Indice de uma Curva

Suponhamos que a curva 7 : [a,b] - C seja de classe C! e tal que

7(a) = ()

Dizemos entao que 7 é fechada ou um lago ou um loop. A seguir, consideremos

um ponto 2y = p no plano complexo. Suponhamos
~(t) # p, para todo t.
Sob tais condigoes, podemos decompor a curva 7(t) — p na forma
y(t) =p=r(t)e”™, onde r(t) = y(t) - pl,

com 7 : [a,b] = (0,+00) de classe C' e 0: [a,b] = (-0, 00) também de classe C1.
[Vide http://www.ime.usp.br/~oliveira/MAT225Cap7 . pdfl]

() T -p=r@)e®

0(t)

Figura 14: Tlustracao & representagao v(t) —p = r(t)e?®.
O Indice da curva ~ em relagao ao ponto p = zg é o nimero

Ind(7; 29) = Ind, (2) = %We(a).

Como temos (b) =y(a), entdo o indice é um nimero inteiro n. Temos n > 0
se a curva tem o sentido anti-horario e n < 0 se a curva tem o sentido horario. O
valor absoluto |n| representa o niimero de voltas que 7y d4 em torno de p =z e o

sinal de n representa a orientagao (o sentido) da curva. Vide figuras abaixo
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O X

Ind (2,) = -1 Ind (z,) = -1 Ind () =0
[nd, ()= +I] Ind () =+2

Figura 15: O indice de uma curva v em relagdo a um ponto p = z.

Proposigao. Seja v : [a,b] — C de classe C' e fechada e um ponto p que nao
esta na imagem de . Entao, temos

1 dz
Ind(7;p) = =— [

2niJ z-p
Yy

Prova. Como acima, escrevamos Y(t) — p = r(t)e??®. Notemos que r(b) = r(a).

1 f dz 1 fb Y'(t) gt
omi Jyz—p  2miJa y(t)-p
1 b/ (t)e?® + ()il (t)e?®
- _/ , dt
27i Ja (D)@

- QLM/:)[:"’((;)) +i9’(t)]dt

- % [ln[r(t)][ . z'e(t)m
[In7(b) —Inr(a)] +i[0(b) - 0(a)]

21

Temos,

NORION
27
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Exemplo. Consideremos a circunferéncia de centro na origem e de raio 1 e

parametrizada no sentido anti-horario

y(t) =€, onde 0 <t <2r.

Figura 16: A curva y(t) = e, com 0 <t < 27

E trivial vermos que

dZ 21 ieit 27
f-:f _dt=i [ dt=2mi.
v Z 0o ev 0

1 d
—,f—zzl.
2mi Jy z

Observemos ambém que 6(t) =t satisfaz

Logo,

0(2r)-60(0) 27-0
2m o7

=1.

Geometricamente, é visivel que a curva 7 d4 uma tnica volta em torno da

origem e no sentido anti-horario. Isto é,

Ind(~;0) = 1.
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2.15 Método das Fracgoes Parciais para Quociente de Analiticas.

Nesta secao estamos interessados em como simplificar o quociente de duas
fungdes analiticas (definidas abaixo nesta pagina)

f(2)

9(2)’

Na segao 2.8 - Continuidade Uniforme ja vimos (Teorema de Abel) que dada

onde zeC.

um série de poténcias (centrada na origem)
+00
> e
n=0
entao existe um raio de convergéncia p tal que a série de poténcias converge

absolutamente em cada ponto no disco de convergéncia B(0; p) e, ainda, converge

uniformemente e absolutamente em cada disco fechado
D(0;r)={z:|z|<r}, onde 0<r<p

[obviamente, se p > 0]. Na segao 2.13 - Integral sobre curvas em C ja comentamos

um pouco sobre fungoes analiticas. Veremos aqui um pouco mais.

Funcao Analitica. Sejam ()2 um aberto no plano complexo e uma funcao
f:Q — C. Dizemos que f ¢é uma fun¢io analitica no aberto () se para cada ponto
2z € ) existirem uma bola aberta B(zg;r) ={z€ C: |z -z <r} deraior >0e
uma sequéncia de coeficientes complexos (¢, )y satisfazendo

+00
f(2) =) ez - 2)", para todo z € B(zp;r).
n=0
Notemos que a sequéncia (c¢,) depende do ponto zg. De forma breve, dizemos que

f:Q — C é analitica se f é localmente representavel por uma série de poténcias.

Para facilitar o estudo das propriedades das séries de poténcias da forma

> cn(z = 20)™ é usual utilizar a translagdo w = z — zy e entdo estudar
+o00
Z cpw™.
n=0
Isto ¢, basta analisarmos séries de poténcias centradas na origem [isto ¢, z = 0.

Assim, a menos que alertado o contréario, os comentarios abaixo se referem a

séries de poténcias centradas na origem.
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O matematico Carathéodory uma vez comentou sobre séries de poténcias
“Pode-se computar com elas quase como se computa com polinomios.” Certa-
mente é trivial ver que para somar e subtrair duas séries de poténcias (centradas
na origem e com mesmo raio de convergéncia) basta somar ou subtrair os respec-
tivos coeficientes. Analogamente, é trivial multiplicar uma série de poténcias por

uma constante complexa (arbitraria).

A derivagao de uma série de poténcias também é trivial. [Para a prova deste
resultado e de outras propriedades aqui citadas sobre séries de poténcias, vide
http://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-SOMA-SERIE-PQT. pdf]

Suponhamos
= Z Cn2" = Co+ 12 + cp2% + -+, para todo z € B(0;7).
Entao, temos
+00
f'(z) = Z nc,2" = c1 +2cyz + 3c32? + -+, para todo z € B(0;7).
"

Isto é, analogamente a polinomios, derivamos termo a termo uma série de poténcias.

Observemos que temos

f(0)=co e f'(0)=

Também podemos derivar a funcao derivada f’. Obtemos

f'(z) = 2o n(n=1)e,2" e f(0) = 2cp.
n=2
Portanto f ¢ infinitamente derivéavel e
_ f™(0)

"ol

Donde segue (
f(2) = Zf FO)

Assim, a fungao f é representada pela sua série de Taylor (no caso, pela série

de Taylor na origem).
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Também podemos multiplicar séries de poténcias. Suponhamos
f(2) =Y anz" e g(z) = > b,2", ambas para todo z € B(0;r).
Entao, analogamente a multiplicacao de polinémios, obtemos
f(2).9(z) = [ao a1z +agz? +azz + ---][bo + b1z + boz? + b3z + ]

= agbg + (agby + a1by)z + (aghy + ayby + aghy)z* + -+, para todo z € B(0;7).

Isto é, temos

+00
(f.9)(2) = f(2).9(2) = > cu2", onde ¢, = Y. ajby.
n=0 jt+k=n
Também podemos (com cuidados minimos) dividir séries de poténcias. Con-
sideremos uma funcao
g:B(0;r)~>C
dada por uma série de poténcias que converge em todo ponto da bola B(0;r)

[com 7 > 0] e satisfazendo
g(0) #0.

Por continuidade podemos supor r pequeno o suficiente tal que g nao se anula.

Para facilitar ainda mais, suponhamos ¢(0) = 1. Escrevamos
g(2) =1+ b2+ by2? + bgz® + -,

Entao, existe uma sequéncia complexa (c,) tal que

1

ﬁ = Z c,2" para todo z € B(0; p), para algum p > 0.

g(z

Para determinar os ¢,s basta efetuar a multiplicacao indicada e identificar coefi-
cientes

1= [1 + b1z +byz? + b3z + "'][Co F 12+ Co2g + C32° + ]

Entre as funcoes analiticas, merecem destaque as fungoes abaixo descritas.

Funcoes Inteiras. Dizemos que f: C — C é uma fungao inteira (no sentido
de Weierstrass) se f é representada por uma série de poténcias centrada na origem.

Isto é, se existe uma sequéncia de coeficientes complexos (c,) satisfazendo

+00
f(2) =) ¢,2", para todo z € C.
n=0
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Os comentdrios sobre fungoes inteiras (definidas no plano complexo) que se-
guem abaixo se estendem, com os devidos cuidados, para fungdes analiticas (de-

finidas em abertos no plano complexo).

Propriedade da Translagao. Sabemos que dado um polinémio P(z) e um

nimero complexo zy, entao
Q(z) = P(z + z) também é um polindmio.
Analogamente, dada uma fungao inteira
f(z)=>a,2", onde z €C,
e um numero complexo zy, podemos escrever
g(w) = f(w+z) = Y b,w" para todo w e C.
Para determinar os coeficientes b,s basta efetuar ingenuamente os computos
f(w+2g) = ag+ay (w+zg)+ag(w+2q) 2 +az(w+zp )3+ = [a0+alzo+a2z§+~~-]w0+[~--]w1+--~.
Assim, dada uma funcao inteira
f(z) = Z an2"
e um numero complexo arbitrario temos

_ S (20) '

f(w+z) =) b,w", para todo w e C |notemos: b, ‘
n!

Isto mostra que uma funcgao inteira é representavel (em todo o plano complexo)
por qualquer uma das suas séries de Taylor. Isto é, dado um ponto zy arbitrario,

existe uma sequéncia de coeficientes complexos (a,) satisfazendo

f(2) =) an(z-2)", para todo z € C.

Vejamos mais algumas similaridades entre séries de poténcias e polinomios.
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Zeros Isolados. Sabemos que os zeros de um polinémio sao isolados (pois em
quantidade finita). Analogamente, os zeros de uma fungao que é dada por uma
série de poténcias também sao isolados (mas nao necessariamente em quantidade

finita). Dada uma funcéo inteira

f(z)= Z an2"

nao identicamente nula é claro que ao menos um coeficiente é nao nulo. Logo,

existe o “primeiro” coeficiente ay nao nulo. Temos entao
f(2) = 2N[an + ani1z + a2z’ + ] = 2V g(2), com g(0) #0.

Notemos que g(z) é uma fungao inteira que nao se anula em alguma pequena
vizinhanca da origem. Isto mostra que os zeros da funcao inteira f também sao

isolados.

Composicao. Consideremos duas fungoes inteiras

f(z)= Zanz" e g(z)= anz”.

Entao, analogamente a polinomios, a composi¢ao

H(6() = S (; bmzm)n

¢ também uma série de poténcias convergente no plano complexo. Isto é, existe

uma sequéncia de nimeros complexos (¢,) tal que temos
n
S (Sbazn) = e
n m p

Quociente. Vejamos dois casos bastante praticos.

Caso I. Suponhamos que f(z) e g(z) sao fungoes inteiras, nao nulas, e

9(20) = 0.

Entao, zg é um zero isolado da func¢ao g(z). Suponhamos que zy é entdo um zero

de ordem m > 1 de g. Isto é, podemos entao escrever

9(2) = (2= 20)"G(2)
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com G(z) uma série de poténcias convergente em todo o plano e com G(z) nao

se anulando em uma pequena bola aberta B(zp;7) centrada em z.

Pode ocorrer ou nao que f(zp) = 0. De qualquer forma, existe n > 0 tal que

podemos escrever
f(z) = (2-2)"F(z)
com F(z) uma série de poténcias convergente em todo o plano e, supondo r

pequeno o suficiente, com F'(z) nao se anulando na bola B(zg;7).

Sob tais hipoteses, temos

) _ (z-z)" F(2)
() " (G207 G(2)

A situacao “mais interessante” se da quando ocorre

em B(z0;7) ~ {20}

g=m-n>0.

Neste caso, como F' e G sao séries de poténcias que nao se anulam em B(zg;7),
supondo r pequeno o suficiente podemos escrever
F(z)
G(z)

H(z)

com H(z) uma série de poténcias centrada no ponto zy e que nao se anula na

bola B(zp;r). Isto é, temos uma simplificagdo do tipo

f(z) _G* c1(z—20) +ca(z—29)% +
9(2) (2 - 2)1
i (2 - 20)1 ’ (2= z9)0 !

para todo z € B(zo;7) e com ¢ # 0.

ot gt gz —20) + o,

Ou ainda, em uma vizinhanca de zy temos

f&)
9(z) — (2—20)1

c]‘ e Cq_l
e ot e+ J(2),

com J(z) uma série de poténcias centrada no ponto zg.

Caso II. Suponhamos que f(z) é inteira e que ¢g(z) é um polinémio complexo
g(2) = p(z) de grau 2 com duas raizes complexas distintas (a anélise é similar se

o grau do polinémio é maior que 2).
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Podemos supor, sem perda de generalidade, que o coeficiente dominante de

p(z) é 1. Escrevamos

p(z)=(z-a)(z-B), com a#+ .
Entao, existem duas constantes complexas A e B satisfazendo

A
(z—a)l(z—ﬁ) :z—a+zfgﬁ’ para todo z € C~ {a, #}.

Donde segue

1) _ G, )

o) e i para todo z € C~ {«, 8}.

Basta entao agora simplificar os quocientes

IONNIE)

2 -« Pk

conforme a conveniéncia. Por exemplo, suponhamos f(a) = 0 mas f(5) # 0.

Neste caso temos

z . N
M = F(z), com F uma série de poténcias convergente no plano.
Z-«

Correspondente a raiz 8 encontramos uma simplificacao do tipo

[) _J(B)+ o) +da(z= B+ C
z- z-p z=f

com Cuma constante complexa e ¢(z) uma série de poténcias convergente no

+p(2),

plano.

Em resumo, neste particular caso obtemos

f(z) _ C
vy = g + 2(2),

com C uma constante complexa e ®(z) uma série de poténcias convergente em

todo o plano.
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2.16 A integral [

snfldt = oo e a integral [ S2idt=r.

Figura 17: O grafico de

sint
t

Pelo primeiro limite fundamental temos

L,

E facil ver que sinc(t) é uma fungao par.

Exemplo 1. Mostremos que

Prova.

set+0,
set=0
dt = 0.

o Pelo primeiro limite fundamental, existe d > 0 tal que
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o Estimemos a integral do médulo do seno cardinal nos intervalos
[0,7],[2m,37], [47, 5], ....

Fixemos n > 0. Com a mudanca de variavel ¢ = 2n7 + s obtemos

2nm+m | gin ¢ Tsin(2nm + s T sins
/ lsin] |dt:/ sin(2nr + 5) )ds:/ ds
2 0 2nm + 8 0 2nm+s

N
d 2
Z/ s/ ds
0 2nT+T

2
T 42n+ D
Donde segue . »
[ SlTnt LElmD 35w Ikt

Exemplo 2. Mostremos que

sinx
[ dr =T.
T

Prova. Mudemos para a variavel complexa z. Entao
sin 2z z 22 ¢
—_— + cee

sine(z) = = —§+3! o

é uma série de poténcias convergente em todo ponto do plano [sinc(z) é inteiral.

Devido a paridade da fungao (sinz)/x temos (se existirem)

sin x Rsinx . +Rging
dr = lim

sinx +oo .
[ d =2 [ dz = lim 2
€ 0 X R—+o00 0 xr R—+00 J_R X

[O segundo e tltimo limite é dito valor principal da integral de (sinz)/x na reta.]

Z.

E evidente a decomposicao

12 1
f(z) = ez +9g(z), com g inteira.
z oz

(E2.1)
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Seja C' a semi-circunferéncia denteada, no semi-plano superior, esbogada.

Y

28

-R —€ 0 ¢ R X

Figura 18: A semi-circunferéncia denteada C' (Exemplo 2, se¢ao 2.16).

Seja I'g a semi-circunferéncia de raio R, no semi-plano superior, esbocada.

Seja € > 0 e pequeno o suficiente. Definindo
7e(0) = €€, com 0 € [0,7], e a curva reversa 7. (0) =y (7 —6),
encontramos [, tem sentido horario e 77 tem sentido anti-horario]

(F2.2) ff(z)dz-jg—d:c+f—dz+fR—da:+[—dz

-R Ye € Tr

Analisemos as integrais sobre as curvas C' e ., na equagao acima.
o Pela decomposigao de f [equacao (E£2.1)] segue
1
zdz=/—dz+f z)dz = Ind(C;0 +/ z)dz=0+0=0.
L@z = [ ~dz+ [ g()dz = ma(ci0)+ [ g(2)
[A integral relativa a g vale 0 pois g é inteira e tem primitiva inteira.|

o Pela decomposicao (E2.1), segue

e’LZ
[ Zae-
¥ < Ve

€

ST

Seja G a primitiva (inteira) de g. Temos

—eiel(m 9)
f “dz = f —ri e [ g(2)dz=G(e) - G(=e).
Ve Ye

Eez(ﬂ 0)
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A seguir, observemos que a funcao (cosx)/z, se x # 0, é impar.

Impondo € - 0 na equacao (£2.2) obtemos

R ‘
. sinx . ev®
0:2/ d:L'—m+f—dz.
T z
“R g

Extraindo a parte imagindria, segue

R iz
(E2.3) 0= / Smxdm -7+ Im [[ 6—dz].
Tp 2

S6 nos falta mostrar que a ultima integral tende a 0. Este resultado é conhecido

como lema de Jordan. Vejamos.

o Prova do Lema de Jordan. Temos,

etz 7 piR(cosO+isinf) e
[ —dZZ‘/O T(2R6 )d@

Pela desigualdade triangular para integrais segue

eiz T —Rsiné 7r/2 —Rsin®
f s gf ¢ d9:2f e~Rsind g
g 2 0 0

Considere o grafico de sin @, para 6 em [0, 7/2]. Tal gréfico tem concavidade

para baixo (segunda derivada negativa). Entao o ponto (6,sinf) esta acima
da reta secante a tal grafico e pelos pontos (0,0) e (7/2,1). Donde segue
2
sinf > —0.

™

Encerrando a prova do lema de Jordan, temos

/2 _2R9 T  -2R6
—dz <2[ f=—-——en
./FR z R

Completando o exemplo, pela equacao (E£2.3) segue

R—+00

0.

< I
R

Egsinzg

lim dr=7#
R—+c0 J-R X

5
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