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E bem conhecida a representagao geométrica do conjunto dos ntimeros com-

plexos, visto como um espaco vetorial, como o plano cartesiano bidimensional.

Neste texto apresentamos uma interpretacao geométrica do corpo dos niimeros

complexos, baseada em Argand. Vejamos.

Na reta real (um espaco vetorial real uni-dimensional), a fungao f(z) = Az,
onde x € R, determinada pela multiplicagao por uma constante A > 0, é chamada
de uma dilatagdo (se A > 1) ou uma contrag¢do (se 0 < A < 1). Ainda em R, a
fungao g(x) = -z = (-1)x, onde = € R, pode ser interpretada como uma reflexdo
em relacdo a origem. Ainda mais, fixado qualquer real p # 0, a funcao h(z) = px,
onde x é uma variavel real, é denominada uma homotetia. Percebemos entao que
uma homotetia em R é a composicao de uma dilatacao, ou de uma contragao,

com uma reflexdo (uma delas pode nao participar da composigao).

Identificando R com o eixo real no plano R2, interpretamos a associacao
xr - —x, onde x € R,

como uma rotagdo de 180 graus (7 rad) no sentido anti-horario.
A seguir, utilizamos informalmente o simbolo /1.

No corpo complexo C (identificado ao plano, como espago vetorial real bi-

dimensional), temos
VAL VAL = (\/—_1)2 - 1.

Isto é, multiplicando a unidade 1 por /-1 e em seguida multiplicando o resultado

obtido novamente por /-1, obtemos o nimero —1. Assim,
V-1v-1

representa uma rotacao de 180 graus no sentido anti-horario. Torna-se entao
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natural interpretar a fun¢ao (operagao)
T(z) = (\/—1) z, onde z € C,
como uma rotagdo de 90 graus (ou de 7/2 rad).

Desta forma, indicamos o niimero /-1 como o ponto do plano cartesiano R?
obtido ao girarmos o ponto (1,0) (identificado com a unidade 1) por 90 graus (no

sentido anti-horario). Temos entao a identificacao
i=(0,1) e R
Como citado, todo niimero real a (ndo nulo) determina uma homotetia em R.
Ainda, a determina uma homotetia também em C ao definirmos
z+~ az, onde z € C.

Identifiquemos o niimero real a com tal homotetia. Devido a identificacao entre
C e R? e ao isomorfismo entre o espaco vetorial das aplicacoes lineares de R? em
R? e o espaco vetorial das matrizes reais dois por dois, podemos entao identificar

o nuimero a com a homotetia em R? associada & matriz

()

no espago Mao(R) das matrizes 2 x 2 com coeficientes reais.

A seguir, consideremos a rotacao de 90 graus no sentido anti-horario
Rot : R? - R?,
ja identificada ao ntimero 7. Seja {e1,es} a base canonica de R2. Desta forma,
Rot(e;) =ex e Rot(ez) = —e;.
A matriz associada a transformacao linear Rot é entao
0 -1
)
Assim, ao numero complexo a + bi, com a e b reais, associemos a matriz
a 0 b 0 0 -1 a -b
(o a)+(0 b)(l O):(b a)'

2
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Solicito ao leitor verificar que tal associacao é injetora, preserva as operagoes de

adi¢ao e multiplicacao e que a imagem de C por tal aplicagao é um corpo.

A seguir suponhamos z = a + bi # 0. Notemos que

a )
a b — \/CL2 + b2 a?+b? a?+b?
b a b a )
VaZ+b?  Va2+b?

Escrevemos entao,

a -b :

V| vew Ve | cosf) —sinf

b = P sinf  cosf |’
Va2+b?  Va2+b?

onde p =Va?+b% e § é um angulo no intervalo [0,27]. Seja Ry a matriz no lado

direito. Temos entao z identificado a transformacao linear
(pRy) : R? - R2.

Portanto, z é identificado & composi¢ao de uma homotetia (p > 0) e uma rotagcao.

Enfatizemos a identificagdo/interpretacao de i como a rotagao:

Observemos que (como ¢ de se esperar)

)00

Observemos também que valem as duas identificagoes para z = a + bi

10 0 -1 p 0 cosf —sinf
a +0b e z .
0 1 1 0 0 p sinf  cosf

A identificacao a esquerda revela que C é fechado para a soma e um espaco

z

vetorial real. Com a identificagao a direita, ¢ facil mostrar que C* = C\ {0} é um
grupo abeliano (isto é, o produto é associativo e também comutativo ja que as
operagoes “homotetia” e “rotacao” comutam em R2). A propriedade distributiva

é herdada da propriedade distributiva em Ms,o(R).



Vale a relacao entre médulo em C e determinantes:

-b
|z|2=a2+b2=det(z )

a

A conjugacao em C corresponde, nesta interpretagao, a transposicao. Isto é,

. , a b a -b t
zZ=a-bi—~ = .
-b a b «a

Em suma, podemos interpetar C como a algebra comutativa formada pelas
homotetias e rotacoes do plano com as operagoes de soma e composicao. Como

tais operacoes sao inversiveis, tal dlgebra ¢ de fato um corpo.
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