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Capitulo 3

ESPACOS DE SOBOLEV

3.1 Introducao

Doravante todas as funcoes sao reais e
IP(X) = {f: X ~ R tal que | f], < oo}.

Lema (Localizagao). Seja f € Ll (Q) tal que

loc
f f(x)p(x)dr =0, para toda p € C(£2).
Entao, f =0 (isto é, nula em quase todo ponto ou, abreviadamente, q.t.p.).
Provas. Seja p a fungao curva do sino.
(1) Dado K compacto em 2, as hipéteses mostram
(f*p)(z) = f f(x)pe(z — x)dx = 0 para quaisquer z € K e € < d(K,00N).

LY(K
No capitulo 2 provamos f * p. L, f. Logo, f=0em K e entao f=0.

(2) (Instrutiva e evitando convolugdo). Vide Lista de Exercicios 2 - Extra #

A cada funcao f e L; (Q) associamos um funcional linear

Ty : C2(Q2) — R, dado por T¢(p) = / fx)p(x)dx.

O lema acima mostra que a aplicagao f = T é injetora (cheque). Tal associagao
permite generalizar o conceito de funcao.

O espago dos funcionais lineares continuos (com uma topologia adequada sobre
C (), definida logo mais nesta se¢ao) é dito Espago das Distribuigoes D'(12)
ou Espacgo das Fungoes Generalizadas D’((2).



Uma entre varias vantagens das distribuigoes é que toda distribuigao é infinita-
mente derivavel. Em particular, toda funcao localmente integravel é infinitamente

derivavel no sentido de distribuigoes.

Vejamos. Consideremos uma funcao f = f(x) = f(z1,...,x,) infinitamente

derivavel em R” e a distribuigao
Ty, s associada a derivada parcial 0y f = 0, f.

Seja @ € C=(R™) (digamos que suportada no “cubo” [-r,r|x---x[-r,r] = [-r,r]").

Temos ¢ = 0 na fronteira de [-r,r]". Pela férmula de integragao por partes segue

[ $@org@)de=- [ ouf(@)p(w)de =Ty, s[¢]

Esta férmula mostra como definirmos a derivada de uma distribui¢ao. Definimos

(O5u)[¢] = —u(0;p).

Agora, apresentemos a notacdo frequente. Sejam uma distribuicao u € D'(f2) e

uma funcao ¢ € C=(2). Indicamos o valor da distribui¢ao u na fungao ¢ por

(u, ).
Segue entao,
(Oju, p) = = (u, ;) .

Assim, dado um multi-indice @ encontramos

<aau’ @) = (_1)|a| (uv 80‘@) :

A seguir, descrevamos a convergéncia (topologia) em C=(£2).
Convergéncia no Espago das Fungoes Testes C(€2). Uma sequéncia de

fungdes (p,) c C(Q2) converge a ¢ € C(2) se as seguintes condigoes valem.

o Existe K compacto em §) tal que temos supp(¢,) c K para todo n.

uniformemente . q-
o 0%p, ———— > 0%p, para cada multi-indice « € N”.
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Exemplo. Seja f uma funcdo em L (). Entao, Ty € D'(Q2).
Prova.

Como o funcional T} é linear, basta provar a continuidade na origem. Seja
o ()
©n Lo, 0 e K compacto em ) com supp(¢,) ¢ K para todo n. Entao,
n—oo

(Then)l=| [ Fendo|<oula [ 17]dz =08
Exemplo (A distribuigao delta de Dirac). Seja 6 : C°(R") - R dada por

(6,0) = ¢(0).

E trivial ver que § ¢ uma distribuicao (um funcional linear continuo). Cheque#

Definigao. Sejau e D'(2). Dizemos que u é uma distribuigao regular se existe

1. () satisfazendo u = T}. E usual a identificacao| f = Tj.

uma funcao f e L

Exemplo (A distribui¢ao ¢ nao é regular). [A distribui¢ao 0 é também dita
uma medida de Dirac (com uma unidade de massa concentrada na origem).]

Prova.
Suponhamos que exista f locamente integravel satisfazendo
f fedx =(0,¢) =p(0), para toda ¢ € C°(R™).
Consideremos o aberto {2 =R\ {0}. Entao, temos
f fedz =0, para toda ¢ € C°(2).

Pelo lema de localizagao abrindo esta secao temos f =0 q.t.p. em R”\ {0}.

Donde segue f =0 q.t.p. em R" e T} = 0. Logo, 6 =T} = 07

Dado um ponto a € R", a distribuicao delta no ponto a é definida por

(0a, ) = p(a), onde ¢ e C&(R™).

Operagoes com distribui¢oes estendem as operagoes usuais com fungoes.
Exemplo (Translagoes e distribuigoes). Seja a € R™ e o operador translagao

T_q. Sejam f e ¢ funcoes tais que as integrais abaixo existam. Temos

[ rt@e@dz= [ fa-a)e@dz= [ f@)e@+ady= [ F@)rap)dy.
Entao, dada u € D'(R") e ¢ € C=(R"), definimos

(Tatt, @) = (U, T-ap) -



Muitos textos apresentam algumas das operacoes com distribui¢coes como se
estas fossem fungoes (ttil as vezes, esta pratica requer atencao). Por exemplo,

quanto & operacao transla¢ao para uma distribuigdo u € D'(R"), alguns escrevem

Tu=u(r—a) e fu(x—a)go(x)dm:/u(y)gp(y+a)dy,

ao invés de

(Tat, ) = (U, 7).
Comentdrio extra (adequado a quem estd familiarizado com medida abstrata).
o Definigoes. Sejam 2 um aberto em R” e
B(Q2) a colecao dos borelianos em €2,

esta é a o-dlgebra gerada pelos abertos de 2 (isto é, a menor o-dlgebra que

contém todos os abertos de €2).

Uma medida

0+ B(©2) — [0, 0]
¢ dita uma medida de Radon sobre (2 se satisfaz as trés condigoes abaixo.

(1) Finitude sobre compactos:
p(K) < oo para todo K compacto (contido em §2).
(2) Regularidade interior:
pu(E) =sup{u(K): K c E com K compacto}.
(3) Regularidade exterior:

p(E) =inf{u(O) : E c O com O aberto (contido em Q)}.

¢ Seja p uma medida de Radon no aberto €2 c R®. A expressao

(L., p) = fsodm onde p € C°(9),
Q

define uma distribuicao 1, € D'(2).
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A distribuicao I, é regular [isto é, existe uma funcgao g € L} () satisfazendo
a identidade

(I, ) = /ggpdm, para toda gpeC’g"(Q)]
)

se e somente se a medida p é localmente absolutamente continua com res-
peito a medida de Lebesgue m (segue do Teorema de Radon-Nikodym -
vide Folland [8, p. 90] ou

https://www.ime.usp.br/~oliveira/MEDIDACAP3-2016.pdf, p. 19).

Nestas condicoes (isto ¢, se a distribuigao I, é regular ou se a medida y é
localmente absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue m),
a derivada de Radon-Nikodym de p em relagao a m é dada por uma funcao

Lebesgue mensuravel f tal que

f = d_ﬂl € Llloc(Q)‘

dm
Tal fungao localmente Lebesgue-integrével f: Q2 — R (utilizemos a regra da

cadeia para medidas, vide Folland [8, p. 93] ou
https://www.ime.usp.br/~oliveira/MEDIDACAP3-2016.pdf, p. 24)

satisfaz

Logo,

o Dizemos que p: B(2) - [0, 0] é singular com respeito & medida de Lebes-
gue m (ou que p e m sdo mutuamente singulares) se existem dois borelianos
EeFtasque EnF=ge FUF =Q, com u(E) =0 e m(F) =0 (isto

significa que p “estd concentrada em F” e que m “estd concentrada em E”).

o Se pu:B() > [0, 00] é singular com respeito a m (por exemplo, p = d) entao

o funcional I, nao é uma distribuicao regular.


https://www.ime.usp.br/~oliveira/MEDIDACAP3-2016.pdf
https://www.ime.usp.br/~oliveira/MEDIDACAP3-2016.pdf

Exemplo (A derivada da fungao de Heaviside: H'=4). A funcao

H(t):{ 1, set>0,

0, caso contrario,

é chamada funcao de Heaviside ou fungao degrau unitario. A funcao de Hea-
viside representa um sinal acionado em um certo instante e que entao permanece
ligado indefinidamente. Oliver Heaviside, desenvolveu o calculo operacional (te-

oria das distribuigdes) estudando comunicagoes telegraficas.

A H(t)

Figura 3.1: A fungao de Heaviside.

Prova.

Notemos que H € Ll (R). Seja ¢ € C=(R). Por defini¢ao para derivadas

loc

de distribuicoes temos

(H' @) == {H,¢') == [ H@O) (1)t

=(0) = (0, ) &

+00
+00
-~ [ ¢wat=-|
0
O conceito derivada no sentido de distribui¢oes é mais adequado que derivada

classica se empregamos a teoria da integral de Lebesgue (que abarca fungoes que

assumem valores +oo e mesmo nao definidas em um conjunto de medida nula).

A caracteristica que torna o estudo das distribui¢oes muito importante é que
muitas equagoes classicas nao tem solugao classica (isto é, ndo tem uma funcao

classica como solug¢ao) porém tem solugao no sentido de distribuigoes.

Nao aprofundamos aqui um estudo da teoria das distribui¢oes pois neste texto
nos apoiaremos no conceito Derivadas Fracas, que nos sera suficiente. Para a
teoria das distribuigoes, vide a referéncia Cavalcanti & Cavalcanti [4]. Para uma
bem leve introducao a teoria das distribuicoes via Calculo I, vide

https://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-Fourier6.pdf .
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Apéndice: Caracterizacao da Continuidade das Distribuicoes.

No espaco das fungoes testes C°(€2), definimos a familia de normas

pi(9) = 3. 10%¢]w onde o € C(Q), para j=1,2,....
lof<j
Teorema (Caracterizacao da continuidade de uma distribuigao). Con-
sideremos T : C'°(§2) - R um funcional linear. Entao, T' é continuo (no sentido
de distribuigées) se e somente para todo compacto K c () existem uma constante

C >0 e uma norma py tais que temos
(T, )| < Cpn(p), para toda ¢ € C°(Q) com supp(yp) c K.

[Isto é, T' é continuo em relagao a norma py (respeitada a condigao sobre K).]

Prova.
(<) Trivial.

(=) Suponhamos que a implicagao ¢ falsa. Entdo, existe um compacto K satis-
fazendo a seguinte condicao: para todo natural j, existe uma funcao teste

¢; (suportada em K) tal que

(T, 951> gpi())-
Entao, cada funcao teste
i
(T ¢5)|
tem suporte em K. Dividindo a tdltima desigualdade por |(T', ;)| segue

Y =

1> jp;(¥;).
Fixemos um arbitrério multi-indice . Para todo j > |o| temos
o 1
[0%jlleo < pj(¥5) < 7

Logo, cada v; estd suportada em K e 9*t; — 0 uniformemente se j — oo.

A continuidade de T' garante

<T7 %) - 07 porém |<T7 1/}3>| =1 é

11



3.2 Derivadas Fracas

Ja vimos que toda distribuicao é infinitamente derivavel. Assim, dada uma
funcao f localmente integravel, a distribuicao regular 7% é infinitamente derivével.
Cabe entao questionarmos se as derivadas (parciais) de Ty sdo distribuicoes re-
(2) tal que 0;(Ty) =Tg,?

gulares. Isto ¢, fixado 0;, existe uma fungao g; € L

Entao, um tanto imprecisamente, comecamos a introduzir o conceito derivada
fraca. Uma funcao f é dita fracamente diferenciavel se a sua derivada - no sentido
de distribuicoes - é uma distribuicao regular. Ainda, sua derivada fraca é a funcao

localmente integravel correspondente a sua derivada no sentido de distribuigoes.

Exemplo. Seja a fungao f(t) =0,set <0, e f(t) =t set>0. Seja u=Ty. Entao

f nao é derivavel mas tem derivada fraca, a qual é a funcao de Heaviside H.

-3 =2 -1 0 1 2 3
Figura 3.2: O grafico da funcao “rampa” t — f(t) =t* = max(¢,0).
Prova.

Seja ¢ € C(R) uma fungao teste. Entao,

+00 +00
0

(o) =—{u ) == [t =—to)] T+ [ et

—0+ f T H (b dt
=(Tx, ) »

Ja vimos que ¢ nao é localmente integravel e também que

()Y =H, H=§ e (t)"=0.

12
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Pode ser provado (vide Rudin [14], p. 167) que, localmente, toda distribuigao
é a derivada de uma fungao continua [em particular, j4 mostramos que = (¢+)"].
Isto é, dada uma distribuicao u em D’(£2) e um compacto K contido em €2, entao

existe uma funcao f continua em {2 e um multi-indice « tal que temos
(w.) = (0°F.0) = (~D)) [ J(@)0"p(w)da, se p e C(2) € supp(g) € K.

Justificados por tais observagoes, formalizemos o conceito derivada fraca.

Definigao. Sejam 2 um aberto em R", uma funcao g € L () e um multi-indice

a € N*. Entao, uma fungao h € L} () é uma a-ésima derivada fraca de g se

[hedz = (-1l gdopdx, para toda ¢ € CE(Q).
Q Q

Neste caso, escrevemos (logo mais veremos a unicidade da derivada fraca)

e dizemos que a a-ésima derivada de g existe, como uma fungao em L ().

[Com a notagao acima, destaquemos que no sentido de distribuigoes temos
(h,0) =(0%g,) para toda ¢ € CZ(Q2).]

Linearidade para derivadas fracas. Suponhamos que 0%h; = g; € 0%hs = gs.

Vale a identidade 0%(A1hy + A2ha) = A1g1 + A2ge, para quaisquer escalares A; e Ao
Exemplo. Seja t ~ [t| a fun¢do médulo na reta. A derivada fraca de t ~— |t] é

1, set>0,
sgn(t) =4 0, set=0,
-1, se t <O.

Prova. Seja p € C(R). Entao

f sen(t)p(t)dt = - fo go(t)dt+fgo(t)dt

- (tw(t)ﬁm - w'(t)dt) +p(t)], - ﬁso’(t)dt

- [ ¢ (tyata

13



Definicoes e Notacoes. Seja u uma fun¢ao [assumidamente em L (Q)].

o u éfracamente diferenciavel se suas derivadas fracas de ordem 1 existem.

o u é k-vezes fracamente diferenciavel se suas derivadas fracas de ordem

1,...,k existem.

o O espaco (linear) das fungoes k-vezes fracamente diferencidveis é W¥(Q).

Isto é,

IOC(Q) : aau € Llloc

Wk(Q) = {u €Ll (Q2) para todo |a| < k}

Brevemente, | W1() é o conjunto das fun¢oes fracamente diferencidveis |.

Notemos que C*(Q2) ¢ Wk(Q). O conceito derivada fraca entao estende o
conceito classico de derivada, com a importante particularidade de preservar a

férmula de integracdo por partes. Ainda, W*(Q) é definido via integragao local.

Em geral, uma derivada fraca pode nao existir. De fato, mostramos H’ = § no
sentido de distribui¢ées e que ¢ nao é uma fungao em L; . Por outro lado, se a

derivada fraca existe entdo ela é inica (a menos de um conjunto de medida zero).

Propriedade (Unicidade da derivada fraca). Sejam f € L} (2) e o e N™.

Sejam g e h, ambas em L; (Q) e ambas a-ésimas derivadas fracas de f. Entao,
g=h.
Prova. Seja ¢ € CL“'(Q). Por hipdtese temos
fggod:cz (—1)|a|[f8a<pdx: /hgpdm.
Q Q Q
Pelo lema de localizagao abrindo a segao anterior (3.1) segue g = h#

Propriedade (Comutatividade da derivagao fraca). Sejam f € Wk(Q) e

dois multi-indices « e 8, ambos em N, tais que |a| + || < k. Entao,
0°0% f =0P0~f = 0P f.

Prova. Seja o € Cl(Q). Logo, 8%¢ € CI*(Q). Por hipétese temos

[@n@ @)= [ @) ds
= (DRI DR [ (@ ) pdn = (1) [ (@) pda

Portanto 0%(0%f) = 9**8 f e, trocando « == 3, entao 0*(9°f) = 9*+8 f&

14
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Dado um aberto € (ndo necessariamente limitado), consideremos o aberto

Qe={xeQ:d(z,00)>e} ={xeR": D(x,¢) c Q}.

Figura 3.3: Os abertos Q e €2, (com Q limitado) e o disco D(x,€).

. . ~ . ~ . 1
Lema (Derivada fraca, regularizacao e aproximacao). Sejam u € L; (2)
e « tais que a derivada fraca 0®u existe. Valem a identidade “a derivada fraca
da regularizacao é a regularizacao da derivada fraca” e a convergéncia abaixo.

Lj, ()

(a) 0%(ue) = (0%u). em .. (b) 0%(u.) —==5 9%u.
Prova.

(a) Sejam O cc Q. e z € O. Entdo, D(z,¢) c O+ D(0,¢) [um compacto em €]
Pela definigao de regularizacao (capitulo 2, secao 2.5) segue
ue(x) = [ pe(z = y)u(y)dy = f pe(z = y)u(y)dy, para todo z €O.
D(z,e) O+D(0,¢)

O teorema da derivagao sob o sinal de integral (z a varidvel em O) garante

r)@)= [ @) wudy= [ (@)= y)ulw)dy,

O+D(0,¢
Para x em O e fixo, y = p.(z —y) € C=(Q) [atengdo para este argumento].

Introduzindo a derivada fraca obtemos
[ @) -puy= (07 [ ooz - @)ul)dy
- [ pela-p)oruly)dy
= (0%u)(x).

(b) Segue de (a), pois [vide lema regularizacao e aproximac¢ao em LY (Q) e em

Lr(€2), capitulo 2 - se¢ao 2.5] sabemos que p * 0%u - 0% em L (2)#

15



Teorema (Caracterizacao das Derivadas Fracas). Sejam u e v, em L ().
Temos v = 0%u se e somente se existe uma sequéncia (u,,) c C*(Q) tal que

Ljp () Lip ()

loc loc

Uy ————> U € O0%Up,

Para a implicacao nao direta podemos supor (u,,) c Cl*1(Q).
Para a implicacao direta podemos escolher (u,,) c C(Q).
A sequéncia (u,,) independe de a.

Prova.

(<) Seja p € C"cal(Q). Supondo (u,,) c Cl*(Q), integracdo por partes acarreta

/ (0w dz = (~1) [ wm (9%0) du.

Pela desigualdade de Hélder e as hipéteses de convergéncia segue (cheque)
fvgpda: = (=1)l / u(0%)dr e v=0%.

(=) Seja O, = Q21 nB(0,m) a exaustao usual para €. O lema regularizagao e

aproximagao em L} (€Q) [capitulo 2 - segao 2.5] garante
s =uspreC™(Q1)cC®(On).
Seja Xm € C(€,[0,1]) com X = 1 em O,y e supp(Xom) € O,,. Portanto
XmtL € Ce(Q).

Pelo lema regularizagao e aproximacao em L7 () segue (cheque)

Lo () Lo ()
u € vi —> .
m

XmU_L
m

Sejam O cc 2 e m grande, com O c O,,_1 c O,, c 21. O lema acima revela

aa(xmu%):ﬁa(ui):vi em O e entao 8°‘<Xmu#)m>v.

A arbitrariedade de O garante

Lo ()
)

o (Xmu% &

Mostramos que a derivada fraca de um limite é o limite das derivadas fracas.

A caracterizacao acima de derivadas fracas é frequentemente dada como de-
finicao. As derivadas resultantes sao entao ditas Derivadas Fortes. Com o
teorema acima muitos resultados do Calculo Diferencial Classico podem ser es-

tendidos a derivadas fracas trivialmente, por aproximagcao.
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Sejam N sequéncias (vl),...,(vY) em um espaco V. Abusando da notacao,
\% i n—o00 . .
escrevemos (v}, ..., 0N) — (v',...,oV) se v}, —> v/ em V epara j=1,...,N.

Propriedade (Regra do Produto, restrita). Suponhamos que valha uma

das duas alternativas abaixo.
(a) ueW'(Q) eveC'(Q). (b) u ewv pertencem a W*(2) n L2.(Q).
Entao, uv e W1(Q) e vale a férmula
V(uv) = uVv +vVu,

com ud;v e também v;u em L; () [escrevemos uVv € Li () evvue L (£2)].

Prova.

(a) O teorema de caracterizagao exibe (u,,) c C*(2) tal que

L}, () L}, ()
Uy, —> U € VU, — Vu.

Donde seguem (cheque)

LL_(9) Lioe ()
UV —>uv e V(Up) = Uy VU + 0V U, —— uV + 0Vu.

Como u,v € CY(2), o teorema de caracterizacao (implicagdo “<«=") garante

V(uv) = uVv + vVu.

(b) E trivial ver que uv, uVv e vVu sio localmente integraveis (cheque).

Dado K compacto em Q, existe r >0 tal que K = K + D(0,7) c Q, c Q.

@ %)

Figura 3.4: Os abertos Q e Q, e os compactos K ¢ K.
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O teorema de caracterizagao exibe (u,,) c C*(Q2) e (v,,) c C*=(Q) tais que

LY(K) LY(K)
Uy, —> U € VU, —> Vu,

LY(K) L'(K)
Uy —> U € Vu,, — V.

Para todo m > (1/r) e todo = € K encontramos

|t ()] < ess sup {|u(y)| 1y € I?} ,
donde segue
|t | o= iy € M = [ oo ) < 00
Analogamente, a sequéncia
(Um)m%
¢ uniformemente essencialmente limitada em K.

A seguir, argumentemos no compacto K. Pelo teorema convergéncia em LP

e convergéncia pontual (segao 1.2 - fatos basicos de LP) podemos supor que

(um)v (Vum)v (Um) € (vvm)a

convergem pontualmente q.t.p. para respectivas u, Vu,v e Vo.

Mostremos que pelo TCD (teorema da convergéncia dominada) e que ar-
gumentando como na prova do TCDG (teorema da convergéncia dominada

generalizado) - se preferir, aplique o TCDG (vide se¢ao 1.2) - obtemos

LY(K)
Uy Uy ——> UV

e
LY(K)
V(U Um) = U VU + Uy Vi, ——> uVU + 0V U.

E trivial ver que a primeira convergéncia segue diretamente do TCD.

Quanto a segunda convergéncia, é claro que basta mostrarmos
LY(K)
U, VU, —> UV,
Pela definicao da constante M encontramos

U VU, — uV | < M|VU,,| + M|V

18
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Logo,
M|V,| + M|VV| = |ty VU, — uVo| > 0.

Pelo lema de Fatou segue

/ liminf (M|Vv,,| + M|Vo| - (4, Vo, — uvo|) dz <
K

< liminf / (M| + M|Vo| = [umn Vo, — uv|) de.
K

No lado esquerdo desta desigualdade utilizemos convergéncia q.t.p. para o

integrando. No direito, convergéncia em L!'(K') e regras do liminf. Segue

2M/|Vv|da:§2M/|Vv|d93+liminff—|uvam—qu|dx.
K K K

Isto é,

lim sup f |t VU, — uV V| dz < 0.
K

Portanto

/ U, VU, — uV 0| dz —— 0.
K

I[sto encerra a prova de

L'(K)
Uy Uy, ——> UV

e
LY(K)
V(UmVm) = U VO + 0y Vi, —— uVU + V1.

Pelo teorema de caracterizagao para derivadas fracas segue uv € W1(Q) e

V(uwv) = uVo +oVus

Para uma outra prova da regra do produto (b), evitando o teorema da con-

vergéncia dominada gneralizado vide Cavalcanti & Cavalcanti [4, pp. 112-115].

Classicamente, uma funcao diferenciavel definida em um aberto conexo é cons-
tante se e somente se o seu gradiente é nulo em todo ponto. Vejamos que no

contexto derivada fraca vale uma propriedade analoga.
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Propriedade (Fungoes Constantes e Gradiente Fraco, em dominios).

Seja u em L

1.(82), com € aberto e conexo. No contexto derivadas fracas temos

Vu=0 (q.t.p.) <= wu é constante (q.t.p.).

Prova.

(o

Se u é localmente constante (q.t.p), entdo u é constante (q.t.p). De fato, se
¢ é uma constante e temos u = ¢ (q.t.p) em alguma bola, entdo o conjunto
X ={zeQ: u=c(qt.p.) numa vizinhanca de x} é nao vazio, aberto e seu

complementar 2\ X é aberto (cheque). Logo, X =Q e u=c (q.t.p.) em Q.

Dado € > 0, seja a regularizacdo u. = u * p.. Ja vimos que u, € C*(£).) e que
0j(ue) = (0ju)e =0, em Q) e para cada j. Donde segue que u. é localmente
constante no aberto, nao necessariamente conexo, () (vide figura). Assim,

u, € constante em cada bola contida em ()..

”\\ N\

'\ .,, % //

Figura 3.5: O aberto €2 é conexo mas (). nao é conexo.

’ . 1
Ja vimos que u, - wem L,

() [vide segao 2.5 - L¥ e regularizagaol e que
convergéncia em LP (onde 1 < p < o0) implica convergéncia pontual q.t.p.
para alguma subsequéncia [vide se¢ao 1.5 - teorema “convergéncia em LP e

convergéncia pontual”].

Portanto, u é localmente constante ( no sentido q.t.p.) no aberto Q. (che-
que). Logo, u é localmente constante (no sentido q.t.p.) no conexo 2. Pelo

comentario abrindo esta prova segue que u é constante em (2.

O caso u =0 é trivial (cheque). Podemos entao supor u = 1.

Consideremos uma bola BccQ e ¢ € C’l(B). Entao,

flalgpda: f f(cp(t T, ... :I:n) ] )dl‘g nzOsz.gpdx.

Donde segue 8;(1) = 0 em B. E entao trivial ver que temos V(1) = 0 em

toda bola B cc 2. Donde segue V(1) =0 q.t.p. no conexo (2&
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Exemplo (A funcao de Cantor é continua e admite derivada classica
definida em quase todo ponto, entretanto nao tem derivada fraca).
Construamos por etapas o conjunto (triddico) de Cantor C' c [0,1]. Mostre-

mos que (entre varias de suas propriedades) C' é compacto e de medida nula.

Levelo 9

level1 9 1/3 /3 33
Level2 ©__ 159 28 3/9 69  T/9 L T
Level 3 __ Y b s g
Lewvel 4

Figura 3.6: O conjunto triddico de Cantor.

Na etapa (level) 1 dividimos [0, 1] nos intervalos I; = [0,1/3], I, = (1/3,2/3) e
I3 =[2/3,1] e removemos o intervalo (aberto) do meio. Na etapa 2, subdividimos
I, e I3, em trés sub-intervalos e novamente removemos o intervalo (aberto) do
meio. Assim procedendo, apds infinitas etapas o que restar de [0,1] é o conjunto

de Cantor C. O conjunto removido é aberto e tem medida

L2 4 8 11\,
33 3 3t 3\1-2%) 7

Logo, C' é compacto e m(C) = 0.

Para mais propriedades do conjunto de Cantor, vide

https://www.ime.usp.br/~oliveira/MEDIDACAP1-2016.pdf

Construamos a fungao de Cantor (cujo grafico é a Devil’s staircase, ou Escada
do Coisa Ruim). Até a etapa n (incluindo-a), o conjunto removido é uniao dis-
junta de 2" — 1 intervalos abertos [7, apresentados ordenados da esquerda para a

direita, para j = 1,...,2" = 1. Definamos fungoes f, : [0,1] - [0, 1] continuas, por

fo=4 em I}, paracada 1<j<2"-1,f(0)=0,f(1)=1e
fn € linear no complementar.

Cada funcao f,, é entao mondtona crescente e satisfaz as condigoes

1
Jne1 = foem I}, paracada 1<j<2" 1, e |f, — fun] < o
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Pelo Teste-M de Weierstrass, a sequéncia ( f,,) converge uniformemente sobre
[0,1] a uma funcao f:[0,1] - [0,1]. Tal f é mondtona crescente, continua e

constante em cada intervalo removido na construcao do conjunto de Cantor C'.

Em cada intervalo removido, f é constante e sua derivada classica é nula. O
complementar da uniao dos intervalos removidos é o conjunto de Cantor e este

tem medida nula. Donde segue

Derivada classica f' =0 q.t.p. em [0,1].

34

142

Li4

O] e 913 23 M9 89 1
Figura 3.7: Funcao de Cantor / Devil’s staircase.

Primeira prova de que f n3o tem derivada fraca. Suponhamos que exista f’ = g no

sentido fraco. Temos

fggpdt:—ffgo’dt, se p e C1((0,1)).

Escolhamos funcgoes testes com suporte em um intervalo removido I. Em I, a

funcao f é uma constante c;. Logo,

fggadt:—/fgo’dt:—c[/gp'(t)dt:O:/O.(pdt.

Donde segue g =0 q.t.p. em I. Portanto, g = 0 no complementar de C'. Temos

entdo g =0 q.t.p. em [0, 1].

Pela propriedade “funcoes constantes e gradiente fraco”, f é uma constante?
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Segunda (e elementar) prova de que f ndo tem derivada fraca.

Estendamos a funcgao de Cantor f: [0,1] — [0,1] definindo f(x) =0, se z <0,

e f(z)=1se x>1 (vide figura abaixo). Indiquemos a extensao por f.

Figura 3.8: Uma variacao da funcao de Cantor.

Suponhamos que f tem derivada fraca g.

J& vimos que g é nula nos intervalos em que f é constante. Segue
g(t) = 0 para quase todo ponto t € R.
Seja ¢ € CL(R) satisfazendo as condigoes (vide figura acima)
p=1lem [0,1] e ¢(z)=0sex>b.
Segue (cheque, acompanhe com a figura)

0= [ ooty

- [ o= [ o= o)
=14
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Extra (para familiarizados com a teoria da diferencia¢ao de Lebesgue). Caracte-
rizemos as fungoes em uma variavel real e localmente integraveis que tem derivada

fraca em L'. Antes, facamos algumas observacoes.

Seja I = [c,d] ¢ R, um intervalo compacto, ou I = (¢,d) um intervalo
aberto (limitado ou nao). Uma funcao F': I - R é dita absolutamente
continua se para todo € > 0, existe um 6 > 0 tal que para toda colecao
finita de sub-intervalos abertos e dois a dois disjuntos, (c¢1,d1) ..., (cn,dy),
todos contidos em I, vale a condicao:

N N

D (dj—cj) < = |F(dj)-F(cj) <e.

j=1 j=1
Para tal caracterizacao, utilizaremos o resultado abaixo.
Teorema Fundamental do Calculo para Integral de Lebesgue. Uma
fungao F : [¢,d] - R é absolutamente continua se e somente se I’ é derivavel

q.t.p. (em quase todo ponto), F" € L'([c,d]) e
F(x) - F(c) = f " F(t)dt.

Seja U : (a,b) - R absolutamente continua. Entao U é continua, localmente
integravel e absolutamente continua em todo sub-intervalo compacto de
(a,b). Pelo teorema fundamental do calculo (Lebesgue), existe U’ em quase
todo ponto e U" € L'([c,d]) para todo [c,d] c (a,b).

Lema. A funcao derivada U’, definida q.t.p., é a derivada fraca de U.

Prova. Seja ¢ € Ccl((a, b)). Podemos escrever

supp(y) < [¢,d] c (a,b).

Entao, ¢ e U sao absolutamente continuas em [c,d]. Logo, U também
(cheque, é trivial). Pelo teorema fundamental do calculo, ¢, U e U sao
derivaveis q.t.p. Tem-se (pU)" = p'U + U’ q.t.p. Seguem entao (em parti-
cular, estamos provando uma férmula de integragao por partes para a
integral de Lebesgue, vide Wheeden & Zygmund [16, p. 108] ou Folland
[8, p. 108, exercicio 35]) as identidades

[ W svo)wye= [ (WY (1) 2yt = U(dye(d) - U(E)ele) =0

O lema esta provado#
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Resumindo, provamos acima que

Ue Llloc((aﬂ b))’

U absolutamente continua em (a,b) =
U tem derivada fraca em (a,b).

Assim, para o teorema de caracterizacao, basta provarmos o reverso.

Recordemos que um ponto x pertence ao Conjunto de Lebesgue de uma

funcao localmente integravel f: ) - R se

r—0

1
— s [ |f@=y) - f@)ldy 0.
m<D<o,r>>D(é |

E trivial ver que para todo x em Ly, o conjunto de Lebesgue de f, temos

m(D ) f (z +y)dy — f(z).

D(0,r)

O conjunto de Lebesgue é “‘grande” no sentido da teoria da medida. De
fato, o complementar QN Ly tem medida nula (vide Folland [8, p. 98] ou
https://www. ime. usp. br/ ~oliveira/MEDIDACAP3-2016. pdf)).

Vejamos o que ocorre em dimensao 1, com uma funcao localmente integravel
v:(a,b) > R.

Dado x no conjunto de Lebesgue de v, temos

h—0
— f|v(t)—v )|dt 2% 0.

Claramente segue
z+h
1 N
5 f lo(t) —v(x)|dt 2200,

Encontramos entao

z+h
%fv(t)dtﬂv(x).

Finalmente, mostremos o teorema de caracterizacao procurado.

25


https://www.ime.usp.br/~oliveira/MEDIDACAP3-2016.pdf

Teorema (Caracterizacao das fungoes com derivada fraca em L1).
Temos u localmente integravel em (a, b) e com derivada fracav em Ll((a, b)),

se e somente se existe U absolutamente continua em (a,b) tal que
U=uq.t.p. e U=vq.tp.
Prova.
(<) Segue do lema imediatamente anterior.

(=) Seja xy no conjunto de Lebesgue de u. Entao, u(x) estd bem definido.

A seguir, definimos

U(x) = u(wo) + [, v(t)dt.

Pelo teorema fundamental do calculo (Lebesgue), U é absolutamente continua.

Comentamos acima que para todo x no conjunto de Lebesgue de v temos

Ul@+h)-U(x) 1 [z+h h—0
; - Efx v(t)dt 22 o(x).

Donde segue a identidade U’ = v q.t.p.

Resta mostrarmos a identidade U = u q.t.p. Consideremos as regularizagoes
U € C’°°((a +e,b—¢€)) e wv.e C“((a +e,b—¢)).

Pelo lema “derivada fraca e regularizacao” segue (u.)’ = v.. Pelo teorema
fundamental do calculo (Riemann) segue

ue(x) = uc(xg) + /xve(t)dt para todo x € (a+¢€,b—¢€).

0

Fixemos z € (a+¢€,b—¢€) e determinemos o limite de tal identidade se € — 0.

Como xy é um ponto de Lebesgue de u, obtemos u.(xo) - u(zy).

LY([zo, .o " .. .
Como v, R CUEDN v, pela defini¢ao de U vé-se que o lado direito vai a U(x).

Com o teorema aproximacao da identidade e convergéncia pontual em LP
(vide “extra” em capitulo 2, se¢ao 2.3) vimos que u.(x) — u(x) em todo
ponto do conjunto de Lebesgue de uw. Donde segue u, - u q.t.p.
Concluimos entao que

u=U q.t.p.#
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Propriedade (Mudanga de Variavel para Derivadas Fracas). Suponhamos
que O e ) sao dominios e que ¥ : O — ) é um difeomorfismo de classe C'. Seu é

fracamente diferenciavel em €2, entao v = uo é fracamente diferenciavel em O e

=y g—jl@lu onde x =19(y).

7 J

'1711

—

Figura 3.9: A troca de varidvel ¥ : O — ().

Prova.

Sejam f: Q2 > Re X cQ. O teorema da mudanca de variavel para integrais
mostra | f]i = | fo|det Jy||1, avaliadas em X e =1 (X) respectivamente.

O jacobiano de 1 nao se anula. As derivadas parciais e o jacobiano de

sao continuos. Localmente, existem ¢ >0 e C' > 0 tais que

cdf o[ <|f ol det J| < Cf o ].
Sao entao equivalentes: fe Li . (fov)|detJY|eLl e fopelLi .
Ainda, f, - fem Li (Q) se e somente se f,01) - foyp em L] (O). Cheque.

Devido as hip6teses, u, v =wuo1 e (0;u) o 1) sao localmente integréveis.

Seja ¢ € C1(O). Entao, w(supp(gp)) ¢é compacto em (). Consideremos uma

regularizacao u. de u, com € pequeno tal que €. contém lp(supp(gp)).

A seguir, gragas a identidade 0;(u.) = (0;u). obtemos
8.@
- [ weonddsedy= [ oy(uovyedy= [ T (0m)g tody
5 j

Impondo € - 0 [em L | sabemos que u, = u e (O;u). - d;u] encontramos

loc?

Oz
—fvajgody:f(za—zaiu)¢dy*
T OYj
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3.3 Regra da Cadeia e Regra do Produto
Lema (Regra da Cadeia, restrita). Sejam f ¢ C'(R), com f' e L*(R), e
ue W(Q). Entao,

foueW'(Q) e V(fou)=f'(u)Vu [com f'(u) = f"oul].
Prova.

Por aproximacgao. Pela “caracterizagdo das derivadas fracas” existe (u,)
em C*(Q) tal que a sequéncia (U, Vi) = (U, AUm, - - -, Optiy,) converge

a (u,vu) = (u,0u,...,0,u) em L () coordenada a coordenada.

Dado K compacto em €2, pelo TVM temos

f|f°um—fou|dx§ ||f'||oof|um—u|dxm 0.
K K

Em particular, f ou é localmente integravel em €.

Notemos que V(fouy) = (f oty,)Vi,. A desigualdade triangular garante
[ 19w =(fowyTulde = [ (0w V= (f ou)vul do

< [ 0 un) (V= vu)lda+ [ (7 0 un) = (f o w)][Vulda
<Nl [ 1Tt = Tulda + [ |7 0wn) = (70w}l [vul o

Analisemos o limite da tltima e da pentltima parcelas. Temos que u,, > u
em L'(K) e entdo alguma subsequéncia de (u,,), a qual reenumeramos

(um), converge q.t.p. para u (vide capitulo 1). Ainda mais,

|(f o um) = (f o u)] < 2] ']

Pelo teorema da convergéncia dominada, tal iltima parcela converge a 0.
E trivial ver que a citada pentltima parcela tende a 0.

Entao, pela “caracterizacao das derivadas fracas” encontramos

V(fou)=(f ou)Vus
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Na regra da cadeia acima, fixada u, o espago das f’s em que vale a regra é

linear e contém as constantes e a identidade, e vale a linearidade na férmula.
A regra da cadeia é ainda vélida se f é de Lipschitz (nao necessariamente C'!).

Provemos trés importantes casos com as fungoes parte positiva x* = max(x, 0),

parte negativa 2~ = max(-x,0) e médulo |x| = max(z, —x), com x um nimero real.

Figura 3.10: Os graficos de z*, z~ e |z|.

Sao triviais as relagoes

e z”=(-x)".

x=zt-z", |r|=x"+27, {

Estas trés fungoes nao sao derivaveis mas sao de Lipschitz e com constante de
Lipschitz L = 1. De fato, dados reais = e y, pela segunda desigualdade triangular
a fungao médulo (de um nimero real) satisfaz ||z|-|y|| < 1.]Jx—y|. A funcao parte

positiva (de um numero real) satisfaz

=] = ol o lyl+y) lel=lyll | Jz -yl
2 2 2 2
Analogamente, temos |z~ -y~ | = |(-z)" = (-y)*| < | -2 - (-y)| = |z - y|.

< |z -y

As partes positiva e negativa de uma fungao u sao definidas por
u* =max(u,0) e wu =max(-u,0).

[Atencao. Esta definigao difere da dada por Gilbard & Trudinger, mas concorda
com a de Adams, Folland, Royden & Fitzpatrick, Rudin e Wheeden & Zygmund.|
Seguem as relagoes

+_ |ultu
u ==

__ |ul~u
u = 3

e u =(-u)".

u=u"-u, |u=u"+u, {

Evidentemente, ut =xtou e u” =2~ ou.
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Corolario (As partes positiva e negativa e o médulo, e seus gradientes).

Seja u fracamente diferencidvel [isto é, u € W1(Q)]. Entao,

u*, u” e |u| pertencem a W*'().

Ainda,
Vu sewu>0
. Vu sewu>0 ~ 0 seu>0
Vlul| = 0 seu=0 Vu' = e Vu =
0 seu<0 -Vu sewu<0.
-Vu seu<0,
Ainda mais,
lu*| < |ul =u*+u”, Vu=Vu'-Vu e |Vu*|<|Vu|=|Vu'|+]|Vu].

Prova.

¢ Fixemos € > 0. A funcao f(t) = V2 + €2 pertence a C1(R) e |f'| < 1. Seja

f(u) = fou=+vu?+e? definida em Q. Pelo Lema regra da cadeia segue

f(u) eWH(Q) e V[f(u)] = f'(u)Vu, onde f'(u) = f"ou.
Para toda ¢ € C}(£2) segue

[f(U)VSOdil?:—/(pf'(u)Vudx.

Isto é,

/\/’LL2+62 Vedr = - [90 Vuda:.

VuZ + 2
Impondo € - 0 obtemos (pelo teorema da convergéncia dominada, cheque)

f\uW(pdx— /@V\u|dw

onde V|u| é dado pela férmula anunciada e |u| é fracamente diferencidvel.

As partes u* e u~ sao fracamente diferencidveis, gracas as decomposigoes

o lusu
2
Para u > 0 e u < 0 seguem, respectivamente,
. Vu+Vu _
Vu' = —=Vu e Vu =-Vu.

2
Como u* € W, segue Vu* = V|u*| =0 se u* =0. Isto é, Vu* =0se u<0.

Analogamente, Vu~ = V|u~| =0 se u~ =0. Isto é, Vu~ =0 se u > 0.

o Cheque as afirmagoes finais (é trivial)#
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Podemos agora generalizar consideravelmente a propriedade para func¢oes cons-
tantes e gradiente fraco, em dominios (i.e, abertos conexos) provada na segao

anterior (3.2 - derivadas fracas).

Comentario prévio. Como bem sabemos, uma funcao localmente integravel é
de fato uma classe de equivaléncia e duas fungoes sao identificadas se diferem no
maximo em um conjunto de medida nula. Em consequéncia, dada uma func¢ao
f X = R localmente integravel (de certa forma este é o maior espago de fungoes
nestas notas) sé faz sentido dizer que um nimero real r pertence a imagem de f
(i.e., ao conjunto f(X)), se o conjunto pré-imagem f~1(r), o qual é obviamente

mensuravel, tem medida estritamente positiva. Isto é,
() =z f(z) =7} >0.

Com base em tal comentario, a propriedade a seguir é uma consequéncia
trivial do corolario as partes positiva e negativa e o modulo, e seus gradientes que

acabamos de provar.
Teorema (O Gradiente na pré-imagem de um ponto). Seja u € Wi(Q).
Entao, temos
Vu =0 q.t.p. em todo conjunto em que wu é constante.
Prova.

Sem perda de generalidade podemos supor que a constante é 0. No conjunto

pré-imagem u~1(0) temos
Vu=V(u"'-u")=Vu"-Vu =0-0=0 q.t.p.
Definigao. Uma fungao f:R — R é de classe C'! por partes se é de classe C°
(i.e., continua) e tem derivada continua por partes. O conjunto de descontinui-

dades de f’ ¢ finito e as derivadas laterais existem nos pontos de descontinuidade

(dizemos que as descontinuidades de f’ sao do tipo salto ou de primeira espécie.

O teorema a seguir generaliza a regra da cadeia restrita ja provada . Notemos

que as trés funcoes definidas na reta e a valores reais
r¥ =max(z,0), 2~ =max(-z,0) e ||

sao de classe C'! por partes e com derivadas de primeira ordem em L*(R).
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Teorema (Regra da Cadeia). Seja f : R - R de classe C'! por partes, com
f" e L*(R). Dada u fracamente diferenciavel em €, entao f owu é fracamente
diferenciavel em §2. Ainda mais, se L é o conjunto dos pontos em que f nao é
diferenciavel, temos
"(u)Vu seuté¢lL
V(fou) { -

seuelL.

Prova.

o O caso L ={tp}. Por meio de ¢g(t) = f(t+19) podemos supor ¢, = 0 (cheque).

Figura 3.11: Uma ilustracao para f, com f’ descontinua sé em ty = 2.

O teorema vale para toda f constante e podemos assumir f(0) = 0 (cheque).
Existe f; € C*(R) com f] limitada e, ainda, f; = f em [0,+0c0) (cheque).
Existe fo € C*(R) com f; limitada e, ainda, fs = f em (—o0,0] (cheque).
Segue f(u) = fi(u*) + fo(-u~). Cheque.

O corolario gradiente das partes positiva e negativa e o médulo e o lema

regra da cadeia (restrita) mostram u* e u~ fracamente diferencidveis e
Vf(u)=Vfi(u")+Vfa(-u")
= filw")vu' - fi(-u")Vu.
Seja x um ponto em §2.
Se u(z) >0, entdo f{(u*) = f'(u), Vu* =Vu, Vu~ =0e Vf(u) = f'(u)Vu.

Se u(x) <0, entdo fi(-u~) = f'(u), Vu~ = -Vu, Vur =0e Vf(u) = f'(u)Vu.

Se u(z) =0, entdo Vu* =Vu~ =0e Vf(u)=0.
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o O caso geral. Por inducao, supomos o teorema valido se L tem N pontos.

247

224

16

Figura 3.12: Uma f de classe C'! por partes, com f’ descontinua em vérios pontos.

Seja entao f como enunciada e com f’ descontinua somente em N +1 pontos

ty < - <tn <tny1. Podemos supor (ja vimos) ty.1 =0 e f(0) =0.

t1 tn 0=1tN+1
Figura 3.13: Os pontos de descontinuidade t; < -+ <ty <ty;1 =0.

Seja f1 = f em [ty,+00), com f; de classe C! por partes e derivada f;
limitada e descontinua apenas em ¢y, = 0.

Seja fo = f em (—00,0], com fy de classe C! por partes e f; limitada e
descontinua sé em {t; <---<ty}. Segue (com a hipdtese indutiva, cheque)
fu) = fiu") + fo(-u") e V[f(u)=V/fi(u")+Vf2(-u).

O caso L unitario garante
fi(ut)vVu*t seut %0 f(w)Vu seu>0
U R
0 se ut =0 0 se u < 0.

Por hipdtese de inducao temos

—fa(~u)Vu~ se —u” ¢ {t1,...,tn}

Via(-u") = {

0 se —u” €{ty,...,tn}
Segue
filu)Vu — 0 seu>0
() + o) = 0-0 seu=0
0+ f'(u)Vu seue(-00,0)N{ty,...,tx}
0-0 se u€{ty,...,tx}

A prova estd completa (cheque)#
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Teorema (Regra do Produto). Sejam ue W(Q2) e v e W(Q) tais que

uwv, uVv e vVu pertencem a L, ().

Entao, uv e W1(Q) e vale a férmula
V(uv) = uVv + vVu.
Prova.
o Seja f, de classe C'! por partes na reta, com f! € L*(R), dada por

n, set>n
)=t seltl<n

-n set<-n.

Figura 3.14: O gréafico da fungao f,.

Pelo teorema regra da cadeia segue

Vu se |ul<n
tn = fo(u) eWHQ) N LZ(Q) e V(frou)=

0 selul>n.

Analogamente para v, = f,,(v).

Pela regra do produto restrita (se¢ao prévia 3.2) segue a identidade integral

/ U,V dr = — f(uann + v, Vu,)pdz, para toda ¢ € C’cl(Q)
Q Q
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o Por construcao temos (cheque, é trivial)

[un| < |ul e u, LN u,

Vun| < |Vu| e Vuy, —>q't'p' Vu
Analogamente para v,.

Devido as hipétese temos

|unvn| < |uv] € Llloc(Q)

|t VU, + 0, V| < [uVo] + [oVu| € L ().

Seja ¢ arbitraria em C1(2). Pela identidade integral ja obtida e o teorema

da convergéncia dominada encontramos

fqugde =lim [ w,v,Vedx
9) Q

=~ lim /(unwn + U V) da
Q

—/(uVU +oVu)pde.
Q

Entao, pela definigdo de W1 () concluimos que

weW(Q) e V(uw)=uVv+uvVus

A regra do produto para fungoes em W1(€2) é importante para ao analisarmos
o problema de Dirichlet, no préximo capitulo, provarmos um principio do maximo
fraco (estendido) para funcoes em W12(Q), espaco definido na préxima secio. E
possivel evitarmos tal regra do produto no préximo capitulo, se ao invés de estu-
darmos fungoes em W12(2) [em se tratando do problema de Dirichlet, préximo
capitulo| estudassemos fungoes em I/VO1 ’2(9), espaco definido na préxima secao.

No momento adequado voltamos a esta discussao.
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3.4 Espagos W*?(Q)) e Regra da Cadeia

Definigao. Dados p € [1,00] e k € N, indicamos o espago de derivadas fracas

Whe(Q) = {ue WH(Q): 9°ue L7(2) para todo 0 < |a| < k}.

Claramente o espago de Sobolev Wkr(Q) é linear (i.e., um espago vetorial).

Ainda mais, W*»(Q) admite a norma (cheque, é trivial)

1 1
p p
[ulrp = lulrpo = lulwer@) = ( > ||3O‘UI,’§) = (f (2 l0ul) dfv) sel<p<oo,

le|<k %)

[ullk.00 = max |0%ul]o.
|| <k

Observemos que o espago vetorial e normado L!(§2) é subconjunto préprio (e

subespago vetorial préprio) do espaco vetorial e nao normado L; ().

Diferentemente dos espagos W*(£2), cuja definigao usa integracao local em §2,

os de Sobolev WkP(Q) sao definidos com o conceito integragao em todo o €.

Observemos que se u € W1(£), entao suas derivadas de primeira ordem estao

1

e () nao é normado|. Entre-

em L (Q) e que W(Q2) ndo é normado [pois L

tanto, WH1(€Q) é um espago vetorial e normado e é um subconjunto préprio (e

um subespago vetorial préprio) de W1(2). Resumindo, temos

WHH(Q) ¢ WH(Q) linearmente, mas W'(Q) é normado e W'(Q) nao o é.
Analogamente,

WHLHQ) ¢ WF(Q) linearmente, mas W*!(Q) é normado e W*(2) nao o é.

Notemos ainda que

Wor(Q) = Lr(9Q).

Destaquemos que todo Sobolev W#»(Q) é subconjunto de W1(Q). Isto é,

Wkr(Q) c W1(§2), para todos k e p.

Seja p em [1,00]. E trivial a equivaléncia de normas (cheque)

[ullkp ~ D2 10%ul,.

|e|<k
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Proposigao. O espago linear WkP(§) é um espago de Banach.

Prova.
Seja (u;) uma sequéncia de Cauchy em Wkr(Q). Entao,
(0%u;) é de Cauchy no espago de Banach LP(2) para todo |a| < k.

Logo, existe u, € LP(2) com

LP(O)
0%u; @, u, para cada |of < k.

Seja u = limu;, computado em LP(2). Sejam a com |a| <k e p e ().

Pela desigualdade de Holder segue (cheque)
f ud*pdr = limf u; 0%pdx
= lim(=1)l f(aauj)cpdm
= (=1)kd /uagodx.

Logo, para cada |a| < k existe a derivada fraca 0%u e 0%u = u, (cheque).

Evidentemente u € W»(Q).

E trivial mostrar que
WkP(Q)
u

Cheques

Atencao. Varias vezes estendemos uma funcao dada em (2. Este argumento
requer atengao se queremos manter alguma regularidade da funcao ao “cruzar a
fronteira 0€2”. Ao utilizar integracao, pode-se inadvertidamente supor que cruzar
a fronteira nao gera problemas por esta “ter medida nula”. Isto é falso. Por
exemplo, a uniao dos intervalos abertos
1 1
(rn ~ Tt Q—n) , onde Q =u{r,},

é um aberto  com m(Q2) < 1. Porém, 092 = R\ Q tem medida infinita. Cheque.
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Definigao. Seja ) aberto em R™. Entao,

WEP(Q) é o fecho de Ck(Q) em Wkr(Q).

E claro que também WiP(Q) é um espaco de Banach.
Os espagos WEP(Q) e WP () sdo distintos se Q é limitado (cheque).

Notagao. Suponhamos p = 2. Entao, também escrevemos

Wk2(Q) = HH(Q) e WP*(Q) = HE(Q).

O espago de Banach H*(2) e seu subespago de Banach HE(Q) sdo espagos de
Hilbert com produto interno (real) para duas fungdes u e v, ambas em H*(Q) ou
ambas em H}(2), definido por

(w,v), = > (0%u,0%0) 15(q) = > f(aau)(a%) dx.

la|<k lol<k

Comentério. Seja N, o nimero de multi-indices « tais que || < k. Entdo,

temos as imersoes naturais

WEP(Q) & WhP(Q) o IjLP(Q) _LP(Q) x - x LP(Q).

Ny, vezes
O espago de Banach LP(£2) é separavel se p € [1,00), vide capitulo 1.
O espago de Banach Lr(£2) é reflexivo se p € (1, 00), vide capitulo 1.
O produto cartesiano finito de espagos separaveis ¢ um espaco separavel.
O produto cartesiano finito de espacos reflexivos ¢ um espaco reflexivo.
Todo subespago linear e fechado de um espaco reflexivo é também reflexivo.
Todo subespaco de Banach é fechado no espaco vetorial que o contém.
Conclufmos entdo que os espagos de Banach Wk»(Q) e WP(Q) sdo

{ separaveis se p € [1,00),

reflexivos se p € (1, 00).
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p

Analogamente aos espacos L

(2) definimos os espagos abaixo.

Definigoes e notagoes. Consideremos €2 um aberto (limitado ou nao) em R,

um inteiro k > 0 e um valor p € [1,00]. Entao,

WEP(Q) = {u : Q) > R tal que u‘o e W*P(0O) para todo O cc Q}

loc

.. k -~ . . .
Os espagos vetoriais W, ?(§) nao sao normados porém admitem uma topologia.

N ~ .. . k
Uma sequéncia (u;) de fungées mensurdveis converge a u no sentido W,:7(§2) se

wk? (O
U BUCON u para todo O cc ).

FEscrevemos entao
Wk,P(Q)
% u

loc
Uj

< . k
Alerta. Nao é necessario u; € W,/ 7(§2).

Uma sequéncia (v;) c W/IIZf(Q) converge a v € WEP(Q), na topologia de

k7p A o o kvp g
WP (§2), se a sequéncia vj converge a v no sentido W;"’(Q2). Escrevemos entao

loc

WEP(Q)
e /l)

Uj

Proposi¢ao (Uma regra da Cadeia em W?(Q)). Seja f : R - R de classe C*!
por partes, com f € L*(R) e f" € L*(R), e consideremos uma fun¢ao u € WHr($).
Entao,

foueWhHQ) e V(fou)=f'(u)Vue LP(Q).

Prova.

Segue diretamente do lema regra da cadeia ja provado na segao 3.3 - regra

da cadeia (cheque)#
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3.5 Teoremas de Densidade

Lema [Regularizagao e aproximacao em W¥+r(Q)) - Friedrichs]. Conside-
remos p € [1,00). Dada uma fungao u € W*»(Q) e um arbitrdrio multi-indice «
com |a| < k, vale o que segue.

(a)

Ue ———— U.

U e C(R") WP (Q)
e
0*(u.) € LP(R"™)

Se supp(u) é compacto, para € pequeno o suficiente temos

WP (Q
(b) u e C2(Q) e wue MORDN u.

Prova.

(a) Devido as hipGteses, u € Ll () e existe a derivada fraca 0®u para cada

loc

|| < k [isto é, 0%u é localmente integravel em Q]. Pelo lema derivada fraca,

regularizacao e aproximagao (secao 3.2 - derivadas fracas) segue

0%(ue) = (0“u). no aberto €.

o Dada a extensao

_ u em §)
u =
0 fora de €2,

j& mostramos que [vide comentarios para extensao e regularizagao - capitulo

2 - secao 2.5 - regularizagao e aproximacao em Li () e LP(Q)] que

Te LP(R)
€

te = (W)e = U * pe em todo o R™.

Pelo corolario o produto de convolucao definido em LP(R"™) x C(R") -
vide capitulo 2, secao 2.2 (produto de convolugao) - seguem entao as duas

primeiras afirmagoes anunciadas

Ue = U * pe € C°(R") n LP(R")
e
0%(ue) = » 0%p. € C*(R™) n LP(R™).
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i

Por outro lado, por hipdtese 0%u € LP(£2) e entao pelo lema regularizacao e

aproximagao em LP(Q) e LY (Q) [vide capitulo 2 - secao 2.5] segue

(0%u). PO, go,

Dado O cc Q, seja r >0 com O c Q, c Q. O lema derivada fraca, regula-
rizagao e aproximacgao garante (0%u). = 0%(uc) em O c Q. c Q, se € < .

Logo,
?(O
0*(u,) KO, pey,

Donde segue
whP(Q)

loc

U —> U.

A afirmacao sobre o suporte é trivial.
E trivial a propriedade supp(0®u) c supp(u). Cheque.

Por hipétese, supp(u) é compacto em €. Fixemos V cc ) tal que
supp(u) c V.
Consideremos 0 < € < d(supp(u), R™ \ V)} Temos entao
supp[0*(u.)] c supp(uc) c supp(u) + D(0,¢) ¢ V cc Q.

Por (a) segue

WhP(V)
Ue —

Isto é,

0*(ue) D0, g,

Como supp(@o‘(ue)) c V, obtemos

0 (u0) 22 9oy,

Donde concluimos que
Wk,p(Q)
Ue ——> US
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Teorema (Aproximacgao global por fungoes suaves. Meyers-Serrin, 1964).

Vale a propriedade,
C*>(Q) nW*P(Q) é denso em WHP(Q).
Prova.

Na segao 2.4 - Urysohn e particao da unidade - exibimos uma sequéncia
exaustiva de abertos O; ~ €, onde j > 1, e uma particao da unidade (¢;)

para 2 e subordinada a cobertura (O;). Mostramos também

supp(v;) € O; ~ O,_3 para todo j=1,2,3,...,

convencionado O_o =0_1 =0y = @.

Fixado u € W*»(Q), temos ¢;u € WkP(Q) |verifique] com o suporte de 9;u

compacto em (). Existe ¢; > 0 satisfazendo
supp (zﬂju)ej c O;\Oj_3 para todo j=1,2,3,....
Pelo lema de Friedrichs, imediatamente acima, podemos supor €; pequeno
tal que
€
”(%’U)q - %UHWM(Q) < bYh
Dado D(z,r) c Q, existe N tal que D(z,r) c Oy. Segue
0= N (Wu)., = (ru), + -+ (Uxegu)e,, no disco D(x,r).
J

Logo, v € C*(2). Para completar, temos

[v = iy < 20 | (Wsu).; - ¢juHW’W’(Q) ccd

O teorema de Meyers-Serrin mostra que W*?() pode ser caracterizado como

o completamento do espago C*°(2) sob a norma

> 1 lze -

la|<k
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Fronteira. Sejam (2 aberto e limitado em R", de varidvel x = (x1,...,2,).
(Extraido de Evans [6, pp. 226-268 ¢ 710-711].)

o Dizemos que 92 é C! se para cada ponto p € 02 existe uma funcao
v:R" SR
tal que, renomeando os eixos se necessario, obtemos
QnB(p,r) = {x € B(p,r):xy,>y(xq,... ,a:n,l)}.
Assim, localmente temos 0f) = gréfico(y) para alguma 7 de classe C!.

o Se 92 é C1, entao ao longo de 0N esta definido o campo vetorial continuo

normal unitdrio exterior (apontando para o exterior de 2) indicado
v=v,... V).

o Consideremos uma funcdo f € C1(Q). A sua derivada normal exterior

¢ definida pelo produto interno

oaberto

fronteira

Figura 3.15: O vetor normal exterior.
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o Para aplainar a fronteira préximo a p, definimos funcao y = ®(x) por

yj=x;=®;(z), onde j=1,...,n
Yn = Tn _’7(3717' o 7xn—1) = (I)n(m)

Observemos que y, = 0 se e somente se x pertence a gréafico(y) = 0.

Analogamente, definimos x = ¥(y) pelas equagoes

zj=y;=V;(y), onde j=1,...,n
Ty =Yn +Y(T1,. .., Tno1) = Vi (y).

' /Q\
‘H“xkhﬁ?_f,,/£\~—:i_/)

Figura 3.16: Aplainando a fronteira, com ¢ = ®(p).

Temos

((I) o \If)(y) = (I)(yla cv oy Yn-1,Yn +7(y17 v 7yn71))

= (yla s Yn-1,Yn T P)/(yb s >yn—1) _7(y17 s 7yn—1)) =Y.
Analogamente, (Vo ®)(z) = x. Donde segue & = U-1. Notemos que

1 0 0 o0
0 1 0 e 0
det JO=| : t =1
0 0 0 1 0
0y =0y v =Opay 1

E entdo claro que det J¥ = 1. Dizemos que a aplicacao
x> ®(r) =y
“aplaina/nivela” a fronteira 0f). Sobre o grafico de y temos ®,, = 0. Logo,
Vo, =(-017,...,—0n17,1)

é ortogonal ao grafico de v. Como o gradiente V®,, aponta no sentido do
crescimento de ®,,, segue que o normal exterior ao gréafico de v [e 09] é
_ Ve, (V1)

BN N TZ T
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Definigao (Propriedade do Segmento). Um aberto limitado €2 tem a pro-
priedade do segmento se existe uma cobertura aberta Vj, Vi, ..., Vy do fecho Q

satisfazendo:
(a) Vpc.
(b) V;nOQY+ @ para cada j=1,...,N.
(c) Para cada j=1,..., N, existe um vetor v/ € R" tal que

x+5vj¢ﬁparatodoxevj\Qetod00<(5<1.

Vide figura abaixo.

Figura 3.17: Um aberto €2 com a propriedade do segmento.

Exercicio. Se €2 é um aberto conexo e limitado, com fronteira de classe C1,

entao €2 tem a propriedade do segmento.

O teorema abaixo pode ser estendido a Wkr(Q).

Teorema. [Aproximagao global por fungoes suaves até a fronteira - O
espago C~(1) é denso em W*2(Q)]. Sejam Q2 um aberto limitado que tem a
propriedade do segmento e k € N. Entdao, C*(Q) é denso em Wk2(Q).

Prova. Extraida de Folland [7, pp. 221-222]. Vide Adams [1, pp. 67-70].

o E evidente que C* (Q) - o espaco das funcdes reais definidas em € e cujas
derivadas parciais, de toda ordem, se estendem continuamente a €2 - é um

subespaco de Wk2(Q).
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o Sejam Vj, Vi, ..., Vy dados pela propriedade do segmento. Existe uma co-
bertura Op, Oy, ...,0y de Q e satisfazendo O; c V; (cheque). Existe uma
particdo da unidade ¢g, é1, . .., ¢n para o compacto Q e subordinada & sub-

cobertura Oy, Oy, ...,Op [cheque, vide Lista 2 - Exercicio 4].

Dada u € Wk2(Q), é trivial ver que ¢;u € W*2(Q) (cheque, note que as

derivadas de ¢; sao limitadas, vide Lista 4 - Exercicio 3). Entao, devido a
U= dou+ Pru+ -+ dnu,
basta mostrarmos que ¢;u € C>(Q) para j=0,1,..., N.

o O caso ¢ou é trivial pois supp(¢pg) é compacto em O c ). Neste caso

wk2(Q)

(Pou) * p. € C2(Q) c Coo(ﬁ) e (gou) * pe

(bou.
Cheque, vide Lista 3 - Exercicio 7.

o Ocaso j =1,...,N. Notemos que supp(¢;u), contido em supp(¢,) n €,
¢ um fechado relativo a . Trocando ¢;u € W*2(Q) por u, encontramos

supp(u) c supp(¢;) N2 para algum j=1,..., N.

Estendamos u = 0 fora de Q. Entdo, supp(u) c supp(u) n € c supp(¢;) n Q.

Isto é, o suporte da extensao é um compacto dentro de O; e dentro de Q.

Consideremos o compacto

Ny ———

Figura 3.18: Ilustracdo a S = 0; n 9N e também a S? (disjunto de Q).

E sabido que R* =QuoQu Q°. E trivial ver que coincidem os abertos

R"\S = R"~(0;nd0) = (0;)°uQuQ’.
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Entao - vide Lista 4, Exercicio 7 (localiza¢do) - a fun¢ao u e suas derivadas
fracas de ordem menor ou igual a k estao bem definidas no aberto chuﬂuﬁc
e pertencem ao espaco L2(0; uQuQ°) = L2(R"\ ). Isto é,

ueWR2(R"\ S).

Seja 0 <6 < 1. E claro que S% = S+ Jv7 é compacto para cada 0 < § < 1.

Ainda mais, temos

QnSd=g,

pois caso ocorra  +dv’i € 0, com x € S =0;NIN, entdao x € V; N Q e pela

propriedade do segmento deduzimos que z + 6vi ¢ Q J

Em particular, | € ¢ R\ S9 ‘

Consideremos a fungao (u transladada)

uw(x) =u(z - 6v7), com z no aberto | R” \ S% = (S + dv7)e |,

notando que para todo tal x temos .

Assim, u® € Wk2(R™ \ S9) pois v € WFk2(R" \ S). Para 0 pequeno, u e u®

estao suportadas em O; [pois supp(u) c supp(¢;), este compacto em O;].

E claro que (82u®)(x) = (8°u)(x - 0vi) se 2 e R~ S9, para todo || < k.

Fixemos um multi-indice a, com |o| < k. Logo,

/Q ‘80‘u‘5 - 80‘u|2d93 = L |(8°‘u)(:v - - (8au)(:1:)|2d:1:.

Definamos p € L2(R™) por

’uzaaueer,u:Oech. ‘

Se x — 0vl € Q, é evidente que (0%u)(z - 0v?) = p(z — dvl).

Seja x € €) tal que x — v’ ¢ €. Pelos destaques acima segue
z-6v e(R"~S) =0, uQuQ’ porém z - 607 ¢ Q.

Logo, = — vl € O_jc uQ’. Por construcao, temos u = 0 no aberto ﬁjc uQ’

Donde encontramos (0%u)(x —dv7) = 0 = p(x — dv7).
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O teorema continuidade da translagao em LP (se¢ao 1.3) garante
f |(8O‘u)(x—évj)—(aau)(:c)fd:c = [ ‘/L(QZ—(SUj)—/L(LC)‘de
Q Q

< f |z - ov7) - u(m)|2dx 20,
RTL

Assim, pela arbitrariedade do multi-indice «, para encerrar esta prova basta

verificarmos que a restrigao
u‘s‘ e WH2(Q)
Q
é limite de funcdes em C=(Q), na norma de W#2(Q).
Fixemos 0. J& vimos que u® € WF2(R™ \ S?). Seja x € C=(R") tal que

x =1 em uma vizinhanca de €,
e

X =0 em uma vizinhanca de S°.
Entao,
xul € WH2(R™)  [cheque].
Ainda, yu® tem suporte compacto. Logo, (xu?) * p. € C=(R"?) e

5 Wk’2(Rn) 5 . . .
(xu’)*p. ——— xu’ [Vide Lista 3 - Exercicio 7].

Donde segue que

wk2(Q)
—u %
Q

() | _eC=(Q) e (xu’) *pe
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3.6 Teoremas de Imersao.

No que segue, nestas notas, {2 é um aberto limitado.

Alerta. E bem natural (a principio), dada u € W*?(Q) cogitarmos de uma
extensao em WkP(R"). Este argumento nao é valido em geral e requer propri-
edades de suavidade de 0f2. Vide (futura) segdo 3.77 - Extensao e Interpolacao
ou Extension Operators em Brezis (3, p. 272].

Como ¢é usual, C* (ﬁ) é o sub-espaco das fungoes em C*() cujas derivadas
parciais de ordem menor ou igual a k se estendem continuamente ao fecho Q.

Em varias aplicagoes em EDP ¢é importante compreender o grau de regula-
ridade de uma fun¢ao u € Wkr(Q). Veremos, nesta e na proxima segiao, dois
resultados basicos nesta direcao. Informalmente, seguem seus enunciados.

e Desigualdades de Sobolev (ou Sobolev-Gagliardo-Nirenberg):
Lnv (2) se p<n,

Wy P(Q) estd imerso em _
Co(Q2) se p>n.

e Teorema da Imersao de Morrey: as fungoes no espago W1iP(Q) sdo Holder

continuas (apdés modificarmos tais fungoes em um conjunto de medida zero).
Assim, esta e a proxima secao exploram a conexao entre

(1) propriedades pontuais e de integracao para u fracamente diferenciavel e

(2) propriedades de integrabilidade das derivadas de u.

Um dos simples resultados nesta direcao é que se u é fracamente diferenciavel,
em uma variavel real, entdao u é absolutamente continua. Assim, pelo teorema

fundamental do calculo (Lebesgue), u é derivavel q.t.p., com ' integrével e

b
u(b) —u(a) = f (1) dt,
a
Ja vimos este resultado, com o nome teorema de caracterizacao das funcoes com

derivada fraca em L', em um comentario extra na secao 3-2 - derivadas fracas.
) 3

Temos entao o seguinte exemplo.

Exemplo. Seja um intervalo (a,b) c R. Toda u € WP((a,b)) coincide q.t.p. com

uma funcdo f: (a,b) - R absolutamente continua com derivada f’ e LP((a,b)).

Em dimensoes n > 2, tanta regularidade nao ocorre. Segue um exemplo.
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Exemplo (Uma fungao em WLP(B(O,l)), onde B(0,1) c R*, mas nao

continua e nao limitada, conforme os valores n e p). Consideremos

n_peO<|x|<1.

u(x) = , onde 0 <y <

|

Verificagao.

o Seja B =B(0,1). E 6bvio que u e CL(B~ {0}). E trivial ver que

_ry oy _f}/m
dyu(x) = 5 (aft) 32 = T

Logo,

Em B\ {0}, u admite derivadas fracas de todas as ordens e estas coincidem

com as classicas. Respondamos a particular pergunta abaixo.

Pergunta. Em quais casos as derivadas classicas 0;u definem as derivadas

fracas de u em toda a bola B? Isto é, em quais casos vale a formula

f(ﬁju)gp dr = - f ud;pdx, para toda p € C}(B)?
B B

Assim, devemos analisar para toda ¢ € C'}(B) e nao s6 para ¢ € C1(B~{0}).
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Destaquemos

uwe LI(B), sey<n | e | [0jul e LY(B) se y+1<n.

A seguir, seja ¢ € C1(B). Dado € >0 o teorema do divergente assegura

f«md Oy (up)de = f _ ul@)p(x)v;(2)ds,

onde dS é a medida (n — 1)-dimensional na superficie da bola B(0,¢) e

Ly
V . x = — —_—
é tal que v = (v1,...,v,) é o vetor normal (definido exterior a faixa circular

{r:e<]z| <1} em {z:|z| = €}) apontando para o interior da bola B(0,¢).

Sob a condi¢ao n — 1> obtemos
f|_ [u(2)p(x)v;(2)|dS < € || pma (St -2 0.

Assim, para n— 1> encontramos 0;(uy) = ud;¢ + p0d;u € L'(B) com

/@-(ugp)dx:() e entao /uajgoda::f Rk o(x)dx.
B B

|I|'y+2

Logo,

oju= _kcvl% ¢ a derivada fraca de u na bola B(0,1).

Ainda, observemos que

1Y 1
f —— | dv=0(5"") f PO D < oo
B\ |z*! 0

se e somente se

n—-1-p(y+1)>-1 ou, equivalentmente, vy <

Segue entao que (cheque)

n —

ue WHP(B) se 0 << Py
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Antes de provarmos as desigualdades de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg, fagamos

mais algumas observacoes.

(1) As desigualdades de Sobolev em Wé“ P(Q) valem em todo aberto 2. Valem
desigualdades andlogas em WkPr(Q), se a fronteira de Q é regular (suave) o sufi-
ciente. Vide Evans [6, pp. 253-305] e Gilbard-Trudinger [10, p. 171].

No espago W1P(R") as desigualdades de Sobolev sdo menos arduas para pro-

var que no espago Whr(Q).

(2) O conjugado de Sobolev p* para um expoente p € [1,n). As desigualda-
des de Sobolev envolvem estimativas entre funcoes, suas derivadas e espacos LP's.
Fixado o expoente p, determinemos condicGes necessarias sobre ¢ para a validade

da desigualdade (com C' uma constante)
[ flg < CIVflp, para toda feC(R™).

o Para tal tarefa, sigamos os fisicos e fisicas e utilizemos um reescalonamento

(um argumento comum entre elas e eles). Dada f # 0, consideremos

fr(z) = f(Az), com X >0 uma constante.

([|Jf(m)|qczgc)é SC([|VfA|pda:);.

Temos (V. fy)(x) = A(Vf)(Az). Encontramos entao
(M) o] Wf(y)vwzy)é

Segue

A A"

Donde segue
| flg<C (AH%%) IV£], paratodo A> 0.

Ora, isto s6 ¢é possivel se

1+ 2oy
q P
Tal valor para ¢ é denotado p*, o conjugado de Sobolev para p. Isto é,
L -1_1 4y ainda, p*=22.
p p n n-p

Notemos que p* varia segundo as relacoes

1<p<p'<+oos
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(3) A desigualdade de Hélder generalizada para N fungoes nao negativas mostra

1 1
[glﬁ---gﬁdm < ([gldm)N ...([gNdm)N [vide secao 1.4].

Sejam f1 >0,..., f, >0 fungoes na variavel x = (x1,...,z,) € R* . Mostremos

F(.Z'):I;[(_[fjdl'j)"il — dexsl;[(ffjd:U)"l-l.

De fato, pela desigualdade de Hilder generalizada (para n—1 fungdes) segue [note

que a integral [ fi(z1,xa,...,2,)dr; independe de z, vide figural

/Fdx1<(ff1dx1) >2(/f]dx]dx1) 1

(KI-.KE-.KJ‘} (s,%,.% )

X
1

Figura 3.20: O caso n = 3. A integral [ fi(s,z2,x3)ds independe de x5 e de 3.

Analogamente quanto as demais variaveis.

Reaplicando tal desigualdade de Hélder (com n — 1 fungdes) obtemos

fpdxldg;Qg(ffgdxgdxl) (ff1dx1dx2) >3(/fgdx]da:1da:2)1

Vemos entao que

1

del’l dl’g dl’g < ([ fg dl’g dl’g dl’l)n_l ([ f2 dl’g dl’ldl’g)n_l X
( f frda, dxgdxg) ( f f; dz; da, dxgdxg)
j>4

[terando segue (por “indugao informal”)

1
-1

f Fdxldmzdxg---da:n_n( f f; day dws diy- dxn) »

Para formalizar a inducao, cheque por inducao em k a férmula

k =
dexl---d:kaH(ff]dxl dmk) (/f]dx]dxl dxk) .
j=1
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(4) Média geométrica X Média aritmética. Para positivos a; ..., a, segue

ay + -+ a,
Vaya, < ————.
n

Cheque, dada uma constante ¢ > 0 maximize o produto

o(x1, ..., xy) =212y

sob as condigoes 1 +--+x, =¢, x1 > 0,...2, >0 via multiplicadores de Lagrange.

(5) Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz (para o produto interno) em R” segue

ay + -+ a, <\ a2+ + a2 /n.

(6) Fixado v > 1, a fungao

¢ =¢,(t) =t|", onde teR,
é (cheque) de classe C! e satisfaz
t

t+0
@' (t) = [t sgn(t), onde sgn(t) = I S¢
0set=0.

e e e
iV __':. -4 %‘ﬂ;'y
< eda e
_ i
JQ y=x %
ol 2 8 'F' I.
1 D -2 el

¥ y= g

7 %

3 I'I'\-
|® y=4 X

Q y= LT

— —

Figura 3.21: A esquerda, graficos de monomials reais y = ™ com n =1,2,3,4 e 5.

A direita, grafico em R?xR da fungdo = ~ |x|Y onde v > 1, com um cone “dentro’.
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Teorema (Desigualdades de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg). Sejam p > 1,
onde p é finito, e p* =np/(n - p) o conjugado de Sobolev de p. Entao,
LP(Q) sep<n
Wy () =
o (ﬁ) se p>n.
Isto é, se p > n, toda u € Wy P(§)) tem uma (iinica) representante continua em ).

Ainda, existe uma constante C' = C(n, p) tal que para toda u € Wy "() temos

|ull,- < Cvul, sep<n

sup |ul < C|Q|%_% IVul, sep>n.
Q

Em particular, a tinica fun¢ao constante em I/VO1 P(Q) é a fungao nula.

Prova.

o Caso p=1. Seja f € C1(f), denso em W, (Q). Dado 1< j <n seguem

f@I=| [ oran|< [Tioisids e

If(w)lfﬁlS(ﬁfwjﬂdxj)“.

Donde segue, pelo comentarios prévios (desigualdade de Hélder generali-

zada, médias geométrica e aritmética e desigualdade de Cauchy-Schwartz)

n 5 1
e < (1T fftar) < [ Soysiar s o= [ 19

1
<—=[v/fl
n

Argumento de densidade (argumento padrdo) . Dada u € W' (), existe uma

sequéncia (f;) c CH(Q) tal que

whi(Q
fi —

Podemos supor f; - u q.t.p. (cheque). A desigualdade acima permite

destacarmos a desigualdade

| £

1+ < ﬁ”Vf]”l, Onde 1* = %

35



Portanto (f;) é de Cauchy em L'"(2) e existe U tal que

LY@
P

Existe uma subsequéncia f;, - U q.t.p. Logo,

w=UeL"(Q).

Impondo j - oo na desigualdade ja destacada acima segue

1
”U 1+ < —||Vu||1
Vn

Caso 1 < p<n. Sejam f e CL(Q) [espaco denso em W,"(Q)] e v > 1. No
comentario prévio (6) introduzimos
5(1) = i € CA(R).
Segue
=65 e CLH) e [V(MI=16' (NI <Al

Encontramos entao, pelo caso ja mostrado e a desigualdade de Holder,

) < T [ VP flde e

Pl < =Pt 197,

Seja p’ =p/(p—1) o conjugado de p. Para p < n escolhamos ~ tal que
Jap =p

%z(v—l)p’:%; i.e.,fy:—(tl__lp?p>1 e %:nn—i):p*.
Segue
I < b o

e entao (cheque)
r(5-7) L
p*

|# = 1£1,- < —=

Por um argumento padrao de densidade (vide caso p = 1) obtemos (cheque)

IV £l

0

« <
P \/ﬁ

| Vull,, para toda ue W,"(Q).

lu
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o Caso p > n. O sub-caso |2 = oo ¢ trivial. Suponhamos 2] < co. Sejam

f € CHQ) [espago denso em W, *(Q)], com f ndo nula, e v > 1. Definamos

_ Vnlf]

IV £l
Sub-caso |2 = 1. Consideremos os expoentes conjugados
n p
n' = e p=——.
n-1 P

A desigualdade em norma e ja provada (e destacada) para |f|” mostra

\2

[ 7 = 1], < o VIl
IIVfII7 H IIVfIIp ’
Logo,
[ F7 [ <
Donde segue
Pl = 1F15 <23 F 7 = 24 F

No capitulo 1 - secao 1.4 - desigualdades e interpolacoes basicas - vimos que

sob as hipdteses r<s e |Q =1, vale |- ||, < |- [s-

Concluimos entao que

-1
[Pl <57 )L

Notemos que p > n implica p’ < n'/. Substituamos
n/
v=0% parak=1,2,..., onde § = — > 1.
p

Encontramos entao (a identidade p’5’“ =n'ok-1 ¢ utilizada)

[Fllse < 67|

5k:6‘ HF

/§k 15k 1°

Iterando encontramos

k(1 q\s—(k=1) . . 15-1 1-67%)(1-6-R-1))...(1-6"1
HFHn’Jk S5k6 +(k-1)0 +-+18 (, ) ) ( )

A esquerda temos |F|gx < | F|,vsr. A direita, pelo caso p=1 e n' = 1* segue

i /i Ji
F = n' = 1* = = 1—
171, = o M= g M < o, 711

Vale entao a desigualdade (a soma infinita ). jé=/ converge, cheque)

HF”ak <c=62" < oo
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O teorema “A fungao convexa p — || f|5” (capitulo 1 - se¢do 1.4) garante a
convergencia

]{;—)00

[ Fllsw — [ F]o-

Donde segue sup(F) < ¢ e destacamos a desigualdade

sup|f| < 7V -

Por um argumento de densidade chegamos a (cheque)

C
ess sup([uf) = ] (@) < ~=| Tl para toda u e Wi(2).

NG
Ainda, dada u € W, *(Q) existe (f;) c C1(R) tal que f; - u em WLP(Q) e

4.p.
fi 2P, w. Utilizemos a desigualdde destacada imediatamente acima. No

conjunto €2, a sequéncia (f;) é de Cauchy na norma do sup e converge

uniformemente a uma funcio continua @ : Q - R. E trivial ver que
u=1u q.t.p. em €.
Logo, W, *(Q) c C°(Q).

Sub-caso  geral. Introduzamos a mudanca z = T'(y) = |Q|ny = (|Q]+ I,)y,

com [, o operador identidade de ordem n. Segue
IT-1(Q)] = |det T7|| = 1.
Dada f € C1(€Q) temos o produto matricial V(foT) = (Vf)(T)xT e entao

sup|f| = sup |foT|
Q T7-1()

3 =

IN

Sie

(VH)(Ty) < TPdy

1)
1

- | 1wna@yray
r-1(@)

Q7 g
L |(Vf)|p|9|‘1dfc)
Q

o
=

Por densidade, tal desigualdade vale em W, () c C°(Q). Cheques

a8



Oswaldo Rio Branco de Oliveira

Corolario. Valem as imersoes continuas
= (2) sekp<n
WyP(Q) -

m( O n _ kp—m
cm(§l)  se0<m<k-% [— E ]
[O niimero k - (n/p) é chamado suavidade liquida de u e W 7(Q).]

Prova.

o A primeira inclusdo. O caso k = 1 segue do teorema. Supondo a in-
clusdo continua vélida se kp < n, provemos para (k + 1)p < n. Dada
we WIP(Q) segue {u,du,...,d,u} c WiP(Q). Por hipétese de inducéio
temos WP (Q) - L"%P(Q) O caso k =1 garante

nnfkp

we W () - L) (@) = L7 (9) = L ().

O caso k =1 e a hip6tese de indugao garantem

il g = Nl gy < CallVul 2, < C1Cal Ty < CrCalulygonsy.

n—kp

o A segunda inclusdo. Sejam m = 0 e k qualquer. E evidente a inclusio

WP (Q) = W, (). Entéo, com o teorema obtemos
W () = Wy () = C°(9).
As inclusoes desejadas valem se k = 1, pois entao temos m =0 e p > n.

Supondo a afirmacao valida para k provemo-la para k + 1. Consideremos

FeCH1(Q) cWEP(Q) e 1<m<k+1-—
p

[para m = 0 use a afirmacao para k|. Seguem, com a hipdtese de indugao,
O<m-1<k-— e {8°f:|a| <1} c WEP(Q) &> C™L(Q).
p
Portanto existe C > 0 tal que

max Sgplaﬁao‘fl < Cl(”f”w(f’p(ﬂ)"'“foW(;"”’(Q))‘

|a|<1,|B|l<m~1
Logo, existe Cy > 0 tal que
[£lem@y = maxsup|07f] < Callflypenqy-

(Exercicio.) Finalize com um argumento de densidade [vide prova do teorema|.
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3.7 Estimativas para o Potencial e Teoremas de

Imersao.

Seja 2 um aberto limitado. Aperfeicoemos os resultados de imersao, via
estimativas para o potencial, e provemos o teorema de imersao de Morrey.
Dado p € (0,1], definimos o operador V), atuando em L!(£2) - o lema a seguir

garante tal fato - pelo potencial de Riesz

Vu(f)(z) = [Q |z —y|" D f(y)dy, onde z € Q.

[J&4 vimos no capitulo 1 que z ~ |z|* pertence a Ll(B(O, 1)) se e sb se A\ > -n.
Se Q =R, entdo V,, é operador de convolucao de nicleo K (z) = |z[*(+1) ]

Inicialmente, verifiquemos que para a funcao f =1 temos
(3.7.1) V1= [Q o~y P Ddy < ptwlH QP [wn 0 volume de B(0,1)].

Obviamente podemos supor || < oo. Existe um tnico r > 0 tal que |B(z,r)| = |€)].

x®

Figura 3.22: O aberto Q e B(z,r), com |Q| = |B(z,r)|.

Segue
f ly - 2" Dy = f ly — "Dy + f ly - " Ddy
L QnB(w,r) O\B(z,r)
< " + / Tn(u—l)dy
Q\B(z,r)
= " + f ,r,n(,u—l)dy
B(z,r)\Q
< " + f ly — 2" Dy
B(z,r)\Q

= — zr=1) g
y-—x Y
L(:p,r) | |

T B - e .
= [ e e dp= (5
= (rwn)eo !

= twy B0, 7) e
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Dado p € [1,00) e um coeficiente p € (0, 1], consideremos valores ¢ > 1 tais que

1 1
0S5=5(p,Q)=];——<u~

1 1
[p,;u) seO<u<5

[p, +00]

Destaquemos que

se

Sl
IN
=
IN
—

0 7 - 1

: |
p i I,
e
Figura 3.23: Distribuicao dos expoentes p e g e seus inversos, no caso u < %.

Lema (O operador V,, potencial de Riesz). Sejam p,u,q e 0 como acima
Entao,

V,: LP(Q) > L9(Q) [Vu(f)(m) = fQ = y" D f (y)dy |,
é linear continua e satisfaz
1 _5 1-6 B -
WVflos (5=5)  erisl,

[Em particular, se p=q temos 6 =0 eV,
Prova.

: LP(Q2) - Lr(Q2) operador continuo.]
¢ Seja r > 1 definido por
1 11
o l4io==1-5
r q p

1
[Com 127"(,u—1)+1>T(————1)+1:O].
P 4q
Fixado z € Q e abusando da notagao, a fungao K,(y) = |z — y|**1 satisfaz

(vide desigualdade 3.7.1 seguinte & definicao do potencial do Riesz)
Kl = [ o=yl oDy

_ f |$_y|n{[r(u—1)+1]—1}dy
= Vir(u-1)+13 (1)

< ;w;—[r(u—l)ﬂ]|Q|[r<u—1)+11,
r(p=1)+1

61



Donde segue

Qe

1
1Ko, < (m)

1-6
- (—1 _ g) wi_“ |Q|“_5.
N —

Entao, | M = sup{||K.|, : € Q} | é menor ou igual a tltima quantidade acima.

A seguir, adaptamos a prova da desigualdade de Young generalizada para
convolugoes sobre todo o R™ (capitulo 2 - segao 2.2 - produto de convolugao).

Abusando da notagao, indiquemos K, = K. Escrevamos (cheque)
. r(l,;) By ins Py T(l,;) o
K|fl= Ka K"V e)| flal fIP° = (K[ f]P)a KTV )| fIP2.

Se § =0, podemos eliminar o termo |f|P°. Notemos que

1 1 1 1 1
—+1——+(5 =1 = —+T+T
q p 9 1 3

P

[se d >0].

Entao, pela desigualdade de Hélder generalizada encontramos
Vil (0) = [ K@=plf)ldy
Q

< (f Kr(fv—y)lf(y)l”dy)q (f Kr(fr—y)dy) K (flf(y)lpdy) :

Segue, gracas a definicao de M e ao teorema de Fubini,

[ vtz < s O [irl [0 y)dedy
Q Q Q

r(1-1 5o
< ) P £
Encontramos entao (se d # 0, notando que o caso § = 0 segue junto)
r(1-141 o+1
Vsl < w2 )

- |51,
1_5 1-9 ~ ~
<(2=5) s
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Seguem dois lemas que conectam derivadas fracas e potenciais de Riesz.
Seja v -w o produto interno entre os vetores v e w, ambos em R".

Lema (Representacio via Potencial de Riesz). Seja ue W, (Q). Entéo,

u(x) = L f(x—y)-V:(y)dy q.t.p. em €.
] el

Prova.

o Notemos que (z -y) - Vu(y) = X(z; - y;)05u(y).
o Seja f e CL() e estendamos f =0 em Q°. Dada a diregdo w € S™! temos
© d
@) == [ At re)}dr,
o dr
W
2
o
Figura 3.24: O ponto z e uma dire¢ao w.

A seguir integramos tal identidade em S™~1, utilizamos o(S™1) = nw, [vide
teorema de mudanga de variavel em coordenadas polares no capitulo 1] e na
passsagem final substituimos x + rw = y e novamente aplicamos o teorema

de mudanca de variavel em coordenadas polares .

Ainda mais, objetivando claridade utilizamos a notacao de Einstein e

suprimimos o simbolo ¥ de somatorio que é entao subentendido. Obtemos
-f(z)nw, = f f lw-vf(:vﬂ"w) do(w)dr
0o Jsn-

:fooofgnl w;0; f(x + rw)do(w)dr

:f°°f rwjﬁjf(:c+rw)rn_lda(w)dr
0 Sn-1 r
_ [n (25 - 4;)0if (y) dy.

|z -y

O caso para fungoes em C!(Q)) esta entao provado.
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o Sejam u € W, (Q) e uma sequéncia (f;) c C1(Q) tal que

W, ()

fj

O teorema convergéncia em LP e convergéncia pontual (capitulo 1 - segao

1.3) permite supor
fi —u qt.p.

O lema “O operador V,,”, com p=¢g =1 e p=1/n, mostra a continuidade de
Vi Ll(Q) — Ll(Q).

Para cada z em ) temos

nwy J |z =yl
_ 1 (z-y)-Vi(y)dy f (z - y) - Vuly)dy
nwy |J =yl J =yl
1
< _ |+l L
<o [l oV - vl )y
Q
= = [l gl G f - Vul(y)dy
nwn J I

1
< ——Vi|Vf; - Vu|(z).
nw, %| fJ |( )
Como |V f; = Vu| - 0 em L'(Q2) segue que
L(Q
Vi (IV/; - vaul) =2 0.
Passando a uma subsequéncia, se necessario, podemos supor

Vi(|Vf; = Vu|) > 0 q.t.p. em €.

J& comentamos que f; -« q.t.p. Por fim, concluimos

u(x) _ (x ~ y) ) Vu(y)dy

q.t.p. em Q&
|z -y

Q
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O lema a seguir serd utilizado na prova do teorema da imersao de Morrey.

Lema (ao primeiro teorema da imersao de Morrey). Sejam 2 convexo (e
limitado) e u e WH1(Q). Entao,
dr o
() ~usl < oy [ o= ol TuCldy atp. om0
Q

onde S é um subconjunto mensuravel de §2 e, ainda,

ug = é / u(y)dy [a média de w em S| e d=diam(f).
S

Prova.

o Dado x € Q, temos 2 c B(z,d).

o Pelo teorema de Meyers-Serrin, C*(2)nW11(Q) é denso em W1(Q). Seja
feC>=(Q2). Dados = e y, ambos em (2, ¢ trivial ver que (cheque)

lz=yl Y-

f(;c)—f(y):—fo Gy UG r)dr, ondew= =

Figura 3.25: Dois pontos, x e y, em um convexo (2.

Notemos que w = w(z,y). Fixemos z. Integrando em y e sobre S achamos

]
SIL@) - fs)== [ [ Vi@ rw)-wdrdy.
S 0

Dado r > 0, o ponto x+rw esta na reta contendo z e de direcao w. Definamos
V[ =0 fora de Q.
As coordenadas de V f estao entao estendidas ao R" e sao mensuraveis.

A desigualdade triangular para integrais, a observacao 2 ¢ B(x,d), o teo-

rema de Tonelli e uma troca de variavel com coordenadas polares, mostram

|2yl
SIli@) -5l < [ [ 195@+rw)-oldrdy
S 0
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]

0 B(z,d)

<f f IV f(z+rw)- w|ldydr

y—=

= Vf(ycw“y_a7
0 B(z,d) ly -2l
o0 d
=[//Vf(:c+r—w
] I |ow]

n-1

dy dr

ly — |

pw

p" Y dpdwdr
|pwl

=[//|Vf(:r;+7’w)-w|p”‘1dpdwdr
0 sn-1 0

:d%ff|vf(a:+rw)-w|dwdr

0 Sn-1

=%f]o‘Vf(x+rw)-%

Sn-1 0

-y

dn
<& [ o=y vy ay

o Sejam u € WhH(Q) e (f;) ¢ C~(Q2) tal que f; WO
convergéncia em LP e convergéncia pontual permite supor

O lema “o potencial V,,”, comp=qg=1e =

Vf(y)-;;yn d

r" L dr dw

1 1 QO
) O teorema

fi — u q.t.p.
1/n, mostra a continuidade de

Vi LY(Q) » L}(9).

Pelo que provamos até aqui temos

115~ ()s| < 5 (Valv i) () atep.

Em L'(Q), como Vf; - Vu entao |Vf;| = [Vu| e V|V = ViVl

Passando a uma subsequéncia, se preciso, podemos supor

Vi|Vfi| = Vi|Vu| g.t.p.

Como f; - u em Ll(Q), entao

(fi)s = us|.

Os destaques dados mostram

() ~us| < e f o=yl ul(y)dy qt.p. em Qs
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Definigao (Espagos de Hélder). Sejam k € N e um expoente (de Hélder)
v € (0,1]. Seja C*¥(Q) o espaco das funces f:Q — R cujas derivadas até ordem
k sdo continuas e com extensdes continuas a Q. O espago de Holder C*7(1) é
o subespaco normado das funcdes f em C*(Q) cujas derivadas até ordem k sdo
limitadas e cujas derivadas de ordem k sao Holder-continuas com expoente 7.

Ainda, a norma é

B - 98
= maxsup|9*f| + maxsup 07 f(z) -0 f(y)|

17)ono @ = 12 R A PR

Seja k =0. O espago C% (ﬁ) é normado e completo, com norma (cheque)

_ lf (@)~ f ()|
||f||007(§) = S%p | f| + Sx‘g) e

Definicao. Dada f: X — R, a oscilagcao de f em X ¢

ose(f) = ose(f.X) = sup| £ (2) - f(u)] = diam[F(X)].

Teorema [Imersio de Morrey para W,”(Q)]. Seja ue W,?(Q), onde p > n.

Entao,

ueCO’“’(ﬁ), com”yzl—ﬁ.
p

Ainda, para cada bola B = B, de raio r vale a desigualdade

osc(u, 20 B,) < cr”||Vull,, onde ¢ =c(n,p).

Ainda mais,
WyP(Q) = C% (Q).

Prova. [Como ja convencionado, €2 é limitado.]

@

Figura 3.26: A interseccao {2n B, com B uma bola.

o As desigualdades de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg garantem

)
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o Como |Q] < oo, entdao LP(Q) c L1(Q) e u e Wy P(Q) c Wr(Q) c WhI(Q).
o Seja f € CL(Q) [espago denso em Wy P(Q)], imersa em C(R").

o Entao, F = f|g e WH1(B). Pelo lema a este teorema (B é convexa), segue

2 n
|F(x) - Fp| < ( :) f |z - y|" |V F|(y)dy para todo z € B.
nrwn, J
Utilizemos o lema “O potencial V,,”, com

1 1
g=oo, p=— e 6=—-0<— [p>n].
n n

Segue

n p

1.1
|F(z) - Fpl < o (1_ %) ” W (") FF |V,
= c(n, p)r7 |V E|p.
o Dados quaisquer x € B e y € B, com a desigualdade triangular encontramos
|F(z) - F(y)| < 2er”|VF|,, onde ¢ =c(n,p).

Segue osc(F, B) < 2cr7|VF|,.

E trivial ver que
osc(f,XnB) <osc(F,B) e [VE|,=[Vf|rem).

Logo, podemos destacar

osc(f, Q2N B) <2cr7 |V f o (m).-

o Sejam x € Qe ye), com x#y. Seja B=B(x,r) comr>|y- x|

Figura 3.27: Os pontos distintos x e y, ambos em 2 e com y € B(x,r).
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Ja vimos
|f(z) = f()] < 2er [V f]p-

Impondo 7 \ |y — x| encontramos e destacamos

F(2) - F()| < 2dy -z | v £ .

o Seja (f;) c CL(Q) tal que f; - u na topologia do espaco WP(§2). Logo,
IV £illy = 1 Vulp.

Pelo teorema convergéncia em LP e convergéncia pontual, podemos supor
fj = u q.t.p. em Q. Utilizando as duas desigualdades destacadas para f e

também que u € C'(€2), encontramos as desigualdades (cheque)

osc(u, 2N B,) < 2cr7| Vull,
e

lu(z) —u(y)| < 2cly — x| Vu|, se x € Q e y €.
Porém, u e C (ﬁ) e esta dltima desigualdade também vale em €. Segue
up 12 =00)

zeQ,yeQ) | - |
TFY

< 2¢| V-

Logo, u € C% (ﬁ)

¢ A continuidade da inclusdo. Pela defini¢ao da norma em C’Oﬁ(ﬁ), as desigual-
dades de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg (caso p > n) e a tltima desigualdade

mostrada acima obtemos

[u(x) - u(y)|
|l oy = sup ful + sup ————==
e g vy Tyl

T+Y

< af|vul, +2¢[vul, 4
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As desigualdades de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg nao sao necessarias para
obter muitas das estimativas a priori. Em vdrias situagoes bastam as (famosas)

desigualdades de Poincaré a seguir.
Corolario (Desigualdades de Poincaré). Seja 1 < p < oo. Vale o que segue.
(a) SeweW,"(), entdo
1
20\~
lelp <\ ) 1vuls

(b) Suponhamos ) convexo. Se u € WiP(Q), entao

1-1
|u—ugql, <d" (%]) |Vul,, onded = diam(£).

Prova. [Como ja convencionado, € é limitado.]

¢ Empreguemos o lema “o potencial de Riesz V,,” com

1 1 1
p==, g=pe d=—--—=0.
n P q

o Por hipétese, |Q] < oo. Logo, W, () c W, () e WLr(Q) c WL1(Q).

(a) O lema “representacio via potencial de Riesz” revela

1
Vi|vaul.
w. n

n

lu| <

Pelo lema “o potencial de Riesz V,,” encontramos

1
1 -1 |\
full < ——neoy 190 v, = () I9ul,.

n n

(b) O “lema ao teorema da imersao de Morrey” revela

n

n|Q|

lu - ug| < Vi|Vul.
Pelo lema “o potencial de Riesz V,,” encontramos

1
Q= [V,

lu—ugql, < inwi_%
n|<|
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3.8 Estimativas de Morrey e John-Nirenberg.

Por enquanto vamos apenas comentar sobre tais estimativas. Voltaremos a
elas quando apropriado (se for o caso). Para provar tais estimativas consideramos

o potencial de Riesz V,, em uma diferente classe de espagos (nao mais de tipo LP).

Definigao. Seja p € [1,00]. Seja Br uma bola arbitraria de raio R arbitrario.

Introduzimos

feL'Y(Q): existe uma constante K tal que temos

[ |fldx< KR"(-3) para toda Bp

QOBR

MP(Q) =
Dada f e MP(f2), a sua norma é dada por
£l are(ay = inf { & : / If|dz < K R"(*"3) para toda Bx
QOBR
Propriedades Basicas. Com as notagoes acima, temos
o LP(Q) c MP(Q).
o L1(Q)) =M Q).
o [>(02)=M>=(Q).

Prova. Exercicios

Ao invés de considerarmos em detalhes o operador V,, em um arbitrério

MP(Q), nos limitaremos ao caso p > u'.

Lema (ao segundo teorema da imersao de Morrey). Sejam f e MP(Q) e

1
0=—<pu.
p

Entao segue

1-6,,. (e
L a0 |y -t e
Prova. Vide Gilbard & Trudinger [10, p. 165]#

|Vuf(x)| <
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Teorema (Imersao de Morrey para W1(Q)). Seja u e Wh(Q). Seja Bg

uma bola arbitraria de raio R arbitrario.

e Suponhamos que existem constantes positivas K e o > 1 tais que temos

[ |Vu|dz < K R"'* para toda Bp c Q.
R

Sob tais condigoes seguem que u € C%*(2) e para toda Bg c Q) temos
osc(u, Bg) < CKR®,
onde C' = C(n,«a).
e Suponhamos
Q=0nR"={x=(21,...,2,) €0 :2, >0}
para algum dominio (aberto conexo) O c R™ e que para tal aberto O temos

/ |Vu|dz < KR"'** para toda Bg c O.
R”l

Neste caso obtemos

ueC%(QnO)
e
osc(u, Bg) < CK R® para toda Br c O,

onde C = C(n,«).
Prova.

Combine o “lema ao segundo teorema da imersao de Morrey” imediata-

mente acima com o “lema ao primeiro teorema da imersao de Morrey” #
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Como mais uma consequéncia do “lema ao segundo teorema da imersao de

Morrey” encontramos o resultado abaixo.

Lema (ao teorema de John-Nirenberg). Seja f € MP(Q2), comp>1, e
g=Vif.

Entao, existe constantes ¢, e ¢, dependentes somente de n e p, tais que temos
f exp (%) dz < co[diam(2)]", onde K = | f| (0 -
1
Q

Prova. Vide Gilbard & Trudinger [10, p. 166]#

Teorema da Imersao (John-Nirenberg). Sejam € convexo e u € WH1(Q).
Seja Br uma bola arbitraria de raio R arbitrario. Suponhamos que exista uma

constante K satisfazendo

/ |Vu|dz < KR™! para toda Bg.

QQBR

Entao, existem constantes positivas og e C, dependentes somente de n, tais que
0- .
fexp (?|u—ug|) dx < C[diam(2)]",
Q

onde
09|

[diam(2)]"

Prova.

Combine o “lema ao segundo teorema da imersao de Morrey” com o “lema

ao teorema (da imersao) de John-Nirenberg” imediatamente acima#
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3.9 Resultados de Compacidade.

Definicao. Sejam X; e X, dois espagos normados e T : X; - X5 linear continua.
Dizemos que T' é compacta se para todo subconjunto limitado A ¢ X; temos
que T'(A) é relativamente compacto em X, [isto é, T(A) é compacto em X].

Equivalentemente (cheque),

T é compacto se T(B(0,1)) é compacto em X,.

Definicao. Sejam X um espaco normado e A c X. O conjunto A é totalmente
limitado se para todo € > 0 existe uma quantidade finita de pontos a4, ..., a,,

todos em A, tais que
Ac B(ay,€e)u--uUB(ay,e€).

Lema (Relativamente compactos e totalmente limitados). Sejam X um
espac¢o de Banach e A c X. Entao, A é relativamente compacto se e somente se
A é totalmente limitado.

Prova. Vide, caso queira, Royden & Fitzpatrick [12, p. 199].
(=) Seja e>0. E trivial ver que
Ac | B(a,e).
acA
Como A é compacto, existem a; € A,...,ay € A (quantidade finita) tais que

Ac Ac B(ay,e€)u--uB(ay,e).

(<) Pela bem conhecida Propriedade de Bolzano-Weierstrass, basta mos-
trar que toda sequéncia em A tem uma subsequéncia convergente em A.
Como A é fechado no completo X, segue que A é completo. Logo, basta

mostrar que toda sequéncia em A tem uma subsequéncia de Cauchy.

Seja entao (a;) uma sequéncia em A. Observemos que A é totalmente
limitado (pois A é totalmente limitado). Entdo, dado € = 1 existe uma
subsequéncia (aj), de (a;), contida em uma bola de raio 1. Por indugao,

existe uma subsequéncia (a}), de (4"), contida em uma bola de raio 1/k.

Pelo método da diagonalizagao de Cantor, (a;) é de Cauchy#
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Definicoes. Sejam Y um subconjunto de um espaco normado X e o espaco
vetorial real C'(Y) = C(Y,R) = {f: Y - R, tal que f é continua}. Seja F c C(Y).

o A colegao F é equicontinua se para todo € > 0 existe § > 0 tal que

ly1-1o| < 6 = | f(y1)-f(y2)| <€, para toda fe F  [y1eY ey, €Y.

o F é pontualmente limitada se { f(y) : f € F} é limitado, para cadayeY.

Teorema (Ascoli-Arzeld). Sejam K um espago métrico compacto e o espago
de Banach C(K) ={f: K - R, tal que f ¢ continua} munido da norma do sup.

Consideremos uma cole¢ao F c C(K). Entao

F é pontualmente limitada

F é relativamente compacta <= <{ e

F é equicontinua.
Prova. Seja | f] = sup{|f(2)| :2 ¢ K} a norma em C(K).

(=) (A implicacdo trivial.) Como F é compacto no espaco de Banach C(K),

pelo lema a este teorema segue que F ¢é totalmente limitada.

Seja € > 0. Existem entao f; € C(K),..., fx € C(K) tais que
Fc B(f1,e)u--uB(fn,e).

Logo, dada uma arbitraria f € F temos

|1 <+ mavx 15

Portanto, a colecao F é uniformemente limitada.

Ainda, cada fi, ..., fy é uniformemente continua. Logo, existe § > 0 tal que
lx - 2| <0 = |fj(x) - f;(z")| <e, paratodos e K,x'e Kej=1,...,N.

Sejam entdao x € K e z' € K tais que |x — 2| < . Seja f arbitréria em F.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que f € B(f1,€). Segue
[f(z) = f(@)] < |f (@) = fr(@)] + | fi(z) = fr(@)] + [ (") - f(@)] e+ e+e

(<) (A implicacao susbstancial.) Vide Folland [8, p. 137]#
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Seja 1 < p<n. Sejam p* o conjugado de Sobolev de p e 1 < g < p*. Isto é,
1 1 1 -
Tz———zn P 1<g<p” [note-se p < p*].
p p n np

Pelas desigualdades de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg sabemos que

Wo"(Q) = L (Q).

Também sabemos LP"(Q) < Li(Q), pois 2 é limitado (v. capitulo 1 - se¢ao 1.4).

Logo, o seguinte diagrama de inclusoes continuas é comutativo

Wy (Q) -~ L9(Q)

L

Lr(€)
Teorema (Teorema de Compacidade de Rellich-Kondrachov). Seja
um aberto limitado e um expoente p > 1.

(a) Suponhamos p <n. Seja q > 1 tal que

1 1 1
->——= [i.e.,1£q<p*=ﬂ].
q p n n-p

Entao, a inclusao
WyP(Q) = LY(Q) é compacta.
(b) Suponhamos p >n. Entao, a inclusao
Wy P () = C° () é compacta.
Prova.

o Consideremos o disco unitdrio D = D(0,1) ¢ Wy*(Q) e a usual funcio

“curva do sino p” (suportada no disco unitario de R").
(a) O casog=1. Seja A=CH(Q)nD(0,1). Pela desigualdade de Hélder temos
P> LYQ) e [-|i<] I, |Q|§ com p' o conjugado (usual) de p.
Fixado € > 0, definimos
Ac={fc: f € A}, onde f. é uma regularizagao de f.

Vejamos que A, é relativamente compacto em L'(2). Notemos A, c C(Q).
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Como A é limitado em W, ?(Q), entdo A é limitado em LP(Q) e em L'(Q).
Dada f € A, temos

F@l s [ o= epldy < e lolwl £l

lyl<1

Logo, o conjunto A, é limitado (uniformemente, é redundante) em C°(Q)

[Vide a distingao conceitual entre a regularizacao f. e o regularizador p.]
Para o regularizador p, é trivial que vale a regra 0;(p.) = €71(9;p).. Segue

aj(fe) = aj(pe * f) = [aj(pE)] * f = E_l(ajp)e * fe

o, f@) <t [

et 105pWI1f (= ey)ldy < e[ plloo [ f]1-

Logo, o conjunto 9;(A,) é limitado em C°(Q) e pelo teorema do valor médio
vemos que A, é subconjunto equicontinuo de C°(Q). O teorema de Ascoli-

Arzeld mostra que A, é relativamente compacto em C°(). A aplicacio
C°(Q) - LY(Q) definida por g = gla,

é continua e portanto A, é relativamente compacto em L!(2) [cheque].

A seguir, dada f € A estimamos

@) = f@) < [ o)~ 1= ey)ldy

lyl<1
=f,0(y) f%[f(x—ty)]dt dy
<1 0
- e[yl y |
—s |-yl —dsd
< |y<f1 p(y)of Vf(:r S|y|) y| R
oy elyl
= o) [19f - sw)-wldsdy
i<t 0
elyl
< [ o) [19f @@= sw)ldsdy.
lyl<1 0
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Entao, integrando em x encontramos

elyl

[ @-s@ldz< [ [ o) [ 195 (@-sw)|dsdyd
Q

Q |y« 0

elyl

- [ o) [ [ 195 (@ sw)|dwdsay

yls1 0

elyl

< [ o) [ 19 dsdy

lyl<1 0

< [ PV 11 (elyl)dy

lyl<1

<dvfl [ o) dy

lyl<1
= eV /s
1
<e|v iyl
1

<€l
Logo, os conjuntos A e A, considerados no espago L!(€2), estdo proximos.
Pelo lema relativamente compactos e totalmente limitados segue que A, é
totalmente limitado. Segue entdo que A é totalmente limitado em L!(€)

[cheque] e portanto, pelo mesmo lema, concluimos que A é relativamente

compacto em L!(€).

Demonstramos que a inclusio 7 : WyP(Q) < L1(Q) é tal que o conjunto
A=CH)nD(0,1), onde D(0,1) é o disco unitério em Wy (Q), satisfaz

9(A) é compacto em L*(9).

Considerada a topologia de W, *(Q), é trivial ver que (cheque)

{ZzD@J)
7(A) cy(A).

Donde segue que j(D(O, 1)) é relativamente compacto (cheque). Logo,
7: WyP(Q) = L*(Q) é uma imersao compacta.

O caso ¢ =1 esta entao provado.

78



Oswaldo Rio Branco de Oliveira

O caso 1 < ¢ < p*. Entao, temos

1 1 1
=A=+(1-)) (— - —), para algum A € [0, 1].
1 P n

1
1<g< e —
n-p q
Vimos na sec¢do 1.4 (desigualdades e interpolagoes), a desigualdade

1-X §
. Dpara toda f mensuravel.
n—p

11 < |00

Pelas desigualdades de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg existe C' > 0 tal que

lul, < HuH;\CHuH;;p(Q), para toda u € W, " (9).

Em particular, a imersao (vide diagrama previamente comentado)

7t WyP(Q) = LY(Q) é continua.

Seja D = D(0,1) o disco unitario em W,"(Q).

Mostremos que 7 é compacta. Pelo lema relativamente compactos e total-

mente limitados, basta ver que ](D) é totalmente limitado em L9(€2).

Ja provamos D relativamente compacto em L(§2). Pelo lema relativamente

compactos e totalmente limitados, D é totalmente limitado em L!(£2).
Logo, dado € > 0 existem u; € D, ..., uy € D tais que

Dc BLl(Q)(ul, 6) u---u BLl(Q)(UN, 6),

com cada Bp1(q)(u;,€) uma bola em L'(£2).
Seja u € D, com u arbitrdria. Existe j tal que ||u—wu;|; < €. Logo,

1-X

Aol-\
WOLp(Q) < CG 2 .

A
[ =illg < Cllu =] =]

E entéo trivial ver que D(0,1) é totalmente limitado em L4(€2) [cheque]. O
lema relativamente compactos e totalmente limitados mostra que D(0,1) é

relativamente compacto em L9(€2). Portanto, a imersao j é compacta.
Isto encerra o caso 1< ¢ < p*.

A afirmagao (a) estd provada.
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(b) Sejam D(0,1) o disco unitdrio em W, ?(Q) e u arbitraria em D(0,1).

Seja B, uma arbitraria bola de raio r arbitrario. Pelo teorema da imersao

de Morrey para o espago WO1 P(Q) sabemos que
Wy(92) = C*(Q) > C°(Q)
e que existe uma constante ¢, independente de r, tal que temos
sup |ul < ”UHCOW(E) <c|vul, <e

Q
e

lu(x) - u(y)| < er?|Vul, < cr?, se z e y pertencem a B, n Q.

Portanto, a colegao de fungoes D(0,1) é pontualmente limitada.

A equicontinuidade da colecdo D(0,1). Dado e > 0 seja r tal que cr? = e.
Consideremos

reQeyeQ, tais que |z —y| <7

Figura 3.28: Os pontos distintos z e y, ambos em Q, e com ly — x| <r.

Entao, y € B(z,r) e, como ja dito acima, temos
lu(z) —u(y)| < er? =e.

Isto mostra que D(0,1) é equicontinua.

Pelo teorema de Ascoli-Arzela segue que D(0,1) é relativamente compacto
em C9(Q). Logo, a imersao Wol’p(Q) < C°(Q)) é compacta#
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3.10 Diferencas de Quociente.

Sejam f:Q — R e e; o j-ésimo vetor da base canonica de R™. Definimos a
diferenca de quociente na direcao e; pelo quociente de Newton

f(x+he;) - f(x)

A (@) = AL f(a) = HEE

, onde h € R*.

Lema (Estimativa para o quociente de Newton). Seja u € W1r(£2). Entao,
Ahy e LP(O) para todo O cc Q tal que |h| < d(O,09) e neste caso temos

[ A% o) < 050

LP(0) Lr(Q)’

Prova. Estd bem definido A"u em O (cheque).
o Seja f e CHQ) nWLr(Q) [espago denso em W1P(Q), por Meyers-Serrin].

Fixado x em €2, para h pequeno segue

h f(@+hej) - f(a
At f(ry = T RO I L TP ey
_ %foh(ajf)(x+tej)dt.

Pela desigualdade de Holder segue

2@ < o (100 e 111%dt)p( !

- [ @0 P

Integrando em O, por Tonelli segue

fOIAhf(x)l”dﬂs< m f [ 13+ teplPdwdr < o m / [ 10,5y e

- Haijip(Q)'
WLr(Q

o Dada u € WP(Q), existe (fr) c CH(Q)nWLP(Q) com fi WD, e assim

k—oo0

BIIA" fi = A, o = [FeC+ o) = ful) = [+ hey) =uO)]] o) =0,

pela desigualdade triangular. Concluimos entao

[ &% o) = B [A el 0 < lim 0]

LP(0) koo LP(0) ™ koo Lr ()

= |0l

r)®
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Lema (Existéncia da derivada fraca em LP). Sejam p e (1,00] e u e LP(Q).

Suponhamos que existe uma constante (finita) ¢ satisfazendo

HAhuHLp(O) < ¢, para quaisquer O cc Q e h tais que 0 < h < d(O,09).

Sob tais condigoes, a derivada fraca Oju existe e satisfaz

|00l

Lr() <c

Ainda mais, dada ¢ € C}(2) segue
hm /(Ahu)goda: [(8 u)pd.

Prova. Se p = oo, a seguir troque convergéncia fraca por convergéncia fraca™.

o A derivada fraca. Seja O cc Q. Pela compacidade fraca/fraca® do conjunto
limitado
{AMi:0<h<d(0,00)} c LP(O)
[vide teorema as compacidades fraca em LP e fraca®™ em L* - segao 1.5 - O

dual de LP] existem uma sequéncia hy, - 0" e uma v = vp € LP(O) tais que

fraca/fraca* em LP(O)

Al

v e ||U||Lz>(o) <c.

f(pAh’“udm»/govdx.
0 )

Para hy, < d(supp(p),00) segue, pelo teorema da convergéncia dominada e

Dada ¢ € CL(O) temos

notando que u € L'(0) e A~ é uniformemente limitada,

f@Ahkud:c /w(x)u(w“hk;;) pla)ul)

y=othie; fsf)(y hiej)u(y) - w(y)U(y)

“hy
——qu’hkgody
18)

e—[uajgody.
0

Logo,
[)gpv dx = - fouﬁjgo dr e existe O;u=vp € LP(O).
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o Sejam O e W abertos relativamente compactos em (2 tais que OnW # &.
No aberto O n W, a unicidade da derivada fraca [vide se¢ao 3.2 - derivadas
fracas] garante

vo = 0ju=vy em OnW.

Logo, no aberto 2 (unido enumeravel de bolas relativamente compactas)

estd bem definida (q.t.p.) a fungao

v(z) =vo(x) se x €O, q.t.p. em Q.

¢ Seja O; uma sequéncia de abertos relativamente compactos tal que O; ~ (2.
Pelo ja visto temos

HUHLP(Oi) < ¢ para todo 1.

Assim, utilizando o teorema da convergéncia mondétona no caso 1 < p < oo

(a afirmacao é trivial no caso p = o), encontramos
||U||Lp(Q) <c.

o Mostremos que v é a derivada fraca 0;u em Q. Dada ¢ € C}(Q), seja O cc Q2
tal que supp(p) c O. Pelo ja visto temos

fuajcpdx:/uajgodx

Q @]

= —[Uogpd:c

o

= —fvgodx.

Q
¢ O limite do quociente de Newton A’u. Fixemos ¢ € C1(2). Consideremos o
limite
lim f(Ahu)go dx.
h—0
9)
Dada uma sequéncia hy — 0, vimos que existe uma subsequéncia (h,) com

f(Ahklu)godxH[(E)ju)goda:.

Q
Isto mostra que (cheque, é simples)

}Lir%/(Ahu)godx = [(@-u)gpdwé
Q

Q
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3.11 Diferenciabilidade (Lipschitz e Rademacher).

Seja f : 2 > R uma funcao de Lipschitz. Isto é, existe uma constante ¢ (dita
uma constante de Lipschitz) satisfazendo

|f(z) = f(y)| < c|z — y| para quaisquer x € Q e y € Q.
Seja 2 um aberto limitado. E entéo claro que
Wt (Q) c WHP(Q) para todo p € [1,00].
Proposicao. Sejam ) um aberto limitado e f: €2 - R de Lipschitz. Entao,
feWh=(Q).

Prova.

o E trivial ver que f e L= ().

o Sejam O cc Q e 0 < |h| < d(O,0). Fixemos k € {1,...,n} e o vetor e, o

k-ésimo vetor canonico em R”. Dado x € O, encontramos

_|f(z+ her) - f(=) <e
P <e.

A" f ()]

Donde segue
[A" fll=(0y < c.

Entao, pelo lema existéncia da derivada fraca em LP segue que existe a

derivada fraca Oy f e
HakaLw(Q) s¢c

Variando k concluimos que

feWh=(Q)+

Segue um teorema de diferenciabilidade em espacos de Sobolev.
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Teorema (Diferenciabilidade). Sejam Q limitado e u € W, (), com p > n.
Entao, u é diferenciavel q.t.p.

Prova.

o E trivial ver que basta considerar o caso n < p < oo.

o Pela desigualdade de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg [vide se¢ao 3.6 - teore-
mas de imersao] ou pelo teorema da imersao de Morrey para W, *(Q) [vide
secao 3.7 - estimativas para o potencial e teoremas de imersao| segue que u

¢ continua (isto é, podemos identificar u com uma fungao continua).

¢ Temos Vu € LP(§2). Seja x um ponto no conjunto-L? de Lebesgue de Vu

[vide se¢ao 1.9 - o conjunto-LP de Lebesgue de uma fungao).

Consideremos uma bola B(z,7) c . O ja citado teorema de Morrey fornece

uma constante ¢ tal que para r > 0 e pequeno o suficiente temos

1
ua + 1) - u()] < fhl' " ( [B( ) |w<y>|de)p , com [h] =r-

Donde segue

3=

o) =@ < Ol s [ wutpy
’ B(z,r)

A funcao v(y) = u(y) — Vu(x) - y satisfaz
Vv = Vu - Vu(x).

Troquemos a fungao u(y) pela funcao v(y) na ultima desigualdade acima.

Com 7 = |h|, encontramos

P

[u(x +h) —u(z) - Vu(z) - Al 1 e
i S C(m(B@c,r)) Joten 7200 = 702) dy)

Com z no conjunto-L? de Lebesgue de Vu e r = |h| - 0, vemos que u é

diferenciavel no ponto x. Como
|2\ (conjunto — L? de Lebesgue de Vu)| =0,

concluimos que u é diferenciavel q.t.p. #
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Corolario. Seu € Wr(Q), com 2 limitado e p > n, entao u é diferenciavel q.t.p.

Prova.

Dada ¢ € C2(9), temos que pu € WyP(Q). Pelo teorema acima, @u é
diferenciavel q.t.p. para toda ¢ € C=(2). Logo, u é diferenciavel q.t.p
(cheque)s

Corolario (Teorema de Rademacher). Seja f: ) - R de Lipschitz. Entao,

f é diferenciavel q.t.p.

Prova.

Segue de f e Wln+1(O) para todo O cc Q e do corolario acima #

Comentarios.

(1)

A prova acima do teorema de Rademacher se baseia nas provas em Evans
[6, pp. 294-296] e em Taylor, M. E. Measure Theory and Integration,
AMS, p. 133 e p. 143. Este ultimo livro ainda apresenta resultados sobre
homeomorfismos de Lipschitz e aproximacao de func¢oes de Lipschitz por

fungoes de classe C'.

Para uma prova elementar (isto é, uma prova “mao na massa” e nao baseada
em resultados fortes) do teorema de Rademacher vide a interessante e nao
curta prova em Tao, T., An Introduction to Measure Theory, AMS, pp.
188-192.

O teorema de diferenciabilidade também vale no espago WH1(R). Vide

Lista 7 de Exercicios.

Também vale a implicagao reversa no teorema de Rademacher. Se v : ) - R
é fracamente diferencidvel e com as derivadas fracas limitadas, entao u é de

Lipschitz. Vide Lista 7 de Exercicios.
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3.12 Caracterizagao de W, ”(Q).

Extraido de Brezis [3, pp. 287-289] e das notas de aula do professor Rodney
Josué Biezuner, Departamento de Matematica, Universidade Federal de Minas
Gerais (UFMG) - disponivel em

http://www.mat. ufmg. br/ ~rodney/notas_de_aula/edp. pdf

Interpretamos as fungoes em Wé“ P(Q), a grosso modo, como fungdes que se
anulam na fronteira de Q. E necessério dar um sentido preciso a esta nogao pois
as fungoes no espago W*r(Q) sao definidas a menos de conjuntos de medida nula
e 0f) tem, sob hipéteses razodveis de suavidade, medida nula (sem esquecer que
existem abertos com fronteira de medida maior que zero). Ainda, as fungoes em

WkP(€)) ndo sado necessariamente representadas por uma func¢ao continua.

Recordemos que Wy () ¢ C(Q) se p > n, pela desigualdade de Sobolev-
Gagliardo-Nirenberg [vide se¢io 3.6] e que W, ?(Q) c ™ (Q) cC(Q) se p>n,
pelo teorema da imersao de Morrey para W, *(2) [vide secdo 3.7).

Teorema - Caracterizacao dos espacgos Wok P(Q). Sejam 2 um aberto de

classe C! e uma funcao u e Wk»(Q) n C(Q). Entao temos
ueWyP(Q) <= u=0 em 0.
Prova.

(<) O caso supp(u) limitado [isto nao significa supp(u) compacto; supp(u) é o
fecho em Q de {z : u(x) # 0}]. Consideremos f € C*(R) tal que (exiba uma)
0se |t| <1,
t)<I|t| e t) =
Lf )] <t f(@) {tse|t|22.
Definamos entao a sequéncia de funcoes
1., .
u; = —=f(ju).
P73 (ju)
Pela regra da cadeia em W*»(Q) - se¢ao 3.4 - temos u; € W*P(Q). Segue

j MZUG P com ui(zr) — u(z) se u(z) =0
|ug| < ; ul € LP(£2) () {u(x) o u(c) % 0.

Portanto, pelo teorema da convergéncia dominada,

LP()
Uj —> U.
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Ainda mais,

1 se u(x) #0, para j grande

0u) =1/ (ju(@)dheu() e f'(jul@)) = { 0 se u(@) =0.

Donde segue O (u;)(z) — Opu(x) se u(x) # 0.

No conjunto u=1(0), pelo teorema o gradiente na pré-imagem de um ponto
- vide secao 3.3, regra da cadeia e regra do produto - temos dyu =0 q.t.p.

Portanto

Temos também |0k (u;)| < || f'].|0ku| € LP(S2). Portanto, pelo teorema da
convergéncia dominada encontramos
() 22 9.
Consideremos supp(u;). Isto é,
o fecho em Q do conjunto {z € Q:u;(z)+0}.
E facil ver que
1

{xeQ:uj(z)#0} c {:c €Q:|u(x)| > 5} «— este fechado em e limitado.

Logo,
1
supp(u;) c {x €Q:u(z)| > —,}.
J
Mostremos que supp(u;) é fechado em R™. Consideremos uma sequéncia
(z,,) csupp(u;) tal que x,, -z, onde z € R™.
Claramente x € Q. Para cada x,, € supp(u;), existe y,, € Q tal que
1
Tm —Um| < — € Ui(Yy) £ 0.
[T = Yl < — e 15 (Ym)
Portanto vy, - x e u;(yn) # 0. Pelo que ji mostramos acima segue

lju(ym)| = 1 para todo m. Pela continuidade de u seguem [ju(z)| > 1 e

u(z) #0. Logo, x € Q). Temos entao
Ym = T, uj(ym)#0 e x el
Logo, x € supp(u;) o qual é entao limitado e fechado e portanto compacto.

Pelo lema regularizagao e aproximacao em Wkr(Q) [vide se¢ao 3.5] segue

uj € WEP(Q) = WP (Q).
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O caso supp(u;) ndo limitado. Consideremos a “fungao de corte”

1 no disco D(0,1)

e C(R™) tal que n =
K (RY) tal que {OforadeD(O,2).

1 2
Figura 3.29: Ilustracao ao gréafico de 7.

Definamos a sequéncia de funcoes de corte
x

nj(z)=n (—) .
J

Temos n; € C(R™) para todo j. Portanto nu e Wkr(Q) - cheque. Eviden-

temente, supp(n;u) ¢ limitado. Pelo caso anterior segue e destacamos

nju € Wy ().

Pelo teorema da convergéncia dominada segue nju - w em LP(£2). Ainda

mais, dado um arbitrario k =1,...,n temos

1
Joutny) - dal, < [0 (5 )u| +1as-val,
p

[0kl oo [ u]
<+ [ (1= ;) Opullp-

Donde seguem (vide também destaque acima)

wbhr(Q
mu#u e ueW,P(Q).
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(=) Utilizando cartas locais é suficiente utilizar o semi-cilindro superior
Qr={x=(2",z,): 2| <le0<x, <1}
e mostrar que
ueW&’%Q*)ﬂC(@) = u=0em Qy=Q,[ {reR":x, =0}.

Dada u em tal interseccdo, existe uma sequéncia (u;) c CL(Q.) tal que

Wl’p(Q+)

Utilizemos que u; € C* e u;(2’,0) = 0. Segue (com integral de Riemann)

wi (@)l < [ 0w, )

Fixado 0 < € < 1, segue

/€|uj($',xn)|d:vn Se/€|8nuj(:v’,t)|dt.
0 0

Logo,
1 e ! !/ 4 ! !
- f f lu; (2, x,)|dx" dx,, < / / |Onui (2, xy)|dx’ d,.
6\av’|<1 0 |z’'|<1 O

Impondo j — oo segue (vide convergéncia destacada acima)
1 : ! !/ 4 ! l4
- / / lu(z', x,)|da’ da,, < [ / |Opu(x’, z,)|dx’ dz,,.
6\x’|<1 0 |z’|<1 O

Utilizemos que x, = u(z’,z,) é continua, o teorema do valor médio para

integrais e que d,u € L'(Q,). Impondo € - 0 encontramos (cheque)

f lu(a’,0)|dz" = 0.

|&’|<1

Isto mostra u(z’,0) = 0. Isto é, u=0 em Qg #
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3.13 Caracterizacao das funcoes fracamente di-

ferenciaveis [isto é, em W1(Q)].

Lema [W1(§2) é um “espaco local”]. Sejamu:Q2 >R eQ=0,00,U-, com
cada O; aberto. Entao, ue W1(2) se e somente se u € W(O;) para cada j.

Prova.
(=) Trivial (cheque).
(<) Dada ¢ € CL(Q), existe N tal que supp(p) c O U---UOy.
Existem ¢y € C(0y),. ..,y € C=(Oy) [vide Lista 2 Exerc. 4.] com

1 + -+ Yy =1 numa vizinhanca de K
p=trp+-+nep.

o Fixemos O, para algum k = 1,...,n. Seja v;; a k-ésima derivada fraca
de u em O;. Esta derivada independe de O;. Isto é, se O; n O; # @, pela

unicidade da derivada fraca [vide segao 3.2] segue
U j = Uk, ha intersecgao O; N O;.
Esté entao bem definida a funcao v : {2 - R dada por
() = v () se x € O;.

Dado z € €, existe um disco compacto e nao degenerado D(x,r) contido

em algum O; e entao vy, = vy ; € LY(D(x,7)). Isto mostra

Vg € Llloc(Q)'
o Temos entao
N N
[uf)kcpdx: Z/ w0y () do = —Z/ v da
Q j=170; j=170;
N
= —Z/Uk%@dx

=179

= — [ vk dx.
Q

Logo, u: ) - R é fracamente diferencidavel e Jyu = vy, #
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Seja u,, a j-ésima derivada parcial (cldssica) e Oju a j-ésima derivada fraca.

Teorema (Caracterizacao das fungoes fracamente diferenciaveis). Seja

we Ly (). Entao, u é fracamente diferencidvel se e somente se valem ambas as

condic¢oes (i) e (ii) abaixo.

(i) A fungao u é equivalente a uma funcao que é absolutamente continua em

quase todos os segmentos paralelos aos eixos coordenados.

(ii) As derivadas parciais (cldssicas) de primeira ordem de u existem q.t.p. em

Q e sao localmente integraveis em ().
[Em particular, se u é fracamente diferenciavel, valem as propriedades abaixo.

e Nos segmentos citados, as derivadas parciais (cldssicas) de primeira ordem

de u coincidem com suas respectivas derivadas fracas q.t.p. no segmento.

e As derivadas parciais (cldssicas) de primeira ordem de u coincidem com

suas respectivas derivadas fracas q.t.p. em €).]

Prova.

(=) Fixemos um paralepipedo P e um aberto O tais que
P=la,c1] % x[ap,c,] cOcc.

Pelo teorema caracterizagao das derivadas fracas [vide segao 3.2], existe uma
sequéncia (u,,) c C*=(Q) tal que
Lioe(9)
(U, V) ——> (u, V).

Podemos supor sem perda de generalidade

1
|t = w110y < om Para todom.

Fixemos um representante v : { > R e um representante 0;u : 2 - R.
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¢ Consideremos as derivadas fracas dju e djuy, O1usg, . .. e as funcoes
9 9
(o] o0
f=lu] + Z [Ums1 — Um| € g =|01u| + Z |01Ums1 — O1tyy| [em O].
m=1 m=1
“Triangulando” com w é trivial ver que

1
Hum+1 - umHWIvl(O) < om-1 .

Donde {f,g} c L'(O) e as séries para f e g sao finitas q.t.p. em O.

Escrevendo 01u,, = 01uy + (Oyug — d1uy) + -+ + (01U, — O1Uy,—1) obtemos

| O1um| < g em todo ponto de O.

o Seja (z,y) € Rx R ! a varidvel em R”. Seja Y = [ag,ca] x -+ X [y, ¢p].

Doravante, computamos em [aq,¢1] x Y.

y

YL _] _ i P=lasc]xY

Figura 3.30: O paralelepipedo P =[aj,c1] xY em R x R*-1.

Gragas a Tonelli segue

f[/Cl(mm_u“mlum_aluodx] dy—0 e fjg(x,y)dazdy<oo.

Y al Y

Pelo teorema convergéncia em LP e convergéncia pontual [vide capitulo 1],
existem uma subsequéncia (u,,,) e um conjunto Y c Y, com Y\ de medida

(n - 1) dimensional zero, tais que para todo ponto y € Y temos

c1 C1

/ [|Um1 —u| + |01 U, — 81u|](:v,y)dx —0 e f g(z,y)dz < oo.

al al

Podemos supor (un,,) = (u1,ug, ug, . ..).
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Assim, para todo y € ) temos

fl[|um = ul + |1, - O1ul](z,y)dr — 0 e flg(x,y)dx <oo |
a

ai

Troquemos a ordem de integragao, dispensando o integrando |0u,, — Ojul.

O teorema de Tonelli garante

c1
[/]um—u|dydx—>0.
ar Y

Pelo teorema convergéncia em LP e convergéncia pontual [vide capitulo 1],

existe uma subsequéncia (un,) tal que

/ [, —u|(z,y)dy — 0 q.t.p. em [a1,c1].
%

Podemos supor (tm,;) = (u1,us, us, ...).

A seguir, podemos escolher um ponto b; € [aq, c1] tal que

|l =l )y —0.

Y

Pelo teorema convergéncia em LP e convergéncia pontual [ver capitulo 1],

existe uma subsequéncia (u,,, ) tal que

U, (b1,y) — u(by,y) para todo y € ),
com Y \ )’ de medida (n — 1) dimensional zero.

Podemos supor (uy,, ) = (u1,us, us, . . .).

A seguir, trocando ) por Y n )’ se necessario, podemos supor

um(bla y) - u(bla y) para todo ye Y.

Como ,,(b1,-) é mensurdvel em Y e o conjunto Y \ ) tem medida n - 1
dmensional zero, entao wu,,(by,+) = u(b,+) q.t.p. em Y e portanto a funcao

y ~ u(by,y) é mensuravel independentemente de como a definimos em Y\ ).
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o Fixando y € ). Pelo teorema convergéncia em LP e convergéncia pontual,

existe uma subsequéncia (i, ) tal que

q.t.p. em [a1,c1]
- - s

(umz7aluml)(x7y) (uvalu)(xvy)'

Podemos supor (U, , O1tm,) = (u;, 01u;). Destaquemos a convergéncia

(th, Dyt ) () S22 0 900 ().

Para todo x € [a1,¢1] temos (com wu,, suave e Célculo I) a identidade

(3.13.1) U (2,) = U (b1, Y) +f131um(tyy)dt~
b1

Analisemos o limite desta identidade para m — oo. Pelos dois passos ime-

diatamente anteriores segue

|Ovtn (-, )| < g(,y) € L ([a1, e1]).

Assim, o lado direito de tal identidade converge a funcao dada por
u(z,y) =u(by,y) + f Oyu(t,y)dt, onde x € [ay,cq].
by

E trivial que @ é absolutamente continua na variavel . O teorema funda-

mental do calculo (integral de Lebesgue) mostra que
v = u(,y)

é derivével (classicamente) em quase todo ponto e que sua derivada classica
(), coincide com a funcdo x ~ dyu(z,y) q.t.p. em [ay,cq].
Quanto ao lado esquerdo em (3.13.1), ja destacamos acima a convergéncia

g (2, y) Z2 AL ),

Encontramos entao

u(x,y) =u(x,y) para quase todo x € [aq,¢q]

Note-se que y é arbitrério em ). Por Fubini, @ : [ay, ¢;]xY — R é mensurédvel
(cheque). O conjunto [aj,c1] x (Y N )) tem medida zero e, independente-

mente da definigdo de W neste conjunto, @ : [ar,c;] x Y - R é mensuravel.
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o Variando y em Y. Consideremos a fungdo mensuravel @ : [a1,¢1] x Y - R.
O conjunto dos pontos em que existe o limite pontual de uma sequéncia de
fungdes reais e mensuraveis é um conjunto mensurédvel, vide Folland [8, p.
48 - Exercicio 3|. A derivada classica @, = (@), é um limite de quocientes de
Newton, os quais sao fungoes mensuraveis. Portanto, o conjunto dos pontos
em que a derivada cléssica u, estd bem definida é mensuravel. Logo, %, é

mensuravel, vide Folland [8, p. 48 - Exercicios 5 ou 1].

Consideremos o conjunto mensuravel (pois u, e dyu sdo mensuraveis)

{@y) elan,a] <Y T (e,y) # du(e.y) | = [a,e] x (VN V) U A,
onde a uniao é disjunta e

A= U AY x{y} com cada (secdo) AY de medida zero em [ay,c1].
yey

A medida de [ay,¢;] x (Y N D) é zero. E trivial ver que A é mensurével
(A é diferenca de mensuraveis, cheque). Portanto (com m; a medida de

Lebesgue na reta real)

m(A)=fodm=f(fo(l’,y)dw) dy=f(foy(fC)d$) dy

= f my(AY)dy = 0.

Mostramos entao

’ U, = O1u q.t.p. no paralelepipedo P. ‘

Analogamente vé-se (cheque)

’ u =u q.t.p. no paralelepipedo P. ‘

¢ Iterando a argumentacao acima, trocando a func¢do u por u e as derivadas (a
cléssica e a fraca) de primeira ordem e em relagao a primeira varidvel pelas
derivadas (a cldssica e a fraca) de primeira ordem em rela¢ao a segunda,

terceira, etc .variaveis, obtemos o resultado desejado no retangulo P.

o A “ida” do teorema esta provada para todo retangulo compacto contido em

). Em particular, para todo cubo diadico contido em (2.

o Complete a prova da “ida”.
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(<) Evidentemente 2 é uma unido enumeravel de cubos diddicos. Assim, pelo
Lema: W(Q) é um “espaco local”, basta provar que u € W'(O) onde O é

um tal cubo.
o Mostremos que existe a derivada fraca 0ju (a existéncia das demais segue
por permutagao na ordem das varidveis).
Notemos que, por hipétese, u € L} (£2). Portanto, u e L}, (O).
Escrevamos O = (aq, 1) x Y c Rx R*"1 com varidvel (z,y) € (a1, 81) x Y.

Sejam ¢ € CL(O) e m a medida (Lebesgue) em R". Fubini nos garante

B
fOualsodm=fyf u(z,y)p.(x,y) drdy

Por hipdtese, para quase todo y € Y temos que x — u(x,y) é absoluta-
mente continua e entdo, pelo teorema fundamental do calculo (Lebesgue),
derivavel q.t.p. (obviamente, x — p(z,y) é absolutamente continua). Para
um tal y, com o teorema fundamental do calculo (Lebesgue) ou a férmula

de integragao por partes (Lebesgue), vide capitulo 1, encontramos (cheque)

[aﬂl u(z,y)p.(z,y) do = —[61 uz(x,y)p(z,y) de.

1 aq

. , 1
Por hipétese, u, € L;,.

b1
fuxsodm=ff us (2, y)p(2,y) de dy.
O Y Ja

Combinando as trés identidades acima obtemos

b1
f()ué‘lsodm=ff w(z,y).(z,y) dudy
Y Jau
B1
= [ [ ety dudy

u""'ELlloc (O) f
= - | uzppdm.
o ¥

Portanto u é fracamente diferencidvel em O &

(Q). Portanto u, € L}

loc

(O). Por Fubini segue

97



3.14 Regra Geral do Produto.

Seja u,, a j-ésima derivada parcial (cldssica) e Oju a j-ésima derivada fraca.
Teorema (Regra do Produto). Sejam ue W(Q2) e v e W(Q) tais que
uv e uVov+vVu pertencem a Ly, ().
Entao, uwv e W1(Q) e vale a férmula
V(uv) = uVo + vVu.
Prova.

o O produto de absolutamente continuas é uma fun¢ao absolutamente continua.
Pelo teorema de caracterizacao para funcoes fracamente diferenciaveis, u e v
sao equivalentes a fungoes que sao absolutamente continuas em quase todo

segmento paralelo aos eixos coordenados. Donde segue e destacamos

uv é equivalente a uma fungao que é absolutamente continua

em quase todo segmento paralelo aos eixos coordenados.

o Pelo mesmo teorema de caracterizagao, as derivadas parciais de primeira
ordem de u e v existem q.t.p. E entao trivial ver que as derivadas parciais

(classicas) de primeira ordem do produto uv existem q.t.p. e satisfazem

(U0) g, = Uy, v + uvy; q.t.p., onde j=1,... n.

o Fixemos j € {1,...,n}. Pelo mesmo teorema de caracteriza¢ao temos
Uy; = 0ju q.t.p. e vy =00 q.t.p.

Encontramos entao

(uv)e; = vOju +udjv q.t.p.

Por hipétese, v0;u+ud;v é localmente integravel. Assim, podemos destacar

as derivadas parciais de ordem um de uwv sao localmente integraveis |.

o Destaquemos que, por hipdtese, |uv € localmente integravel |.
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o Pelos trées destaques acima e o teorema de caracterizagao para fungoes fra-

camente diferencidveis (e a arbitrariedade de j € {1,...,n}), segue que

uv € fracamente diferenciavel.

¢ Férmula. Pelo mesmo teorema de caracterizacao vemos que as derivadas
fracas de primeira ordem da funcao fracamente diferenciavel uv coincidem
q.t.p. com suas respectivas derivadas parciais (classicas) de primeira ordem.

Donde segue
{ 0j(uv) = (uv)., q.t.p.

para todo j=1,...,n.

Porém, ja mostramos as identidades

{ (uv)s, = vOju +udjv q.t.p.

para todo j=1,...,n.

Segue entao
{ 0j(uv) = (uv),, = voju +ud;v q.t.p.

para todo j=1,...,n.
Isto é,

V(uv) = uVu + vVu
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