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NOTACOES, DEFINICOES E ALGUNS COMENTARIOS.

Definicoes e Notacoes.
o Seja X um conjunto arbitrario. Escrevemos
B(X)=B(X,C)={f:X - C, tal que f é limitada (bounded)}.
Este é um espaco vetorial complexo e normado, com a norma uniforme

[ £l = sup{|f(2)] : 2 € X}

O espaco vetorial real e normado das funcoes f : X - R limitadas é deno-
tado B(X,R), com a norma uniforme | f|, = sup{|f(z)|: 2z € X}.

o Seja X um espaco topologico. Escrevemos
C(X)=C(X,C)={f:X —>C, tal que f é continua}.
Este é um espago vetorial complexo (nao necessariamente normado).

O espago vetorial real das fungoes continuas f : X - R é denotado C(X,R).

o Seja X um espago topoldgico. Escrevemos
BC(X)=BC(X,C)=B(X)nC(X).
Este espago é C-linear e normado, herdando a norma uniforme de B(X).

O espaco vetorial real enormado das fungoes continuas e limitadas f : X - R
é denotado BC(X,R), com a norma uniforme herdada de B(X,R).

o Seja (V,|-|) um espago vetorial normado. Se (v,)y é uma sequéncia em V
tal que (v,) converge a v € V', escrevemos

14 n—>+o0o . X
v, — vV ou v, —v ou v, —— v ou ou limv,=v ou lim v, =v.

n—>+00

Comentarios. O espago B(X) é metrizavel e completo, com métrica

d(f,9) =|f-9glu, onde feB(X)egeB(X).

A convergéncia nesta métrica é a da convergéncia uniforme sobre X (cheque).
Se f e BC(X), entao | f|. é a usual norma do sup, em vdrios textos indicada
por || - |e. Neste texto, utilizamos o simbolo || - |« para o espago L* (a ser

introduzido). Como ficara claro, nao hé ambiguidade.



Definicoes e Notagoes. Seja X um espago topologico.

o Dado Y c X, o fecho de Y é o menor fechado (de X ) que contém Y.
Como interseccao de fechados é um fechado, segue que o fecho de Y é a

intersecgao de todos os fechados (de X ) que contém Y. Escrevemos
Y para o fecho de Y.
Atengao. Nao confunda o fecho de' Y c C com o conjunto {y:ye€Y}.

o Dizemos que O é um aberto relativamente compacto de X, se O é um

aberto de X tal que O é compacto em X . Escrevemos entao

O cc X.

o Dada f: X - C, o suporte de f é
supp(f) ={x: f(x) #0}, o fecho de f~'(C~{0}).
O suporte de f é o menor fechado fora do qual f é nula (cheque). Escrevemos

C(X)={feC(X):supp(f) é compacto}.

o Seja f: X — C continua. Dizemos que [ é nula no infinito se

lim f(x)=0.

|| =00

O espaco das funcoes continuas e nulas no infinito é

Co(X)={feC(X): f énula no infinito}.

Comentarios.
e E trivial ver que C,(X) c Cy(X).
e Temos Cy(X) c BC(X). De fato, dada f € Cy(X) segue que o conjunto

X ={x:|f(x)| > 1} é compacto e entao f(X) é limitado no plano complexo

ao passo que no conjunto X \ X temos |f(z)| < 1. Logo, f é limitada.

e Resumindo, temos

C.(X) c Cy(X) ¢ BC(X).
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Definicoes e Notagoes. Sejam ) um aberto em R", uma funcao f : ) - C, um

multi-indice a = (ay,...,a,) € N* e um k e N.

o O comprimento do multi-indice o € || = g + -+ + .
o O j-ésimo vetor da base canonica de R™ é denotado e;.

o A a-ésima derivada parcial de f é, se existir,

aa aal aan
(D)) = @ P @) = (52) (o) = ( o) ()= (07 (o).
o Dadoje{l,....,n} ea=(aq,...,a,) € N*, também escrevemos
_or _or 0f_am Aen
ajf_a_ycj_ﬁej e O0°f=00...09"f.

o O gradiente de f e o laplaciano de f sao, respectivamente,
Vf=Df=(0f,...,0.f) e Af:ZDiif:aiQif'

o Também escrevemos (quando f = f(x,y) tal notagao pode ser titil)

go = 0"

T Oxe’

o A classe das funcoes f : Q) - C cujas derivadas parciais de ordem menor ou

igual a k sao continuas é

CH(Q) ={f:Q~—C, tal que O“f existe e é continua para todo |a| < k}.

o O espaco das fungoes em C*(Q)) e de suporte compacto (contido em ) é

CH(Q)={feC*(Q): supp(f) é um compacto (contido em Q)}.

o O espaco das funcoes infinitamente diferenciaveis em ) é
C*(9Q).

o O espacgo das funcgoes infinitamente diferenciaveis em €) e de suporte com-

pacto (contido em S)) é
C ().
[No Capitulo 2 é mostrada a existéncia de tais fungoes.]
o Se Q =R", é usual abreviar C*(R™), C¥(R"), C=(R") e C=(R"™) por

Ck  CF C> e C, respectivamente.



Definicoes e Notagoes. Fixemos () um aberto em R", um indice k € N e um

expoente v € (0,1). Sejam (arbitrarios) f: ) - C e um multi-indice o € N™.

o CF (ﬁ) ¢ o sub-espaco das fungoes em CF(€)) cujas derivadas parciais de

ordem menor ou igual a k se estendem continuamente ao fecho €.

o Se € ¢ limitado, o espaco C* (ﬁ) é normado e com norma (cheque)

| fler = 2 sup|o°f].

lal<k Q

Tal norma é equivalente & norma (cheque)

r|n|ax sup [0°f].

o A fungao f: Q - C é Holder-continua com expoente vy (ou 7-Holder

continua ou Holder uniformemente continua com expoente ) se

L@ = £

Ty |l' y|7

o O espaco das fungoes com derivadas parciais até ordem k uniformemente

Holder continuas com expoente (ou ordem) v no fecho Q é indicado

Ch1(Q) = {f e CH(Q): m‘axsup‘aaﬂ < o0 e maxsup 0°] (@) =T Wl _ }

BI=k g2y |z -y

o Se k =0, é usual escrever

okl (ﬁ) =C" (ﬁ) , subentendendo 0 <y < 1.

o Se 2 ¢ limitado entao C%7 (ﬁ) ¢ normado e completo, com norma (cheque)

||f||cow( )—Slép|f|+s£&5%.

o Se 2 é limitado entao C* (ﬁ) é normado e completo, com norma (cheque)

HfHC,M(ﬁ) = > sup|0°f|+ > sup 07f () - °f ()]

laj<k @ Bl=k *Y |z -yl
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Definicao. Uma funcao f: X — R é de Lipschitz se existe uma constante M

(uma constante de Lipschitz para f) satisfazendo
) - < M|x —y|, para quaisquer x € X e y € X.
[f(x) = f(y)l yl, para quaisq Y

Definigao [O espago C%1(Q2)]. Fixemos €2 um aberto limitado em R”. Entao,
escrevemos f € C%1(Q) se a funcao f: Q - R é de Lipschitz (dizemos também

que f é Holder-continua com expoente v = 1). Definimos a norma

NIORIO]

I fllcorcay =1 f]e +su
TH+Y |$—y|

Definigoes e Notagoes. Seja I = [¢,d] c R, um intervalo compacto, ou I = (¢, d)

um intervalo aberto (limitado ou nao). Uma fun¢ao
F:1-R

é dita absolutamente continua se para todo € > 0, existe um ¢ > 0 tal que para

toda colecao finita de sub-intervalos abertos e dois a dois disjuntos,

(Cl7d1)"'7(CN7dN)7

todos contidos em I, vale a condicao:

i(dj —¢)<d = i |F(d;) - F(c;)| < e.

j=1 J=1
Indicamos o espaco das fungoes absolutamente continuas em I por
AC([a,b]) ou  AC((a,b)), conforme o caso.

Definicao. Duas normas sobre um mesmo espago vetorial X sao equivalentes

se existem constantes ¢ >0 e C' > 0 tais que temos
clz|i < x|z € Cllx|;, para todo x € X.

Definigoes. Introduzamos as fungoes parte positiva z* = max(z,0), parte

negativa z~ = max(-z,0) e médulo |z| = max(z,-x), com x um numero real.

Sao triviais as relagoes

|x|+x

xt =
e z”=(-x)".

z|-x
2

X

r=x"-a", |r|=2"+27, {

7



Figura 1: Os graficos de z*, z~ e |z|.

Estas trés fungoes nao sao derivaveis em toda a reta mas sao de Lipschitz e
com constante de Lipschitz L = 1.
De fato, dados reais = e y, pela segunda desigualdade triangular a funcao

moédulo (de um ntimero real) satisfaz

[l =Tyl < 1|z - y].
A fungao parte positiva (de um nimero real) satisfaz

el +z fl+y| el =lll | |-yl

<l -—-1vyl.
2 2 | 2 5 Sle-yl

" -y =
Analogamente, temos
27 =y = (=) = ()"l < | -2 = (=9l = e -yl

Definigoes. As partes positiva e negativa de uma funcio f: X — R sao

respectivamente definidas por

f*(@) = max(f(2),0) e f(2)=max(- f(2),0).
[Atencao. Esta defini¢ao de f~ difere da de Gilbard & Trudinger, mas concorda
com a de Adams, Folland, Royden & Fitzpatrick, Rudin e Wheeden & Zygmund.|

Seguem as relagoes

_ s
fr=3

f=r=r. Ul=r=+r, e fr=(-/)"
=
Ainda, (-f)~=f*e f~=(-f)*. Ainda mais
[P =)+ ()%
Evidentemente,

[r=atof e [T=a"0of.



Capitulo 1

ESPACOS LP e de Hilbert

1.1 Introducao

Apesar de nao ser estritamente necessario, comegamos listando e/ou provando
(com técnicas de Calculo I) vérios fatos elementares sobre fungoes convexas. Es-
pero que tal abordagem facilite e torne mais natural algumas das desigualdades
classicas dos espagos LP, tais como a Desigualdade de Young e a Desigualdade de

Hoélder e, principalmente, os Teoremas de Interpolagao.

Este texto é apresentado de tal forma que as provas destes varios fatos basicos
sobre fungbes convexas podem ser consultados conforme o/a leitor/a considere
necessario ao longo da leitura dos capitulos. Conforme surja a oportunidade, os
mais relevantes destes resultados bésicos sao redemonstrados e/ou reinterpretados
quando apropriado. Assim, para comecar, é suficiente se familiarizar com as
defini¢oes e com os enunciados das afirmagoes elementares sobre funcoes convexas
nesta introdugao. O estudo destas demonstragoes (todas elementares) pode ser

adiado por algumas secoes.

Definigao. Uma fungao f: X — Y entre dois espagos métricos (X, dx) e (Y, dy)
é de Lipschitz se existe uma constante C' >0 (uma constante de Lipschitz) tal que

temos

dy(f(l’l), f(xg)) < Cdx(x1,22), quaisquer que sejam x1,25 € X.



Definigao. Geometricamente, ¢ : (a,b) - R é convexa se restrita a cada in-
tervalo [x1,x2], contido em seu dominio, seu gréfico estd sobre ou abaixo do

segmento (corda) unindo o ponto (x1,¢(z1)) ao ponto (za,¢(x2)).

y=p(x

(9627 <P($2))

(9617 @(1‘1))

| |
T T

a 1 x2 b

Figura 1.1: Gréafico de y = p(x) convexa e da corda y = L(x).

Definicao. Dada f: X - R, onde X c R, o seu epigrafico é o conjunto

epi(f) ={(z,y):xe X ey > f(z)}.

Temos entao a seguinte definicao equivalente para funcao convexa.

Definigao. Uma fungao f: (a,b) — R é convexa se seu epigrafico é convexo.

——

Epigraph

(x,H(x))

v

Figura 1.2: O epigréafico de uma fungao convexa f.

Notemos que uma fungao convexa nao é necessariamente crescente e nao é

necessariamente decrescente. Vide ilustragoes acima.

10
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Proposicao. Sejam ¢ : (a,b) - R e [z, x2] variando em (a,b). Vale o que segue.
(a) As seguintes definigoes de convexidade para ¢ sao equivalentes.

(i) gp()\xl + (1= N)a2) < Ap(a1) + (L= A)p(x2) para todo A € [0,1].

(i) ¢(z) < L(z) = M(w—xl)ﬂo(xl), para todo x € [x1, 2]

To — Xq
(iii) o) = o) < o(rz) = o () para todo x1 < x < z5.
r — T To — T
y
A
i
|
|
| f(22)
|
|
f(z1
L o & P
O|lz1 o3 T2
|

Figura 1.3: Cordas, sobre [z1,23] e [23,22], de f convexa.

1 1
(iv) <P(EJFQ)<M+M para todos p,po > 1 com —+— =1.

pro op2) D2 b1 P2
(b) ¢ é convexa se e somente se

p(s) —plz1) _ plz2) —p(t)
S—x B To—t

, se s, telry, o] coms+xet+as.

Leitura: a corda sobre [t, 23] tem maior inclinagdo que a corda sobre [z, s].

(c) Desigualdade (discreta) de Jensen. Seja ¢ convexa em (a,b). Sejam

as sequéncias {t;}7 c (a,b) e {p;}}, com p; >0 e Xp; > 0. Temos,

gD(Epjtj) < Epjsﬂ(tj)‘
Yp;j ) Xp

(d) Se ¢ é diferencidvel, entao  é convexa se e sé se ¢’ é crescente.

11



(e) ¢ é convexa se e somente se ¢ é continua e

S0(% ;M) < So(xl);@(@)'

(f) Seja I' = {¢ : (a,b) - R, tal que ¢ é convexa}. Entdao, I' é um cone
(algebricamente fechado para soma e multiplicagdo por escalar positivo)
fechado na topologia da convergéncia simples. O supremo, se finito, de uma
familia de fungoes convexas em (a,b) é uma funcao convexa. O minimo de

uas fungdes convexas nao é necessariamente convexa.
duas fung t
(g) Seja ¢ duas vezes diferencidvel. Entao ¢ é convexa se e s6 se ¢ > 0.
(h) As seguintes fungdes sdo convexas
(i) 2P, onde p>1e x € (0,+00)
(ii) e, onde x € (—o0, +00)
(iii) In (L) =-1Inz, onde x € (0, +o0).
xT

(i) Sejam a>0e b>0esejam p>1 e p’ >1 expoentes conjugados. Isto é,
1 1
— 4+ _, —
p p

Entao, vale a desigualdade de Young

1.

ar b’
ab< — + — -
p D
Vale a igualdade na desigualdade de Young se e somente se a? = b?'.
(j) Seja ¢ convexa e 1 convexa e nao decrescente em cp((a, b)) Entao,
Yoy é convexa em (a,b).
Em particular, e é convexa.
(k) Se ¢ >0 e logy é convexa, entao ¢ é convexa.

(1) Se ¢ é convexa, entdo ¢ é de Lipschitz em subintervalos compactos.

(m) Caracterizagao da convexidade. A fungao ¢ : (a,b) > R é convexa se,
e somente se, ¢ é absolutamente continua em subintervalos compactos e a

derivada ', no conjunto em que a derivada ¢ finita, é crescente.

12
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Prova.

(a) (i) < (ii). Basta notar que escrevendo x = Azy + (1 — \)z2, temos

L(z) = M[ Az1+(1=N)zo—zq J+@(21) = Ap(x1) + (1-N)p(z2) .

T2 — 1
(ili) = (i). Basta substituir, em (iii), z = Axy + (1 - X)xa.

(i) = (iii). Substituindo ¢ = Az + (1 = A)x3 em (i) e achando A, obtemos

To9 — X Tr — T
() < p(r1) + p(2).
To — T T2 — T
Logo,
T — — T T2~ T L—T
p(x) + p(r) < p(r1) + p(x2).
To — X1 To — T To — T To — T

Donde segue
p(r) =) ) - p(x)
x -1 - To—2

(i) < (iv). E evidente.

(b) (b) = ¢ convexa. Basta provar (b) = (a)(iii). Isto é ébvio, pondo s =t = z.
(a)(ii) = (b). Consideremos A € [0, 1) tal que s = Azy + (1 — A)z2 e conside-
remos v € (0,1] tal que t = vy + (1 - v)z2. Encontramos
{ p(s) —p(r1) < Ap(ar) + (1= A)p(x2) = (1) = (1= N[p(22) - p(21)],

p(22) = (1) 2 p(w2) = vip(x1) = (L= v) p(22) = v[p(22) = p(21)].
Donde segue

o(s) = ¢(x1)
1-\

—p(t - y
14 To — X1 Ty — X7

(c) Ao ocorrer a letra X, a varidvel j percorre de 1 a n — 1. Por indugao segue

(Epjxﬁpnwn): ( Yp; TP Patn )
Xpj+Pn Xpj+pn Xpj  Xpj+Dpy

DY) (Epjl’j) , Do (@n)
~Ypj+pa \ Xp; Xpj + Pn
Xp; 2 o(25) | pap(@n)
C Xpitpn Xp; YXpj + P
_ Zpip(x)) + pnp(n)
Epj + Dn '

13



(d)

Se ¢ é convexa, entdo ¢’ crescente. Supondo 1 < = < xa, por defini¢ao temos

p(@) —p(x1)  p(z2) - (z)

T -2 B To—T

Computando separadamente os limites para x — x; e para x — x5, segue

o' (1) < o(x2) = p(71) o o(x2) = p(11)

<@'(22).
To— T T —T1

Dada ¢’ crescente, ¢ é convexa. Pelo TVM em [z1,2] e em [z, 5], segue

<M@—¢@ngﬁﬂ—¢@)

A ‘“ida". Fixemos @ ¢ (a,x1) e b€ (z2,b). Supondo z; < s < t < 3, temos

_p@) @) o) —e(s) o e(b) o)
T1—a - t—s - b—x9

Donde segue |p(t) —¢(s)| < M|t - s| e entdo ¢ ¢ lipschtziana em [xq,z5].

Logo, ¢ é continua.

A “volta”. Podemos supor, e fixar, [z1,22] = [0,1] e ¢(0) =0 [basta definir
s > p(x1 + s(xe — 1)) — @(x1)]. Mostremos
J J . on
") 2—nl Sz—ngp(l), para 0 < j <2".
Se n =1, é 6bvio. Supondo verdadeiro o caso n, seja

ﬁ, para 0 < j < 2L,

Existe um tnico i tal que
1—1 j

< <—, com 1<3<2"
on 2n+1 n

Se ocorre 5T = 5w, pela hipdtese de indugao segue

sO( J)go(Q) 570(1) = g2re(1).

Senao, ocorre 2n+1 =

% 2n) e entao segue

). )

2n+1 (’0( ) 2n+1 (P( ) - 2n+1 90( ) - 2n+1'

Pela densidade de {5} em [0,1] e a continuidade de ¢, segue a tese.

14
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(f) , (g) e (h) s@o triviais (cheque).

(i) Escrevendo

c=a?, d=b" e O<)\:l<1,
P

provemos c*d(*}) < Ac+ (1 - \)d, com igualdade se e somente se ¢ = d.

Dividindo por d # 0 (d = 0 é 6bvio) reduzimos o problema a provar a
desigualdade
o(t) =t* =Xt <1-\, para todo t >0,

valendo a igualdade se e somente se t = 1.

Entretanto, é trivial ver que temos
@ =XM1 -t7*) >0 em (0,1) e, ainda, ¢’ <0 em (1,+00).
Assim, ¢t =1 é o tinico ponto de méaximo absoluto e, é 6bvio, p(1) =1- \.
(j) A primeira afirmagao ¢é trivial.
A segunda afirmagao segue da primeira e da observacao exp(logy) = ¢.
(k) Resolvido em (e).
(1) Sugestdo. Procure um argumento unificado para (d) e a “ida” de (e).

(m) Exercicio (para quem estd familiarizado com a teoria da diferenciacao de
Lebesgue). Dica, utilize o teorema da diferenciacao de Lebesgue. Consulte
Folland [8, p. 98] ou

https://www.ime.usp.br/~oliveira/MEDIDACAP3-2016.pdf#

Mais resultados bastante relevantes sobre funcoes convexas podem ser encon-
trados em Wheeden & Zygmund [16, pp. 118-123].

15
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Proposigao. Consideremos o espago vetorial BC'(R™) e seus sub-espacos
Ce(R") € Co(R") ¢ BC(R™),
com a norma uniforme. Entéao,
C(R") = Co(R").

Isto é, o fecho do espago C.(R") em BC(R") é o espago Co(R").

Prova.

(c) Consideremos uma sequéncia ( f,,) em C.(R") que converge uniformemente
a fe BC(R"). Seja € > 0. Existe k tal que | fx — f]. <€. Seja r >0 tal que
supp(fx) € D(0,r). Para todo |x| > r temos fir(z) =0 e entao

[f (@) = 1fr(2) = F@) < [ fe = fllu <€
Isto mostra que f € Cop(R™) e também que C.(R") c Cy(R").
(o) Sejam f e Cy(R™) e € > 0. Por defini¢do, existe r > 0 tal que temos

|f(z)| <eselz| 2.

E claro que D(0,r) ¢ [-r,r] x - x [-r,r] = [-r,r]*. Seja g : R - [0,1]

continua e de suporte compacto dada por

1sete[-rr],
g(t) =1 O0sete(-o0,—r—1]u[r+1,+o0),

linear em [-r—-1,-r] e em [r,r +1].

Dado = = (z1,...,%,), seja x(x) = g(x1)--g(x,) € C.(R™). Entao, temos
XfeC(R") com0<x<1lex(x)=1sexeD(0,r). Temos também

If(x) - x(z)f(x)]=[1-x(x)]|f(z)| < e para todo z € R™.

Donde segue | f — xf|. < €. Isto mostra que Cyp(R") c C.(R™) &
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1.2 Fatos Basicos Sobre a Integral de Lebesgue

A medida que consideramos (a menos que avisado o contréario) é a medida de
Lebesgue m em R”, também denotada dm, dx ou dy conforme a conveniéncia. As

fungdes consideradas sao (Lebesgue) mensuraveis (a valores reais ou complexos).

A menos que avisado o contrario, X e €2 indicam subconjuntos mensuraveis
arbitrarios de R™. Na maior parte das vezes, €2 indica um aberto em R”. Alerta-

remos quando () indica um subconjunto aberto limitado de R™.
Indicamos a medida de um conjunto mensuravel X por m(X) ou por | X|.

Se f: X — C é integravel, escrevemos f € L'(X).
Recordemos os enunciados de alguns dos principais teoremas da Teoria da

Integracao de Lebesgue.
Defini¢oes e Notagoes. Seja (a,) uma sequéncia de niimeros reais.
o Um valor L € [-o0,+00] é um valor de aderéncia da sequéncia (a,) se
existe uma subsequéncia de (a,) que converge a L.
o O limite inferior de (a,) é o menor valor de aderéncia da sequéncia (ay,).
Tal limite inferior, denotado liminf a,,, existe e vale a formula

liminfa, = lim inf as.
n—>+o0o k>n

o O limite superior de (a,) é o maior valor de aderéncia da sequéncia (a,).

Tal limite superior, denotado limsup a,,, existe e vale a formula

limsupa, = lim supay.
n—>+oo k>n

Notagao. Dada uma sequéncia de fungoes f, : X - R, escrevemos

(liminf f,)(z) = liminf f,(x) e (limsup f,)(x) = limsup f,(z).

Teorema da Convergéncia Monétona - TCM - (Beppo Levi). Suponha-
mos 0 < f; < fo <--- uma sequéncia crescente de fungoes mensuraveis definidas em

X e nao negativas, convergindo pontualmente para f. Entao, f é mensuravel e

/fdleim[fndx.
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A seguir generalizamos o fato intuitivo “a menor funcao limita a menor drea”.
Lema de Fatou. Seja f, : X — [0, 00) uma sequéncia de fung¢oes mensuraveis e

nao negativas. Entao temos

f(lim inf f,,) dx < liminf ([ fn dx) .

Prova. Segue do TCM, de f(}gnf fr)dx < }gnff fr dz e da férmula para o liminf#
>n >n
[Vide remark em Tao, T., An introduction to measure theory, AMS, p. 91.]

Definicao e Notacao. Dado X mensuravel, dizemos que uma propriedade pon-
tual P vale em quase todo ponto de X se o conjunto {x € X : P nao vale em z}

tem medida nula. Escrevemos entdo que (a propriedade) P vale q.t.p. em X.

Teorema da Convergéncia Dominada - TCD - (Lebesgue). Consideremos
fn: X = C uma sequéncia de fung¢oes mensuraveis que converge pontualmente
para f em quase todo ponto. Suponhamos que exista uma funcao integravel

g:X —[0,+00) satisfazendo |f,| < g para todo n. Entao, f € integravel e satisfaz

ffdmzhmffndx.

Teorema da convergéncia Dominada Generalizado - TCDG. No espaco
LY(X), consideremos duas sequéncias de fungoes f, e g, e duas funcgoes f e g.

Suponhamos que

Jn— [ q.t.p.
Jn —> g q.t.p. e [gndx—>fgdac.
| ful < Gn

Entao

[fnda;—>ffdx.

Prova. Como g, ¢é real, é trivial ver que podemos supor ¢ real.

Temos | f, — f| < gn+|f|- Logo, gn+|f|-|fn—f] 2 0. O lema de Fatou mostra
fliminf(gn+|f|—|fn—f|)dm < liminff(gnJr|f|—|fn—f|)d:z;.

Donde segue

f(g+|f|)da:gfgdm+/|f|dx+liminff—|fn—f|dx,

Portanto

1imsupf|fn—f|dxgo e f|fn—f|dx—>04
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Teorema de Tonelli. Sejam X mensuravel em R™ e Y mensuravel em R™.

Consideremos uma fungao mensuravel e nao negativa
f: X xY - [0,+00].
Entao,

x+— f(x,y) é mensurdvel para todo ponto fixado y €Y
e

y v~ f(x,y) é mensurdvel para todo ponto fixado x € X.

Ainda, as fungoes
waf(x,y)dy e nyf(x,y)dfﬂ
1% X

sao mensuraveis e nao negativas. Ainda mais, temos

[ favay= [ [ f@ydyde= [ [ p(y)doay.

XxY

Teorema de Fubini. Sejam X mensuravel em R"™ e Y mensuravel em R™.

Consideremos uma funcao integravel
f: XxY ->C.

Entao,
x+— f(x,y) é integravel para quase todo y €Y
e

y+~ f(x,y) é integravel para quase todo z € X.

Ainda, as funcoes
fof(:c,y)dy e nyf(:v,y)dx
1% X

estao definidas em quase todo ponto e sao ambas integraveis. Ainda mais, temos

/fdxdyz[[f(x,y)dydx:f[f(:c,y)dxdy.

XxY Y X
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Teorema (Continuidade e Derivagao sob o Sinal de Integragao). Sejam
X mensuravel em R" e uma fungao f : X x (a,b) - C tal que f(-,t) : X - C é

integravel para cada t fixado em (a,b). Consideremos

F(t) = fo(x,t) dz.

(a) Continuidade. Suponhamos existir g € L'(X) tal que |f(xz,t)| < g(x),
para todos x, t. Suponhamos também que f(x,-) é continua em ty, para
cada x. Entao, F' é continua em ty. No caso em que t — f(x,t) é continua

para cada x fixado, entao F é continua em (a,b).

(b) Derivagao. Suponha que % existe e que existe uma g € L'(X) satisfazendo

< g(x), para quaisquer e t.

of

—(z,t

at (.’,E, )
Entao, F é diferenciavel e

dF of

—(7) = —(z,t) dx.

dt ) x Ot (,1) da

Prova.

Podemos supor que f é uma fungao real [cheque].

Seja (t,) uma sequéncia em (a,b) tal que t, - to, com cada t, # to.

simples

a) Definindo f,(x) = f(z,t,), temos que f, —— fy e |fn| < g. Pelo teorema
(a) g

da convergéncia dominada concluimos que
F(t) = [ ft)de— [ fto)de.

(b) Sao mensuraveis as seguintes fungoes (definidas em X)),

fQa,tn) = f (2, to)

hn(x) = ra—

lim h,(x) = %(m,to).

Pela teorema do valor médio (pois f é real) temos

0
)l <sup{| B0 ve @)} <o)
Portanto, pelo teorema da convergéencia dominada,

F(tn) - F(to)

g(x,to))d:czlim[ hn(x) dz =lim
x Ot b n—to

=F'(ty)#
E importante notar que o teorema acima ¢é de carater local.
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Teorema (Teorema da Mudanga de Varidvel na Integral de Lebesgue).
Sejam Q um aberto em R™ e ¢ : Q@ - R™ um difeomorfismo [entre Q2 e ¢(2)] de

classe C'. Seja f: p(2) - R mensurdvel. Vale o que segue.
(a) A composi¢ao f o é mensurdvel em ().

(b) Se f>0ou f e Ll(go(Q)), entao

[ f@az= [ 1(o))det Jo(y)ldy.

() Q

Prova. Vide Folland [8, p. 74-76] ou
https://www.ime.usp.br/~oliveira/MEDIDACAP2-2016.pdf#

Exemplifiquemos. Seja T': R™ — R" bijetora e linear. Entao temos

[ F@ydz =1t | [ (FoT)()dy

para toda f:R" - R mensuravel tal que f >0 ou f e L}(R").
Ainda, suponhamos f = yg com E um conjunto mensuravel em R". Segue
1 m(T(E))
B)= [ xwde=1det T [ (xpo TNy = —— [ xrapydy = ===
m(E) = [ xpdr=|detT™| [ (xgoT ")dy detr] ) XY= Tae

Logo,

m(T(E)) = |det T|m(E).

Teorema (Teorema da Mudanca de Varidvel em Coordenadas Polares).
Seja f:R™ > R mensuravel, com f >0 ou f integravel. Entao,

o0

[ 1@z~ [ [ sayrao(yr.

0 gn-1

com do a medida de superficie em S"! = {y e R" : Jy| = 1} (a esfera unitdria
centrada na origem).

Prova. Vide Folland [8, p. 79] ou
https://www.ime.usp.br/~oliveira/MEDIDACAP2-2016.pdf#
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Notagoes. Sejam B(0,1) c R* e S*~! ¢ R™. Indicamos

wy, = volume(B(0,1)) = f ldx
B(0,1)

o(S™1) = drea(S™) = f 1do.
Sn-1
Também indicamos a medida do em S™ ! por dw. Isto é,

do = dw.

Proposicao (Medidas da esfera e da bola unitarias). Valem as relagoes

Wp = @ e m(B(0,7)) =r"w,.

Prova. Exercicios

Definig¢oes e Notagoes. Seja I = [¢,d] c R, um intervalo compacto, ou I = (¢, d)
um intervalo aberto (limitado ou nao). Uma funcdo F: I - R é dita absoluta-
mente continua se para todo € > 0, existe um ¢ > 0 tal que para toda colecao
finita de sub-intervalos abertos e dois a dois disjuntos, (¢1,d;) ..., (cy,dy), todos

contidos em [, vale a condicao:

;(dj —¢;) <86 = S|F(d;) - F(¢;)| <e.

j=1

Indicamos o espaco das fungoes absolutamente continuas em I por
AC(1).

Teorema Fundamental do Calculo para a Integral de Lebesgue. Uma
fungao F : [c¢,d] - R é absolutamente continua se e somente se F' é derivavel

q.t.p. (em quase todo ponto), F' € Ll([c, d]) e

F(z) - F(c) = f F'(t)dt.

Prova. Vide Royden & Fitzpatrick [12] ou Folland [8, p. 106] ou
https://www.ime.usp.br/~oliveira/MEDIDACAP3-2016.pdf#
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Observagao. Dada f : (a,b) > R absolutamente continua, entdo f é absoluta-
mente continua nos sub-intervalos compactos de (a,b). Pelo teorema fundamental

do céalculo concluimos que

existe f’ em quase todo ponto

e
f€ L'([c,d]) para todo [c,d] < (a,b).

Teorema (Férmula de integragao por partes na integral de Lebesgue).

Sejam f e g fungoes absolutamente continuas em [a,b]. Vale o que segue.
e O produto fg é uma fungao absolutamente continua em [a, b].

e Vale a formula

b

[ 9+ £ro))dt = F(B)g(b) - F(@)g(a).

a

Prova. Wheeden & Zygmund [16, p. 108] ou Folland [8, p. 108, exercicio 35]#

Definicao. Dizemos que uma funcao f : {2 - C é localmente integravel se
para cada ponto z € ), existe uma bola aberta nao degenerada B(x,r) c Q tal

que a restrigao f: B(z,r) - C é integravel. Isto é,

f F(y) dy é finita.
B(z,r)
Teorema da Diferenciacao de Lebesgue. Dada f : R* - C localmente
integravel, entao
1

R{% WB([M fy)dy = f(z) q.t.p..

Comentario 1. Podemos trocar a familia de bolas {B(x,r)}, por uma familia
decrescente de cubos nao degenerados ()'s centrados em = e que “encolhe” a .

Isto é, para todo € > 0 existe um cubo na familia e com diametro menor que e.

Comentario 2. Interpretemos o teorema da diferenciagao (Lebesgue) paran = 1.
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Consideremos uma fungao v : (a,b) - R localmente integravel. Dado x no

conjunto de Lebesgue de v, temos

z+h
1 .
%/h|v(t)—v(x)|dtﬂ>0.

Claramente segue
z+h
1 .
Ef lo(t) - o(2)|dt =% 0.

Encontramos entao
x+h

%fv(t)dtﬂv(x).

Assim, o teorema da diferenciacao de Lebesgue generaliza o Segundo teorema

fundamental do cdlculo (para a integral de Riemann).

Definicao e Notacao. Um ponto x pertence ao Conjunto de Lebesgue de

uma funcao localmente integravel f: € - C se

1 r—0
— o [f(z—y) = f(2)|dy — 0.
m(D(O,r))D(Ofm)

E trivial ver que para todo x em Ly, o conjunto de Lebesgue de f, temos (cheque)

z+y)dy —2 f(z).

1
m (D(0, r))D(.[[) u

Le., amédia de f (se f éreal) em D(x,r) se aproxima de f(z),ser - 0ex € Ly.

¢

O conjunto de Lebesgue L; ¢ “‘grande” no sentido da teoria da medida.
Teorema (Tamanho de Ly). Seja f: € - C localmente integravel. Entao,

o complementar ()N L; tem medida nula.

Prova. Vide Folland [8, p. 98] ou
https://www.ime.usp.br/~oliveira/MEDIDACAP3-2016.pdf.
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1.3 Fatos Basicos Sobre [P

Definimos a reta estendida R =R U {-oco} U {+00} = [-00, +00].
Fixemos conjunto mensuravel X c R*. Consideremos uma funcao f: X - C

[ou mesmo uma f: X — [-o0, +00]| mensurdvel. Dado 0 < p < oo definimos

3 =

umf[fmw@lemﬁﬂ c

LP=IP(X)={f:X - C tal que f é mensuravel e | f], < oo},

O caso p = oo. Utilizemos a notacao

inf(@) = .

Definimos entao

HfHoo:inf{MzO: |f|£Mq.t.p.}=inf{M20:m({x:|f(x)|>M}):O}

L= =1L>(X)={f:X - C tal que f é mensuravel e || f|o < co}.
Tal infimo é realizado (i.e., pertence ao conjunto sobre o qual é computado) pois
1
(el @l> My= U lasl s> 0+ -}

n>1 n

e, 8¢ M = | f]e < 00, 08 conjuntos a direita tém medida nula. Assim, temos
|f(2)] <|fllo at.p. (i.e., em quase todo ponto).

Chamamos o valor | f|l. de supremo essencial de |f| e também escrevemos

ess sup|f| = ess supl /| = /] -

Se | f], =0, entdo f =0 q.t.p. Por tal motivo, identificamos fungoes em LP

que sao iguais q.t.p.

Se f: X - [-00,+00] é mensuravel e |f|P é integrdvel, entao f é finita q.t.p.

Neste caso podemos supor f: X - R, uma fungao real. Portanto, f € LP(X).
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Notacgao. Se A é um conjunto arbitrario, o conjunto das partes de A é
P(A)={B:BcA}.
Comentario (Espagos com [ pequeno).

e Se A é um conjunto arbitrario ndo vazio, definimos [P(A) como o espago
LP(u) onde p é a medida de contagem sobre P(A). [Notemos que u é o-

finita (vide definigdo em Folland [8, p.25]) se e somente se A é enumeravel.

e Se A =N denotamos [P(N) abreviadamente por [P. Assim (cheque),

1

[P = {x = (zp)v em C: |z], = (3 |zalP)” < oo}, se 0<p<oo,

[ = {x = (z,)y em C: ||z] o = sup|z,| < 00}4»

Mostremos que o conjunto de func¢oes LP é um espago linear complexo.

De fato, dado p > 0, duas fungoes f,g € LP e XA € C é evidente que

IAf 1 = NS
e, No caso p < oo, a desigualdade
(a+b)? < [2max(a,b)]? < 2P(a? + "), onde a>0e b >0,

mostra que f+ge LP. O caso p = oo é trivial (cheque).

No caso p € [1,00] veremos (no Teorema de Minkowski) que a fungao |.|,

satisfaz a desigualdade triangular e define uma norma sobre LP.

No caso 0 < p < 1, mostramos a seguir que a funcao | - |, ndo é uma norma.

Apesar que, como ja vimos acima, o espaco de fungoes LP é um espaco vetorial.

Se 0 < p< 1, é elementar verificar a desigualdade
(1+t)P<1+tP, set>0.

De fato, a fungdo 1+t — (1 +¢)P, para t >0, se anula em ¢ =0 e tem derivada
1\"!
ptP 7 —p(1+ )Pt = ptt 1 - (1 + ;) >0set>0.
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Entao, dados a > 0 e b > 0 e substituindo ¢ = a/b na desigualdade verificada tem-se
a’? + > (a+b)P, se a>0,b>0e0<p<1.

Assim, supondo E e F dois subconjuntos de X, disjuntos e de medida estritamente

positiva e finita, temos

1 1 1
Ixe +Xelp = CE+ED)> > [El +[Flr =[xz lp+ X p

o que mostra que a fungao | .|, ndo é uma norma e em consequéncia muito da
teoria desenvolvida para o caso p > 1 nao se presta ao caso 0 < p < 1. Como os
espacos LP, com p > 1, sao os mais usuais em analise focamos mais sobre estes,

indicando alguns resultados validos para o caso 0 < p < 1.

No caso 0 < p < 1, o espago vetorial complexo LP(X) nao é normado (isto é,
|- |l, ndo é uma norma) mas ¢ um espago métrico com métrica (a desigualdade

triangular é facil, cheque)

A(F9)=1f ~glg= [ 1f - gPam.

Dada f: X — C, temos que f € L? (com p arbitrario em (0, 00]) se e s6 se

(Ref)*eL? e (Imf)*eL”.

Definicao. Dois valores p e p’ sao expoentes conjugados se

1 1
—+—=1, onde 1 <p,p' < o0.
p D
Convencionamos p' = 1 se p = +o00 e, vice-versa, p' = +oo se p = 1. Assim, os
valores 1 e +o00 também sao ditos expoentes conjugados.

Sejam os expoentes conjugados finitos ou nao, vale a identidade

p+p =pp.
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No que segue, a menos que dito o contrario, todas as fungoes sao mensuraveis.

Lema (Desigualdade de Young). Sejam a,b > 0 e um par de expoentes

conjugados p>1 e p’ > 1 (i.e., ambos finitos). Entao temos

ar  b¥ , :
ab< —+— [vale a igualdade se e s6 se aP = b?"].
p D

Prova.

A desigualdade de Young ¢é trivial geometricamente. Vide grafico abaixo.

y = xp_l

0 a xz

Figura 1.4: A 4rea ab e as areas abaixo de y = 277! e de sua inversa x = y#'~L.
Repetimos aqui a prova analitica ja dada na introducao. Considerando

' 1
c=al, d=0 eO0<A=-<1
p

mostremos c*d(1) < Ac+ (1 - \)d, com igualdade se e somente se ¢ = d.

O caso d =0 é 6bvio. Dividindo por d # 0 passamos a checar a desigualdade
o(t) =t* = At <1- ),
para t >0, com igualdade se e s6 se ¢ = 1. E claro que
o = AL - 1

é estritamente positiva em (0,1) com ¢’ < 0 em (1,+00). Logo, t =1 ¢ o

unico ponto de maximo absoluto e, ainda, p(1)=1-\#
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Defini¢ao. A funcgao sinal (vide figura) é definida por

sgn(z) = é se zeC* e sgn(0)=0.

Figura 1.5: A fungao sgn(z) para z # 0.

Proposicao (desigualdade triangular para integrais). Se f € L'(X), entao

dex §/|f|d:p.

Prova.

Se f é real, temos

S-S fols fref e fm

Se f é a valores complexos, consideremos o nimero complexo

Se a =0, a desigualdade desejada é ébvia. Assim, podemos supor « # 0.

Aof s fo

¢ um numero real e a tem modulo 1. Portanto,

[ 1]= [ Reta) < [Retasyi< [lasi= [ 171s

Entao
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Teorema (Desigualdade de Hdélder). Sejam p e p’ expoentes conjugados

(finitos ou nao). Dadas duas fungées mensuraveis [ e g (mesmo dominio), temos

[£gle < £1p gl -

Em particular, dadas f € L? e g € LP" entdo temos fg € L' e sob tais condicoes

vale a igualdade na desigualdade acima se e somente
e existem «, 3 >0, nao ambos nulos, com a|f|P = B|g["’ q.tp. (p e p' finitos).
o |f9l=1fll9llw a-t-p. (p=1ep'=o0).
Prova.

Admitamos | f], e | g],» ndo nulos e finitos, senao a desigualdade é ébvia.

O caso p=1 (ou p = o). A desigualdade é novamente trivial, valendo a

igualdade para f € L' e g € L™ se e somente se

[ gl = 1gDLfIdm =0,

0 que ocorre se e s6 se o integrando (o qual é maior ou igual a 0) é nulo

q.t.p. Isto é, |fgl = |fllglle a.t-p-

O caso p e p' finitos. Pela desigualdade de Young (lema acima) segue

1 P 1 v 1 1
DGy AV P R 1VTCO TP WO
[ £l Nl p | fl P gl p P
valendo a igualdade (cheque) se e somente se

@ @l .,
17" hel

No teorema a seguir, esta implicito que as fungdes f e g sdo mensuraveis (a

valores complexos) e estdo definidas em um mesmo dominio (mensurével).
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Teorema (Desigualdade de Minkowski). Seja p € [1,00]. Temos,

1f+glp < 1f1p+ lglp-
Prova.
Podemos supor | f|, e |g[, finitos e || f + g, # 0 (cheque).
O caso p =1 segue de |f +g| <|f|+|g]-
O caso p = oo segue de |f + g[ <[f| +[g] <[ flee + gl a-t-p-
Se 1< p < o0, as desigualdades triangular e de Hélder e p’(p—1) = p nos dao
£+l = [ 15+ s +gl< [ 1f+gl sl [ 1f+gl o
[1f+ g~ o 1f s + 11F + g o gl
1+ gy~ (LAl + glls)-

Por fim, dividindo por |f + g|5™" encontramos

IN

If +glo < 1flle+lgln*

Lema. Um espaco normado (V.| .|) é completo se e somente se toda série
absolutamente convergente é convergente.

Prova.

(=) Se V é completo e Y72, |v,| ¢ finita, entdo a sequéncia das somas parciais

Sy = Uy + - + v, satisfaz

jzm n,m—>00
50 = smll < 3 Jv;| ——0.
j=n

Logo, a sequéncia (s,) é de Cauchy e portanto convergente.
(<) Se (v,) é uma sequéncia de Cauchy, sejam n; < ng < --- tais que
1
|vr = v || < o7 baram,n > n;.

Definindo w; = vy, e w; = Up; = Un,_,, Para j > 1, temos

k 00 |
2 wi=vn, € Y Juwsl < Jwi] + 3, 55 < oo
j=1 j=1 J=1

Assim, existe o limite limv,, = (w;+wa+ws+---) € V. Isto é, a subsequéncia

(vn,, ) converge em V' e entdo a sequéncia de Cauchy (v,,) converge em V' #
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Teorema (Completude de L?, Fischer-Riesz). O espaco LP(X) é de Banach,
para todo p € [1,00].

Prova.

Se | f], =0, j& vimos que f =0 q.t.p. J& vimos que |[Af|, = |A|f],, para
todo A € C e p € [1,00]. Entao, pela desigualdade de Minkowski, LP é um

espago vetorial normado. Resta mostrar que LP é completo.

¢ O caso p infinito. Se (f,) é sequéncia de Cauchy em L* entdo temos
|fo=finl < | fr=fm] oo, €XCEtO €M Z,1100, cOm m(Zp1) = 0. Logo, em X \U Z,,,,

a convergéncia é uniforme a uma funcao f limitada (cheque) e
Lo
Jn— [

o O caso p finito. Vejamos que toda série absolutamente convergente em
LP ¢é convergente em LP. Consideremos uma sequéncia (f;) ¢ LP tal que

Y21 | filp = M < oo e definamos as fungoes
G =|hl++[ful e G=YIfil-
Entao obtemos as desigualdades
[Gallp <1 fillp+ -+ [ full, < M, para todo n.
Pelo teorema da convergéncia monotona segue
[ GP du = hmf(;gda: < M.

Deduzimos entao que G € LP e portanto G(z) < oo q.t.p. e por conseguinte

a série F((x) = Y52, f;(x) converge q.t.p. E claro que |F| € G € LP e também

F—iﬂ

J=1

p

<(2G) e L.

Donde, pelo teorema da convergéncia dominada,
n p n

|F‘Zﬂ {/F—Zﬁ
j=1 P J=1

Corolario. Temos que f, L f seesose f, il f em algum Z¢ com m(Z) = 0.

p
n—oo

de ——0#

Prova. Trivial (cheque).
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Teorema (Convergéncia em LP e convergéncia pontual). Suponhamos que
LP(X
In EGICON f, onde p € [1,00]. Entdo, existe uma subsequéncia (f,,) tal que

q.t.p.
fnj - f

Prova. O caso p = oo segue do corolario acima. A prova deste teorema inclui a

prova do teorema anterior (LP(X) é completo). As duas provas sdo importantes.

o Caso p < co. Como |f,|P é integravel, podemos supor f, finita em todo
ponto. A sequéncia (f,) é de Cauchy em LP(X) [notemos o inicio da
prova da completude] e existem indices n; < ng < n3 < -+ tais que temos

I fo = fmlp < 1/27 se n,m > n;. Donde segue

1 .

anj+1_fnij<§7 para todo J-
Consideremos

k +00

gk:Z|fni+1_fni| € g:Z|fm+1_fni|‘

i=1 i1

Pela desigualdade de Minkowski segue
1 1
lgwlp < SRR 1.

2k

tual tual
Entao, g LN gegqg, LN gP. Pelo Lema de Fatou segue

[gpd:vsl.

Logo, ¢ ¢ finita q.t.p. Donde segue a convergéncia absoluta q.t.p. da série
+o00
F(:E) = fnl + Z; [fmu(m) - fm(l')]
e definimos F' = 0 nos pontos de nao convergéncia absoluta. Portanto
k-1
Jr = Sy + Z;(fmu _fni) P, F.

Resta mostrarmos F' = f q.t.p. Dado € > 0, seja N tal que ||f, — fl, < €

para todos n > N e m > N. Considerando m > N, o lema de Fatou garante

f|F—fm|pda:£hir£1+i£f/|fm—fm|pdm£ep.

Logo, F' - f,, € LP e entao F' € LP. Ainda mais, |F - f,,[, - 0 [notemos o

fim da prova da completude|. Logo, F' = f e concluimos que f, atr oo
k
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Definicao. Dizemos que f é uma funcao simples se f é uma combinacao linear

(finita) de fungoes caracteristicas de conjuntos mensuraveis.

Teorema (Densidade das Simples em LP). Sejape[l,c0].

(a) Se p < o0, o conjunto das fung¢ées simples
ZanEj, sob a condicao m(Ej) < o0,
j=1

é denso em LP.
(b) Se p = o0, 0 conjunto das fungoes simples é denso em L*.
Prova.

Preparacdo. Escrevamos LP = LP(X). Os conjuntos de fungoes citados
sao sub-espacos lineares do espagco linear complexo LP. Desta forma, dada
f € LP podemos supor f real e f >0. Seja (¢, )y, com cada p, mensuravel

e simples, tal que ¢, / f pontualmente.

(a) Cada ¢, satisfaz |¢, — f|P < 2?|f[P € L'. Logo, ¢, € LP e pelo teorema da

convergéncia dominada [, — f|, — 0. Para a representacao
On = ZanEj, com Fj ¢ disjuntos e ajis > 0,
temos m(E;) < oo pois

Za?m(Ej) = /cpfldm< 0.

(b) Neste caso, a fungao f é limitada exceto em algum Z com m(Z) = 0. Logo,

(¢n) converge uniformemente a f em Z¢ (cheque). Portanto

©n 7, f sobre X &
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Cubos Diadicos. A seguir, um cubo em R” é um paralelepipedo fechado e
limitado cujos lados tem igual comprimento. Dado k € Nu {0}, seja Cj a cole¢ao

dos cubos cujos lados tem comprimento 1/2% e cujos vértices pertencem a grade
Z\" 7 Z
? = % X eee X §'

C =[][a;,b;] pertence a Cy
j=1

Isto é, o cubo

se e somente se 2¥a; e 2kb; sdo inteiros e

1
bj - aj = ﬁ
O espaco todo é a reuniao dos cubos na colecao C;, e tais cubos tem interiores
disjuntos (i.e., “non-overlapping” ou sem sobreposi¢ao).
Os cubos em Ci,1, sao subcubos dos cubos em C;, e sao obtidos bisectando os

lados dos cubos em Cy,.

Figura 1.6: No plano cartesiano. Os dezesseis cubos (a esquerda) da colecao Cy

geram, apds bisec¢ao, 64 cubos (sub-cubos a direita) na cole¢ao Cgy;.

A colecdo dos cubos diadicos é a reuniao
o0
Uc.
k=0
Fixado k e um cubo C em Cj, entao os cubos em C;.; ou sao sub-cubos de C'
ou tem interior disjunto do interior de C.

Por conseguinte, dados dois cubos diddicos, ou um deles esté contido no outro

ou seus interiores sao disjuntos.
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Proposicao. Seja () um aberto em R". Entao, ¢} é uma reuniao enumeravel de
cubos diddicos com interiores dois a dois disjuntos (cubos “ non-overlapping”).

Prova.

Consideremos as colegoes Ay, = {C' : C' € C;, e C' c Q}. Seja Sy = Ag. Dado
Jj>1, seja S; a colecao dos cubos em A, que nao sao subcubos de nenhum
cubo em Spu---uS; 1. Um cubo qualquer em S = UjZ; S, nao é subcubo de
um outro cubo em S. Logo, os cubos em S tem interiores disjuntos. Dado

x € (), existe o menor k tal que x € A;. Assim, x estd em um cubo de Si#

Teorema (Separabilidade de L?(X), onde X é um conjunto mensuravel).
Seja X ¢ R® um conjunto mensuravel e seja p € [1,00). Entao, LP(X) é separavel.

Prova.

¢ Suponhamos inicialmente X = R”. Seja C a colecao de cubos diadicos em

R™. Vejamos que
k
DZ{ZZ]‘XI.3 ]jGC,zje@JriQekeN}
1

é denso em LP(RR™).

(a) E facil ver que D é um sub-espaco vetorial complexo de LP(R™).

q.t.p.

(b) Se f ﬂ>fe |fu| <1 € LP, entdo | fx—f], = 0. Isto segue de |f,— f|P —— 0

e lfu—fIP < (Ifel + |f])? < (2¢)P e do teorema da convergéncia dominada.

(c) Se O é aberto e m(0) < oo, entdo Y, € D. Pois, decompondo O = I;, com

os Ijs cubos diddicos de interiores disjuntos, temos

Xo =2 Xy, Atp.

ja que a uniao dos lados de tais cubos tem medida nula. Ainda mais,

k
t.p.
Dogr=3 X, = Xo € lpel <xo € L7,
j=1

Donde, por (b) segue @y =z, Xo-
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(d)

Se G é um G5 e m(G) < oo, entdo x,, € D. De fato, seja (Oy) uma sequéncia

de abertos decrescente a G, com m(O;) < co. Entao segue

Xo, — Xe € 0< X, <Xo, € L7

Donde, por (b) segue
Lr
Xok - XG

e entdo por (c) segue X, € D.

Se m(A) < oo entdo x, € D. Pois, existe G € G5 com m(G) < oo, tal que

A=G~Nem(N)=0eentdo x, = x, q.t.p. A afirmacdo segue por (d).

Pelos itens (a) e (e), as combinagcoes lineares de funcoes caracteristicas de
subconjuntos mensuraveis de medida finita pertencem a D. A densidade
das fungoes simples em LP no caso p finito [teorema imediatamente anterior

(a)] garante

D = LP(R™).
Fim do caso X = R".

Para encerrar, seja X um subconjunto mensuravel arbitrario de R™. Veja-

mos que o conjunto enumeravel
{1, pe D}
é denso em LP(X). De fato, dada f € LP(X), a funcao f; definida por
fi=fem X e fi=0em R"\ X
pertence a LP(R") e assim, dado € > 0, existe ¢ € D tal que

[ 16— ebia<c
R”

donde entao segue

f|f—<,0|pd:v<e+
X
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Corolario (Separabilidade para L?(2), onde 2 é um conjunto aberto).

Sejam 2 c R™ um conjunto aberto e p € [1,00). Entao, o conjunto de fungées

k
Dq = {Z ZjXy,, com I; um cubo diddico dentro de 2, z; € Q+iQ e k € N}
j=1
é denso em LP(€)).

Prova.

Mantenhamos a notacao no teorema e em sua prova. Por esta segue que

i v<7)

é denso em LP(2). Fixemos uma fungao

k k
90‘9 :;ZjXIj 0" j;zjxljnm onde I; é cubo diadico,z; € Q+iQ e ke N.

Basta entao mostrar que dado um arbitrario cubo diadico I, a funcao xno

é LP-aproximavel por funcoes em Dg.

Seja J = int(I) o interior de I. Entao, J é um cubo aberto e temos a

igualdade x7na0 = XJno quase sempre.

o Logo, basta mostrarmos que Y jno € LP-aproximavel por fungoes em Dq,.

Notemos que J N2 é aberto em 2. Assim, pela ultima proposicao provada
acima, JN{2 é uma reuniao enumeravel de cubos diddicos, Ji, Js, . . ., contidos
em () e com interiores dois a dois disjuntos. Donde segue
[ee]
XJnQ = Z X Ty
k=1

Pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue segue

=0

lim
N—+00

N
Z XJe = XJnQ
k=1 p

Definicao. Seja 2 aberto em R™ e f: Q) - C. O suporte de f é
supp(f) = {z: f(z) #0} [0 menor fechado de ) que contém f~'(C*)].

O espago das fungoes f : ) - C continuas e de suporte compacto em §2 é

C(Q)={feC(Q): supp(f) é um compacto contido em Q}.
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Corolario (Densidade de C.(2) em Lr(2)). Consideremos 1 < p < oo e um
aberto § contido em R™. Entao, C.(€2) é denso em LP(£2).
Prova. Seja f € LP(Q)

o Ja vimos que existe uma sequeéncia de fungoes da forma Z?zl zjx1; com cada

I; um cubo diddico em 2 e cada z; € Q +¢Q, que se aproxima de f em LP.

o Basta entao mostrar dado um cubo diddico I contido em 2 e um € > 0,

entdo existe uma funcao g € C.(§2) tal que |g — x1, < €.
Vejamos. Com [ = [aq,by] x - x [ay, b, ], consideremos a fun¢do trapézio
0, set<a;out>by,

G(t)=1 1, sea;+e<t<b —e¢,

linear no complementar.

10

00

Figura 1.7: A “funcao trapezoidal” ¢;.

Logo,
f |X[a1,b1] - 91|pdt < 26.

Sejam ¢s, ..., g, andlogas. Seja g(x1,...,x,) = g1(x1)gn(x,) € Ce(Q).
Figura 1.8: Parte do gréafico de g(x1,2z2) = g1(1)g2(22) no caso n = 2.

Notemos que X7(Z) = X[ay,b1]x-x[anbn] (T15 - - -3 Tn) = X[ar,601 (1) X[anbn] (Tn)-
E trivial ver que (cheque)
2¢ [1(b; - a) 2¢ [1(b; - a)

f|g_XI|pdx < ]Z—a++j;)l—*
1~ U1

n — Qp
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Teorema [Continuidade da translacao em L? (Kolmogorov - M. Riesz -
Fréchet)]. Sejam pe (0,00) e f = f(x) em LP(R™), na varidavel x. Entao,

lim |/ (z + h) - f ()], = 0.
Prova.
o O caso pe[l,00). Seja h arbitrdario em R”. Seja
V=V, ={fell:|f(z+h)-f(x)]|p,~0seh—0}

Pela desigualdade de Minkowski é claro que V' é subespaco linear de LP. E

facil ver que V' é fechado. De fato, se (f;)cV e f; 2, f, entdo
| f(@+h)=f(@)[p < [ f(@+h)=fi(@+h)[p+ ] fi(@+h)= fi(@) [ p+ ] f;(2) - f ()],
= |f5Cz+h) = fi(@)p + 2 f5 = flp-

Logo, fixando f; e impondo h — 0 encontramos

lim sup [fCe+h) = F()lp <205 = fl

e entdo, para j — oo, obtemos | f(z +h) - f(z)[, — 0 se h - 0.

Evidentemente as fungoes caracteristicas de cubos pertencem a V' [de fato,
Xoun () =X o (x - D) oL, Xo(7)]. O espago vetorial gerado por tais fungdes

é denso em LP (Teorema de Separabilidade, ja provado) e concluimos V' = L?.
¢ O caso 0 < p< 1. Esbogo da prova. Complete os detalhes.

1. No caso p € (0,1), como ja visto, ||, ndo é norma. Entretanto LP(R™)

¢ um espaco vetorial e também um espaco métrico, com métrica

A(f.9)=1f gl = [ If ~glam.

2. Adapte a prova do caso 1 < p < co. O espaco vetorial gerado pelas
caracteristicas de conjuntos de medida finita (ou cubos diddicos) é
denso em LP(R").

3. Mostre que a afirmacao é valida para as fungoes caracteristicas ja ci-

tadas e estenda o resultado a LP(R"), por densidade e continuidade #

Comentario. Comparada a hipotese de “equicontinuidade” no teorema de Ascoli—

Arzeld [secao 3.9], a hipdtese no teorema acima é de “equicontinuidade integral”.
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1.4 Desigualdades e Interpolacoes Basicas

Como regra geral temos LP ¢ L4 para p # q.

Exemplos. Consideremos, em (0, 00), a medida de Lebesgue e a fungao

f(x)ziw com x € (0,00) e A > 0.
T

Figura 1.9: Graficos para x%, com A<, A=1eA>1.

As seguintes afirmacoes sao verdadeiras.
o feLr((0,1)) se e somente se p < ;.
o feLP((1,00)) se e somente se p> 5.

Importante. Tais exemplos evidenciam duas razoes para f nao pertencer a LP.

Primeiro, |f[P pode ir ao infinito muito rapidamente préximo a algum ponto.
Segundo, |f|P pode nao decair suficientemente rapido a zero no infinito.

Na primeira situa¢ao o comportamento de | f[P piora quando p cresce ao passo
que na segunda situagao tal comportamento melhora. Em outras palavras, se
p < q, as fungdes em LP podem ser localmente mais singulares que as fungoes em
L4 (dito de outra forma, a exigéncia para f pertencer a L9 é maior que a exigéncia
para f pertencer a LP), ao passo que as fungdes em L9 podem ser globalmente
mais esparramadas que as fungoes em LP. Tais interpretacoes, expressas de forma
ingénua, fornecem um guia razoavel para a situacao geral. Apoiados em tais idéias
vejamos quatro resultados especificos. Os dois ultimos resultados mostram que
inclusoes LP c L4 podem ser obtidas impondo condicoes sobre o espago de medida
que evitam um ou outro dos mal comportamentos descritos. Para um resultado

mais geral, vide Real Analysis, G. B. Folland, Exercicio 5, 6.1.
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Proposicao (Interpolagao e soma). Suponhamos 0<p<q<r<oo. Entao,
Lic P+ L".
Prova. Dada f € L9, seja E = {z:|f(x)|>1}. Entao

fxs€elP e fx,eL"

e

f=fxe+ [Xxp*

Teorema (Interpolacao e intersecgao). Suponhamos 0 < p < ¢ <71 < oo.

Entao temos

LPnlL"c LY
Ainda mais, dado X € [0, 1] tal que

I A 1-A

— = — + ,

qg D r
temos

[£la < 1f15 11

Prova.

o Caso 1 = o0, com p e ¢ finitos. Encontramos |f|7 = [f[P| fl9? < |f]P | f|&7

que integrando acarreta

1A0G < 1715 117
Donde segue, com A = p/q, a desigualdade || f], < [ £ f[5>.
o Caso r = ¢ = oo. Trivial (cheque).

o Caso r < co. Escrevendo | f|? = | f|*9| f|(1-M4 e aplicando a desigualdade de

Hoélder com o par de expoentes conjugados

P r
—F—, segue

—_— e s
A (1-X)g
_ 1-)
f|f|qdfcS Iri s [ASD =] ] | f I8,

Por fim, extraindo a raiz g-ésima encerramos a provaé#

Corolario (Interpolando intersec¢ao e soma). Seja 0 < p < g <71 < oo,
Entao,

LPnL"clic P+ L".
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Definigao. Sejam J um arbitrério conjunto de indices e (x;); uma familia de

termos positivos e indexada em J. A soma da familia (z;) é

ij = sup{z x; : I é subconjunto finito de J}.
J

jeF

Comentario (Espagos I”, com [l pequeno). Seja A um conjunto de indices.
Seja f: A= R. Dado 0 < p < oo, definimos

1

Hpr:(Zlf(a)!”)p e [P(A)={f:A—>Rtal que |f|, <oo}.

acA
No caso p = oo definimos

[ £l =sup[f(a)] e 17(A)={f: A~>R tal que ] <oo}.
Suponhamos 0 < p < g < co. Dado um conjunto A temos
P(A) c 19(A) e | flq <1l

Verificagao. [Se A é nao contavel, a medida de contagem em A nao é o-finita.

Entao, nao podemos aplicar de imediato teoremas classicos da teoria da medida. |

o Caso ¢ = 0. E claro que
[F11% =sup[f(a) < Y [ f(a)f.
A A
Logo, [[flle < |f[5-

o Caso ¢ < 0. Segue do teorema acima, para uma familia finita e com r = oo

e A =p/q. Dado um conjunto finito de indices F' c A, obtemos

Q3

[ 5] 1-2
(Srr) | (Sur) | (i)
F |\ F ) F
_ 12 1912
<|(zr) [(Z o ]
| \'F | 7
- (srr)
F
< f1p-
Logo, variando o conjunto finito F' c A e computando o sup segue
[ Fla < flp*
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Teorema (A inclusao L? c LP). Suponhamos 0 < p < g < oo e m(X) < oo.
Entao,

1 1
oLt e m(X) x| fl,<m(X) | flg
Prova. [Notemos que entao
_1
O(p) =m(X) 7|
¢ uma funcao crescente.

o Caso g = oo. Trivial, pois

1712 = [ \fPdm < | fzm(X).

X

o Caso ¢ < oo. Utilizando a desigualdade de Holder encontramos

71 = [ 17P - vdo <11t s, = (1712)7 1XT5 = 111X e
X q

Comentario. Os trés espagos LP mais obviamente importantes sao
L', L? e L™.

Com o espago L! ja estamos familiarizados.
O espaco L? é especial por ser um espaco de Hilbert.

A topologia de L* é muito préxima da topologia da convergéncia uniforme.
Infelizmente, L' e L*™ sao patolégicos em muitos aspectos e é mais frutificante
lidar com espacos LP intermediarios. Uma ilustracao para tais comentarios é que
muitos operadores de interesse em equagoes diferenciais sao limitados sobre LP

para 1 < p < co mas nao sobre L' ou sobre L.
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O teorema que segue ¢ 1til para estudar a norma |- |, como uma fungao de p.

Definicao. Uma fungao ¢ : I — (0,+00), onde I é um intervalo na reta, é

logaritmica convexa ou super convexa se a composi¢ao logop é convexa. [A

funcao logaritmo reduz drasticamente a taxa de crescimento da funcao , portanto

se a funcao logop ainda mantém a propriedade convexa entao deve ocorrer que

a fungao ¢ é “muito convexa”, donde entao a terminologia “super convexa”.]

Teorema (A fungao convexa p+~ | f[}). Seja f: X - C mensurdvel com f #0

(isto é, | f| e > 0). Definamos

ow)= [IfPdo=1fl5 (0<p<w) e I={p: w(p)<oo}.
Verifique as propriedades abaixo.

(a) I é um intervalo. Isto é, serel esel er<p<sentaopel.
(b) ¢ elogy sao convexas no interior de I e continuas em 1.
(c) Ser<p<s, entao
[£lp < max ([[f]-,[fls) e L"nL*c L.
(d) Se | f]|. < oo para algum r < oo entao,
Jim [ flp = 1 f e

Prova.

(a) Segue imediatamente da desigualdade (ja provada)

- 1A 1-A
I£1 < ISR, onde - =24 222,
p r

S

(b) Pela prova de (a) segue

a-Mp

p(p) <p(r)Fe(s) .

Donde segue

(

A 1-A o (1-A
10g90(p)s7p10gs0(r)+T)plogs0(s), com p=2F (1-Np

r S

Isto mostra que logop é convexa. Assim, ¢ = expologop é convexa.

vimos que toda funcao convexa é continua.
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(c) Com a notagao na prova de (a), é trivial ver que

(d)

[l < DFIRNAIS < max (1£]- 1 £]s).

Caso | f|e = +00.

Entao, todo Y,, = {z :|f(z)| > n} tem medida |Y;,| > 0. Notemos que
YioY,oY30-.
Para todo p > 0 temos

[ 1@ dz 2wyl e 1fl,2ng/Val

Se |Y,| = co para algum n, entdo temos |f|, = oo para todo p. Caso

contrario, temos

liminf | f], > n para todo n € N.

Caso 0 < | flleo < 00.
Sejam r < oo, com | f|, < o0, e M tal que 0 < M < | f| . Entéo,
Y={x:[f(x)]> M}
tem medida |Y'| maior que zero e
MWyl s [ 1P do=| £z,

Ainda, @)
f(x

1

e

e para p > 7 temos

(|f(»’l?)!)p< (|f(x)|)’” _ @
11l [ £l £ 1%
Logo, f € LP(X). Ainda mais, temos

MY <Ifl, < 1l (,”Jf,”f)”.

Donde obtemos
M < liminf | f], < lim sup [£lp < [flees se 0 <M <o
Concluimos entao que vale a identidade
i [ £l = [f]loo #
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Corolario. Mantidas as hipéteses no teorema, suponhamos |X| < oco. Entao,

1 » %_ 1
0 = 137 [ 1eas) =11 151,

é uma funcgao crescente e logaritmica convexa em 1/p. Isto é,

A 1-A
se r<p<s e —=—+
p T S

?

entao temos
log @,(f) < Alog ®,(f) +(1-A)log ®s(f).

Prova.
o J& vimos que ® é crescente em (0, +oc0].

o Segue da desigualdade (j& provada)

[l < LFIMIAI

Por esta, temos

1-X

s q)S(f)l_)\-

X7, (f) < [X]7 D, ()X

Donde segue
O, (f) <@ (f) ()

e entao a desigualdade desejada#

Lema (Desigualdade Elementar de Interpolacao). Sejam p e q expoentes
conjugados finitos. Sejam a >0 e b > 0. Seja € > 0. Entao, temos
cab € v

ab< — +
b q

_4a
<eaP +€ pbl.

Prova.

Segue da desigualdade de Young com

1 1
A=€ra ¢ B=€¢ »ba
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Proposicao (Desigualdade Basica de Interpolacao para Espagos LP).
Suponhamos 1 <p < q<r. Temos,

D=
Q=

I flg < elflle+ e flp, onde pu=

Q=
3 =

Prova.

Ja verificamos a desigualdade

B 1 A 1-A
[£llq < 11717, onde ===+ e Ae[0,1].
g p T

Pelo lema elementar de interpolagao (imediatamente acima) segue

1

51 < (1)

>
>

£13)
=elflr+e 5| f]

Por fim, notemos que

1-\
—=x"'-1
A
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Desigualdade de Holder Generalizada. Sejam 0 < py,...,pn,,r < oo tais que
1 1 1
— e — = —,
Y4 Pm r

Sejam f1,..., fn funcoes mensuraveis. Entao,

[ ool < 1 Fllpn = fon -

Prova.
o A afirmagao é ébvia se r = oo.

¢ O caso r =1. A afirmacao é 6bvia se m = 1 e conhecida para m = 2.

Supondo a afirmacao valida para m — 1 e provemo-la para m. Temos

1 1 1
I = —, com p;n o conjugado de p,,.

P1 Pm-1 Pm

Se py, = 00, entdo py, = 1 e claramente | fi---fin |1 < [ filloor[ fm- oo [ fm 1

Se p!. ¢ finito, temos

A ! 1
y4! Pm-1 Pm

Por hipdtese de inducao segue

H [filPm | fna P ‘1 < H|f1|p;”

Isto &, [ fi-fnillpy, < [ ilpr=[ fn-allpms-

A desigualdade de Hélder para a fungao (f1fs... fm-1) € a fungao f,, mostra

[CfreFma) ol < Wi fonea g, [ o

! /
S VY TSR Y e

P

/
cee |f |pm
P1 m-1
Pn

PN VY PR Y PN ) P

o O casor¢{l,o0}. Temos

pil + e+ % =1
Logo,
v fanlly = T A Sl Dy < WA Los ol ol o = VAl
Corolario. Ser=1ep; =--=p, =m e, ainda, f; >0,..., f,, >0, obtemos

3=

fflifi‘“ o < (ffldx)ﬁl(/fzdx) ...(/fmdx)'l",
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1.5 O dual de L?

Seja (V,|-|) um espago vetorial complexo e normado. Dizemos que um funci-

onal linear T': V' — C é continuo, ou limitado, se (cheque a boa defini¢do)
|7 = sup{|T'(v)] : [v] < 1} = sup{|Tv] : [v] = 1} < 0.
O espaco dual de V' é espaco vetorial complexo
V*={F:V - C tal que F é linear e continuo}.

E trivial verificar que V* é normado e que F' + ||F'| define uma norma sobre V'*.

Dados dois espacos vetoriais normados V' e W, uma isometria T : V - W é
uma aplicacao linear tal que |T'(v)| = |v|| para todo v € V. Assim, uma isometria

¢é necessariamente injetora mas nao necessariamente sobrejetora.

Sejam p e g expoentes conjugados. Pela desigualdade de Holder, a cada g € L9

corresponde um funcional linear continuo ®, definido sobre L? pela expressao

®,(f) = f fodu,
e que a norma do funcional
O, [P —C

é no maximo | g, [no caso especifico p = 2, é bastante facil ver que L? é um espago
normado completo munido de produto interno - isto é, um espaco de Hilbert - e

entao é mais apropriado definir

(/)= [ fadn]

De fato, como vemos a seguir, é trivial provar que é uma isometria a aplicacao

o: [1 — (LP)*

g +— CI)g
de L7 em (LP)*. Porém, nao é trivial ver que tal isometria é sobrejetora.
Observagao. A medida de Lebesgue é semi-finita. Isto é, se m(FE) = oo entao
existe

F c E tal que 0 <m(F') < oo (cheque).
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Teorema (A norma do funcional ®,, no dual de L?, e a isometria ®).

Sejam p e q expoentes conjugados e uma fungao g € L1(X). Seja
®,: L —C, onde ®,(f) = fgfdx se felb.
As seguintes propriedades sao verdadeiras.
¢ O funcional ®, € linear continuo (i.e., ®, € (LP)*). A aplicagao
¢ : LT — (LP)*, onde ®(g) = &,

é uma isometria e

ol = 121 =sup{| [ soda]: 171, -1}

e Teorema de Representacao de Riesz. Se p € finito, ® é bijetora.

e Se g e L4, com q finito, entao existe f com | f|, =1 e satisfazendo
|y = ffgd:v e fg real.

e Se ge L*>, entao

[, = sup { [ fgdo: fg éreat).

[£ll1=1

Prova. Seja € > 0.

<o

A igualdade |®,| =sup{|---|: | f], =1} é a definigdo da norma |®,|.

<

A desigualdade de Hélder garante |®@4] < | g/l

<

A igualdade |, = |g]l, ¢ 6bvia se g =0 (q.t.p.) e podemos supor g # 0.
o Caso ¢ < co. Podemos assumir que g é finita em todo ponto (pois g € L9).

Sub-caso ¢ = 1. Definindo f =sgn(g) temos ||f|. =1 e fg =]|g| real. Ainda,

<

19,1 > [ fg=lgli > |9,

o1



¢ Sub-caso 1 < ¢ < oo. Definindo

q-1
* = % (a conjugada de g em L9)
9liq

obtemos g*g real e, ainda,

[ glPae=b [ gl
lo° 5= SOy eylz [ o=
T glpe gl 7

J lgl*

o Caso g = co. Consideremos
A={z:|g(x)|>]g|e—-€} ¢ BcAcom0<m(B)< oco.

Entao, a funcao

1= Xoo80(9)
m(B)
satisfaz
g
foreal, 1fh=1 e o> [ 1g= 2205 pgl. e

o Para a sobrejetividade de @, provada via teorema de Radon-Nikodym, vide
Folland [8] ouhttp://www.ime.usp.br/~oliveira/MEDIDACAP4-2016.pdf.
Vide prova elementar (isto é, utilizando tao somente a medida de Lebesgue

n-dimensional) em Adams [1, pp. 45-47|#

Se g é tal que o funcional linear integral

cpg(f):ffgdx, onde f e L7,

é continuo, entdo g € L9 (cheque). Mostremos uma versao (mais forte) de tal

propriedade. O corolario a seguir é bastante pratico.
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Corolario (Reverso da Desigualdade de Hélder). Sejam g : X - R uma

funcao mensuravel e 1 < p < co. Seja q o expoente conjugado de p. Entao,

(a)  lgl,= sup {fgfdx<oo fg ereal}— sup {fgfdm<oo:fg érea]}.

Iflla=1 I £la<1

Também vale (o enunciado usual)

/ gfdx

() lglly = sup {

1£lq=1

f gfdx

<ool.

< oo} = sup {
[fllq<1
Prova.

(a) A igualdade dos supremos ¢ trivial (cheque).

o O caso |g], < oo. Pelo teorema segue (seja p infinito ou finito) a igualdade

lolh = 1,1 = sup { [ fg <00+ fg real}.

I £lq=1

o O caso ||g|, = o0. Neste caso, notemos que

dada f, temos gf = |g|h onde h = fsgn(g) e [hlq < | flq

dada h, temos [glh = gf onde f=hsgn(g) e | fl, < |,

Donde segue

sup {[gf<oo:gféreal}= sup {f|g|h<oo:|g|héreal}.

17lqa<1 Ihllg<1

Logo, podemos supor g > 0.
o O sub-caso 1 < p < co. Definamos a sequéncia de fungoes positivas

min(g(z),k) se |z| <k,
gr(x) =

0 se |x| > k.

Logo, g, # g e g € LP (cheque). Pelo teorema da convergéncia mondtona

segue

l9xll = gl = co.
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O teorema “a norma do funcional ®, e a isometria ®” (para p finito) garante

existir fi > 0 tal que
Ifilo=1e [ fige = 19gc] = gl
X

Donde segue

. hos-o0
sup ffg<oo:fgereal szkngfkgk= Hgk||p—+>+oo.
I7lg=1 4 % X

o O sub-caso p = co. A hipdtese | g/« = oo garante (para k grande o suficiente)
Eyc {a: cg(x) > k} tal que 0 < m(Ej) < co.

Definindo
XE;,

fr = (B

segue

k—+oo
Ifili=1e [ gfi> k" soo,
X

(b) Pelo item (a), segue de

lgl, = sup fgfdx <oo: fg é real
I17la=1 | ¢
/gfdx <o
\f\lq—l

Al
|f|q<1{ X/gfdx ) oo}
{lgll}

< sup
Iflq=t

=lglp*
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Corolario (Reflexividade de LP). Suponhamos 1 < p < co. Entao, temos
(LP)** = L isometricamente.

Neste caso, dizemos que LP é reflexivo.

Prova. Trivial (cheque)#

Definicao. Sejam V e W espacos vetoriais normados. Seja V* o conjunto dos
funcionais lineares continuos sobre V' (o dual topoldgico de V). Consideremos

uma sequéncia (v;) ¢ V e um vetor v e V.

o Entao, (v;) converge fracamente a v se para todo funcional f € V* temos
f(v;) = f(v).
o Suponhamos V = W*. Entao, (v;) converge na topologia fraca™® a v se

vj(w) - v(w) para todo w e W.

Exemplos Praticos. Sejam V = LP(2), uma funcao f € LP(Q2) e (fn) c LP(Q2).

(a) Se 1< p< oo, entao (LP(Q))* = P (Q) pelo teorema de Riesz. Neste caso,

fracamente

f, fcomente ffngdx»ffgdx para toda g € L¥ ().
Q Q

A topologia fraca em L?(Q) ¢é induzida por LP'(2), se p é finito (e p > 1).

(b) Se p=o0, entao V = L>(Q) = (Ll(Q))*. Neste caso,

topologia fraca*

fa — ffngdxe ffgdx para toda g € L'(Q).
Q Q

A topologia fraca™ em L*(2) é induzida por L'(2).
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Teorema (Compacidade fraca em L? e compacidade fraca* em L*).

Consideremos 1 < p < oo e uma sequéncia (f;) limitada em LP(X).
e Sel<p< oo, entao (f;) contém uma subsequéncia fracamente convergente.
e Se p=o0, entao (f;) contém uma subsequéncia fraca™ convergente.
o Se | f;l, <c para todo j e

fj%fem[}’()() com 1< p<oo,

ou

fracamente*

fi ———— [ em L=(X),
entao || f|, <c.
Prova.

o Seja (f;) c LP(X) satisfazendo | f;||, < ¢ para todo j e algum ¢ > 0. Seja

{om :m e N}

um subconjunto enumeravel e denso no separdvel L (X) [separabilidade
provada na sec¢ao 1.3 - fatos basicos sobre LP]. Fixado m, pela desigualdade

triangular para integrais e a desigualdade de Holder segue que a sequéncia

/ fipmde.

¢ limitada (pelo nimero ¢/, )-
A seguir, utilizemos o método da diagonalizagao de Cantor.

Fixado m =1, existem Ny ={1; <13 <13<--} c N e um escalar (; tais que

[ f1k901 dx IH_OO’ Bi.

Por indugéao, dado [ existe N; = {l; <l <---} ¢ N;_1 e um escalar ; tais que

/ Jiordx SinialN Br.

Portanto

f frpom dz ik Bm, qualquer que seja m e {1,2,...}.

56



Oswaldo Rio Branco de Oliveira

o Seja V' = span{y,, : m € N} o espago vetorial gerado (combinagoes lineares

finitas) pelas fungoes @1, s, . ... Definamos em V' o funcional linear

T(p) =lim [ fupdo.

A funcao T é bem definida e linear. De fato, se ¢ = A\jp1 + -+ Ay entao

k‘—><>o
f S =M / Joppr + -+ /\N/ Jewpn — AP+ + AnOn.
Ainda, T: (V.| - |ly) = R é continuo. Pois, pela defini¢ao de ¢ temos
IT(e)| < clely, para toda peV.

Donde |T|| < c.

Claramente T envia sequéncias de Cauchy em sequéncias de Cauchy. Por

densidade, T se estende linearmente e continuamente a V = L' (X) com

T(w) = }LIgT(QOmJ) ) Onde Qomj Lp—(){)) ¢

Tal extensao satisfaz |T|| < c.

Logo, T € (L¥(X ))* = LP(X) isometricamente pelo teorema da repre-

sentacao de Riesz. Assim, existe f € LP(X) tal que vale a férmula integral
T(y) = f fida, para toda v e LP(X), com |f],=|T|<ec.
o A convergéncia. Seja ¢ € LP(X). Dado € > 0, seja ,, tal que
lom =¥l <e.
Pela definicao de 7" no espago V', existe um natural K satisfazendo

<€, para todo k> K.

|/ fiom = Tom)

Com a desigualdade triangular e a férmula integral para T, se k > K temos

[ s [ 1o

< + +

f S (0 = om)

[ Fopm=T(om)

[ fen-v)|

<ce+ €+ ced
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1.6 Algumas Desigualdades Uteis

Estimativas e desigualdades sao parte central das aplicagoes de espacos LP
em analise. As mais bésicas sao as desigualdades de Holder e Minkowski. Nesta
se¢ao apresentamos uns poucos e importantes resultados adicionais. O primeiro

é quase uma trivialidade, mas é 1til o suficiente para merecer atencao especial.

Teorema (Desigualdade de Chebyshev). Consideremos uma fungao f € L,

com 0<p< oo, ea>0. Entao,

(s 5> « (L)'
Prova.
E claro que

| £12> aPm({z: |f(z)| > a})s

A préxima desigualdade é um teorema razoavelmente geral sobre estimativas
para operadores integrais em espacos LP. A desigualdade que segue generaliza a
chamada desigualdade de Young para o produto de convolugdo (que provamos no

Capitulo 2 - se¢ao 2.2 - produto de convolugao).

Teorema (Desigualdade de Young Generalizada). Sejam X c R? e Y c R™

e seja K : X xY — C mensuravel e tal que exista um real C' > 0 satisfazendo
[ |K(z,y)|dc<C q.t.p. emY e f |K(x,y)|dy <C q.t.p. em X.
Sejape[l,00]. Dada f € LP(Y'), segue que a integral
i) = [ Koy )dy
é finita q.t.p., a fungao T f entao definida esta em LP(X) e

1Tl < ClLE

Prova.

o Por hipétese, temos f:Y — C e entao f é finita em todo ponto.
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o Caso 1 < p<oo. Seja q conjugado a p. Aplicando Holder ao produto

K (2, y) F ()] = |K (2, )| 7| K (2, 9)[7| £ ()]

encontramos

[ s [ iwe o] | fisemiora)

<Ci [ / |K(x,y)||f(y)|”dy]; qtp. em X.

Por Tonelli, a integral inicial é uma funcao mensuravel em X. Elevando
a desigualdade a p, integrando em x e mudando a ordem de integracao

(Tonelli) na integral final encontramos

I/ |K(x,y)f(y)|dy]pdxg05 [ [ 1K@ lr@rdzdy

<t [y,

Como a ultima integral é finita, vemos que
K(z,)f(-) e L'Y(Y) q.t.p. em X.

Logo, T'f é finita q.tp.. A mensurabilidade de T'f segue por Tonelli, no
caso K >0 e f>0. Em geral, como T'f é finita q.t.p., basta decompor K e
f em suas partes real e imaginaria e estas em partes positivas e negativas.

Assim,
[ ri@ypds <,

Extraindo a raiz p-ésima encontramos o resultado desejado.

o Caso p = 1. Basta utilizar (cheque, ¢ trivial)
[ |K (x,y)|dx < C.

o Caso p = 0. Basta utilizar (cheque, é trivial)

fIK(ﬂs,y)ldySCﬂ'
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Ingenuamente supondo y um parametro discreto variando em um conjunto
finito e escrevendo fY(x) = f(x,y), temos a familia de fungoes {fv}. A forma

discreta da desigualdade de Minkowski diz que

21

<2
Y

p

Passando para a variavel continua g, e entao integrando na variavel y, vislum-

bramos a desigualdade integral de Minkowski abaixo (“cheque”).

Teorema (Desigualdade de Minkowski para Integrais). Sejam X c R™ e

Y ¢ R™ mensuraveis e seja f: X xY — C mensuravel.

(a) Sejape[l,00). Se f >0, temos

[[(/ f(x’y)dy)pdx];ﬁf[f f(ar?y)pda:];'dy.

(b) Seja pe[l,00]. Suponhamos que y ~ || f(-,y)|, ¢ integravel em Y. Entao,

T - / f(z,y)dy é finita em quase todo ponto, mensuravel e

| [ 16y

[Note que (b) “é” (a) reescrita para fungées e p arbitrdrios e integrais finitas.|

< [ 1 Clady < oo.

Prova.
(a) Analisemos os casos p=1e pe (1,00).

o Caso p=1. Este é imediato do teorema de Tonelli.

o Caso 1 <p<oo. Seja g€ L¥'(X). Entao, com o teorema de Tonelli e a

desigualdade de Holder em X obtemos

S| L s nas]ia@az= [ | [ flaiiz]ay
<ol [ ] [. f(m,yyda;];dy,

Assim, (a) segue do reverso da desigualdade de Hélder (cheque).

(Para uma prova direta, vide Wheeden & Zygmund [16, p. 143].)

60



Oswaldo Rio Branco de Oliveira

(b) Analisemos os casos p finito e p = oo.

o Caso p finito. Aplicando (a) a funcao |f| temos, pelas hipéteses,

[[x ([Y|f(x,y)|dy)p dx]; < [Y LfCy)llpdy < oo,

Logo, a fungao f(x,-) é Y-integravel para quase todo z e entao a fungao

T f f(z,y)dy

é finita q.t.p. Decompondo f em Re(f)* e Im(f)* vemos que a fungao

T > f f(z,y)dy
¢ mensuravel. Agora é claro que (segue da desigualdade triangular
para integrais)
or [ f@y)dy e 2(X)
e que tal fungao satisfaz a desigualdade anunciada.

o Caso p=o0. Dado y em Y notemos que

Hf(>y)||oo = Hf(ay)“L“(X)

Por hipétese temos
[5Gty < .

Logo, || f(,y)|e € finita exceto para y em algum conjunto ) c Y, tal
que m()) = 0. Redefinindo a fungao f pelo valor 0 no conjunto X x )
[com (m xm)(X x)Y) = 0], podemos supor que a fungdo mensuravel
If(;y)|e ¢ finita para todo y e Y.

Notemos que o conjunto

E={(z,y):[f (@9l > | FC0)lee}

é mensuravel e £Y = {x: (z,y) € F} tem medida zero. Logo,

(mxm)(E) = f m(EY)dy = 0.

Assim, redefinindo f pelo valor 0 no conjunto E temos a desigualdade

funcional |f(x,y)| < [f(,y)]e, em X x Y, e a desigualdade integral

[ 1@ wldy < [ 17Cy)ladys
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1.7 O Teorema de Interpolacao de Marcinkiewicz

Seja 2 um dominio (limitado ou nao) no espago R". A funcao distribuicao

p=ps:(0,00) = [0,00] de f é definida por
(t) = 1 (8) = [{w € Q: f() > )], onde ¢ >0.
A funcao distribuicao de f mede o tamanho relativo de f. Ainda, u é decrescente.

Lema. Para todo 0<p< oo e |f|P e L}(2), temos

p(t) < o [ flda e

[ 1fda=p f Lt dt.
0

Prova.

o E claro que

vuty s [ Ufpdes [ IfPde
{z:| f(x)|>t} Q

o Pelo teorema de Tonelli segue

fQ f (2P = f 7)|pdtdx

Q 0

£ ()]
f ptP~tdtdx
0

ptPLdtdx

—

2 (0,]f(=)])

= / ptP f dxdt
2 {:|f (2)]>t}

=p/tp_1u(t)dt¢
0
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Teorema de Interpolagao de Marcinkiewicz (forma restrita). Seja Q2 um

dominio em R™. Seja
T:LINnL"—>LInL", ondel<g<r<oo,

linear injetora e suponha que existem constantes T e T, tais que

Mﬂﬂg(ﬂﬁb) o sty (P

ot t
para toda fe LinL" et >0. Entao, T se estende a uma aplicacao linear injetora
T:LP— [P paratodog<p<r,
que é continua e satisfaz
ITflp < CTY Ty~ | flp, para toda feL?nL",

onde

e C' depende apenas de p, q e r.

Prova.

o Dada f e Lin L" e um arbitrario s > 0, escrevamos

f=h+f
onde

jﬂ@:{fwhsevwﬂ>& e fefo

0,  self(z)[<s

Temos entao (pontualmente)
TfI<ITfif+|Tf

e portanto

p(t) = prp(t) < pry, (%) Jrs, (%)

(%) Q[ e+ (22) Qf folrdz.
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Pelo lema imediatamente anterior segue

[irspaz=p [ tua
Q 0

[e9) oo

< p(2T}) f gr-1-a f f]¢ de | dt + p(2T)" f gpoior [ |7 d | d.

0 |fl>s 0 |fl<s
A seguir, escolheremos s como uma fungao de t. Optaremos por t = As para

alguma constante A >0 a ser fixada. Desta forma, temos

(o]

f|Tf|pd9: < p(QTl)qu‘q/sp_l_q f |fl9dx |ds
Q

0 |f[>s

+p(2T2)TAp"’[sp‘1‘T f |fI" dx | ds.
0 |flss
Mas

oo I

fsp_l_q f |f|2dx ds=f|f|qfsp_1_qudx
9 0

0 |f]>s
1
-— [Iirae

S

e, analogamente,

fsp_l‘r f |f" dz ds=f|f|7"fsp‘1_rdsdx
0

|fl<s Q |1

- [ \fpar
T—pﬂ

Donde segue

/ T fPde < [L(QT1 )2AP=0 4 L(zTQ)TAp-T] f |fPdz
P-q r-p 2

Q

para toda constante A > 0. Escolhemos entdo A minimizando a expressao

entre colchetes.
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Notemos que a expressao tende a +oo se A - 0Te também tende a zero se

A - +o0. Derivando tal expressao e igualando a zero obtemos (cheque),
PR _r_
A=2T, 7T,

Substituindo tal A na expressao entre colchete encontramos

D _alp-9) r(p-9) P _a(p-r) r(p-r)
——(21Y)912P7UT, T T, T+ ——(2T%)"2P T, T T,
p—q r—=p

i i )qu_:)T“f_f).
p-q r-p)* 2

Por hipétese temos

1
p g r

E trivial ver que
q(r-p) r(p-q)
+ =1.
p(r-q) p(r-q)

Donde entao segue

1
p P \? rapi-a
|Tf|pS2(]Tq+rp) T fl,.

Assim, como desejado, encontramos

ITfl, < CTETE | £, 0ndeC=2(L+ p )
pP—-q T-Dp

com a constante C' dependendo somente de p, g e r #
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1.8 O Lema de Lax-Milgram e a Alternativa de
Fredholm

Indiquemos o produto interno em um arbitrario espago (real) de Hilbert H
por “(,)”, para diferencid-lo do produto interno usual “-” em R".

Nesta secao os espacgos vetoriais sao reais e assumimos o resultado abaixo.

Teorema da representacao de Riesz (para espagos de Hilbert). Seja H
um espaco de Hilbert real e f : H - R um funcional linear continuo. Entao,

existe um tnico vetor y € H satisfazendo
f(x) =(z,y) para todo x € H.

Ainda mais, temos | f| = |y||.
Prova. Vide Gilbard e Trudinger [10, p. 82]#

Definicao. Seja B: H x H - R uma forma bilinear no espaco de Hilbert H.

o Dizemos que B é continua se existe uma constante ¢ satisfazendo

|B(x,y)| < c|z| |y|l, para quaisquer x € H e y € H.

o Dizemos que B é coerciva (ou eliptica) se existe um m > 0 satisfazendo

B(x,z) > m|z|? para todo z € H.

Um exemplo de forma bilinear continua e coerciva é o proprio produto interno
B(z,y) = (z,y).

Teorema (Lema de Lax-Milgram). Seja B: H x H - R uma forma bilinear
continua e coerciva no espago de Hilbert H. Entao, para todo funcional linear

continuo f € H* (o dual topolégico de H ), existe um tnico y € H satisfazendo

B(z,y) = f(x), para todo x € H.
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Prova.

¢ Fixado y € H, a aplicacdo = — B(x,y) é claramente continua, com norma
majorada por c||y| (mantida a notacao acima). Pelo Teorema da repre-

sentagao de Riesz (espagos de Hilbert), existe um tnico Ty € H tal que
B(z,y) = (z,Ty) para todo x € H, com |Ty| <c|y|.
Logo, T': H — H é limitado (é claro que T é linear).
o Pela coercividade de B segue
mlyl* < B(y,y) = (y. Ty) < [yl [Tyl
Logo, m|y| < [Ty].

Tal desigualdade mostra que 7" é injetora. Ainda, se T'(y, ) é uma sequéncia
de Cauchy entao (y,,) também. Assim, como H é completo, T'(H) é fechado.

Ainda mais, T-': T(H) - H satisfaz m|T-*(z)| < | 2| e é continuo.

o Suponhamos T'(H) # H. Entao, existe um vetor z ortogonal ao fechado
T(H) (vide Teorema da Projecao, Gilbard-Trudinger [10, p. 81]). Isto é,

(z,Tx) =0, para todo z € X.
Substituindo x = z nesta identidade encontramos (z,7z) = B(z,z) = 0.
Pela coercividade de B segue z = 0. Logo,
T:H — H ¢ inversivel com inversa continua.

o Entao, com a notagao no enunciado e aplicando o teorema da representacao

de Riesz, existe um unico w € H satisfazendo

f(z) = {x,w) = B(z,T"'w), para todo z € X.

o O vetor y = T~ w satisfaz o desejados

Corolario. Seja B: H x H - R como no lema acima. Entao, a aplicacao
B:H — H*
y — B(.y)
é linear, continua, sobrejetora e injetora. Ainda, B: H - H* é bicontinua.
[Se preferir, escreva B(y) = B, onde B,(x) = B(x,y).]

Prova. Exercicio. Vide Lista 5 de Exercicios®
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Teorema (Alternativa de Fredholm em espacos reais e normados). Con-
sideremos T : V' — V uma aplicagao linear compacta, com V um espaco vetorial

real e normado. Entao, vale uma das duas alternativas a seguir.
(a) A equagao homogénea x — Tx = 0 tem uma solugao nao trivial z € V.

(b) Para cada y € V' a equagao
r-=Txr=y

tem uma solucdo unica = = z(y) € V. Neste caso, estd bem definido o

operador (I —T)~! e este é continuo.
Prova. Vide Gilbard-Trudinger [10, pp. 75-78|#

Definicoes e Comentarios. Sejam 7' : V — V um operador linear compacto e

I1:V -V o operador identidade.

o Um numero real A\ é um auto-valor de T se existe em V um vetor v # 0

(dito um auto-vetor associado a A) tal que
Tv = \v.

E trivial ver que auto-vetores associados a distintos auto-valores sao linear-

mente independentes (cheque).

o Dado um auto-valor A\, o conjunto dos auto-vetores associados a A é um
sub-espaco vetorial de V' e é chamado auto-espago associado a A ou,
brevemente, A auto-espaco. E claro que tal auto-espaco é o nicleo (ou
kernel) do operador

Sy=A-T.

o A multiplicidade do auto-valor A é a dimensao do A auto-espaco.

o Se um numero real A # 0 nao é um auto-valor, entao pela alternativa de

Fredholm esta bem definido e é linear continuo o operador
Ry=(M-T)":V V.

Tal operador é chamado resolvente.

68



Oswaldo Rio Branco de Oliveira

Definigao. Seja T': H — H um operador linear continuo em um espago (real) de

Hilbert. Entao, o adjunto de T é o operador T* : H - H que satisfaz
(Tz,y) = (x,T"y), para todos z € H e y € H.

A existéncia do adjunto T* é garantida pelo teorema da representacao de Riesz
para espacos de Hilbert (cheque). E trivial ver que T* : H - H é continuo

(cheque).
Vale também o resultado abaixo.

Teorema (Alternativa de Fredholm em espacos reais e de Hilbert).

Sejam H um espagco (real) de Hilbert e um operador linear e compacto
T:H - H.

Vale o que segue.

(a) Existe um conjunto A c R sem pontos de acumulacio, exceto possivelmente

A =0, tal que para cada

A ¢ Au{0}
as equagoes

e-Tr=y

A —Tx =y,

tem uma unica solucao x € H para cada y € H e as aplicagoes inversas
(M-T)1 e (M-T")" sao continuas.
(b) Se XA €A, entao os auto-espagos das aplicagoes
M-T e M-T"
tem dimensao finita e nao nula. Ainda mais,

{ Az —Tx =y é solivel (em z) se e somente se y € Ker(AI - T*)*

Az —T*x =y é soluvel (em x) se e somente se y € Ker(\ —T')*

Prova. Vide Gilbard-Trudinger [10, pp. 84-85|#
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1.9 O Conjunto Lebesgue-L? de uma funcao

Seja Q aberto em R™. Na segao 1.2 (fatos basicos sobre a integral de Lebesgue)
definimos que um ponto x pertence ao Conjunto de Lebesgue de uma funcao

localmente integravel f: () — R se
r—0
_ d
—Fy S -y
D(0,r)
Vimos que a média de f em D(z,r) se aproxima de f(x),ser - 0e x € Ly.
Comentamos entao que o conjunto de Lebesgue é “‘grande” no sentido da

teoria da medida. De fato, tem-se

m(Q2\ Ly) =0.

A seguir, estendemos a no¢ao de conjunto de Lebesgue para funcoes p-integraveis.

A definicao abaixo também é usual para o conjunto de Lebesgue de f.
Defini¢ao. Sejam p € (0,00) e uma funcao f € LP(R"). Um ponto x € R»
pertence ao conjunto Lebesgue-LP de f se

i o f F(y) - f(2)Pdy = 0 q.t.p..

Notagao. O simbolo () \ x indica uma familia decrescente de cubos nao dege-
nerados ()'s centrados em = e que “encolhe” a x. Isto é, para todo € > 0 existe

um cubo na familia com diametro menor que €. Como usual, |Q| = m(Q).
Nesta secao utilizamos o seguinte resultado basico.

Teorema da Diferenciacao de Lebesgue. Dada f : R* - C localmente
integravel, entao

lim 0l [Qf(y)dy = f(z) q.t-p..

A seguir, enunciemos e provamos o teorema desta secao.
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Teorema (O conjunto Lebesgue-Lp). Sejam p € (0,00) e f e LP(R™). Entao,

im o [ ) = f(@)ldy =0 q.t.p.

Prova.
o Sejam a>0eb>0. Sep>1, temos (a+b)P <2P(aP + bP).

Se 0 <p<1, temos (a+b)P < aP+bP [cheque (segue uma dica), com b= Aa >0
reduza a (1+ )P <1+ AP e entdo com
1
g=—2>21 e A=2a1
p
reduza para 1+ 29 < (1+ )7 e verifique p(x) = (1 +x)9— 29 > 1, mostrando

que ¢ é crescente e p(0) = 1].
Em suma, dado um arbitrario 0 < p < oo, existe ¢, > 0 tal que
(a+b)? <c,(a? +1P).
o Sejam {r,} uma enumeracao de Q e Z; o conjunto dos x € R™ tais que

i [ V) P+ -

Como
|f(y) =Ty |p € Lloc(Rn)a

pelo teorema da diferenciagao de Lebesgue segue que |Z;| = 0. Seja ent@o

E ¢bvio que |Z| =

o Para todos cubos @) (vide hipéteses), pontos x e racionais rj; temos
1 c c
o1 ) @ = r@yrdy < 75 [1r@)-rdy « & [ 1) -l dy
al @l J @l J
c
o] @) =y + elf@) -l
Q

Portanto, dado z ¢ Z temos

hmsup|Q|f\f(y) f(z)|Pdy < 2¢,)|f(x)-r;P, paratodo r; e Q.

Nos pontos de Z¢ em que f é finita, e ela o é q.t.p., o limsup acima é 0&
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