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FUNCOES ANALITICAS

9.1 - Introducao

Em uma variavel real, nem toda fungao f : (a,b) — R infinitamente derivével
tem a propriedade: “Para todo ponto xy em (a,b) existe um intervalo aberto
J=(zg-r,zo+7r)c (a,b),r >0, tal que f restrita a J ¢é igual a série de Taylor de
f em torno de x e restrita a J”. Isto é, nem toda funcao em uma variavel real,
a valores reais e infinitamente derivdavel, é uma funcao analitica real.

Entretanto, no capitulo 10 mostraremos que toda func¢ao derivavel num aberto
de C e a valores complexos (ditas holomorfas ou C- derivaveis) é analitica (com-
plexa). Ou seja, como toda série de poténcias é derivavel no interior do seu disco
de convergéncia, veremos que em C sao equivalentes os conceitos de derivabilidade
e analiticidade.

Desta forma, os resultados que mostrarmos neste capitulo para func¢oes analiticas
em um aberto no plano complexo, serao no capitulo 10 também estabelecidos para

fungoes C-derivaveis neste mesmo aberto.
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9.2 - Resultados Basicos

9.1 Definigao. A funcao f: Q2 - C, Q um aberto em C, € analitica em €2 se para

todo zg € Q existe R = R(z9) >0 e constantes ¢, € C ,n €N, tais que

f(z)= +iocn(z -20)", VzeD(z;R)cQ .
n=0

Indicamos por A(2) o conjunto das fungoes analiticas em .

9.2 Proposicao. Toda série de poténcias é analitica no interior do seu disco de

convergéncia.
Prova. Consequéncia ébvia do Teorema 7.28 (Teorema da Translacdo) m

9.3 Proposigao. Sejam f,ge A(2) e Ae C. Pertencem a A(QQ) as funcoes:

(a) f+g (b) Af.
(c) fg (d) %, se f(z) #0 para todo z €.
Prova.

(a) e (b): Consequéncias das propriedades elementares para séries de poténcias.
(c) Segue da Teorema 7.29.

(d) Segue do Teorema 7.32. m

Devido a Proposi¢ao 9.3 (a) e (b) temos que A(£2) é um espago vetorial. Devido
a Proposigao 9.3 (a), (b) e (c), A(£2) é uma élgebra. Ainda mais, como a fungao

f(2) =1,Vz €, é analitica, segue que A(€2) é uma &lgebra com unidade.

9.4 Proposicao (Principio dos Zeros Isolados [PZI] para fungoes analiticas).
Seja f € A(SY), f nao nula e Q) conexo. Entdo, o conjunto dos zeros de [ € isolado

em Q. Ainda, se zg€Q e f(z) =0, evistem ke N, k>1, eqge A(Q), tais que

f(2)=(z-2)*g(2),V2€eQ, e g(2)=#0 .
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Prova. Desenvolvamos f por sua série de Taylor em torno de z5. Do Corolario
7.37 [PZI para séries de poténcias| e Proposicao 9.2 obtemos para z € D(zg; R),

R > 0 e R suficientemente pequeno, a fatoracao f(z) = (2 — 20)*¢(z), pondo

o(z) = Y ay(z-2)P* a, = % para todo p > k e v(z) = a1 # 0.
p>k+1 ’

Encerramos a prova definindo

©(2), se z€ D(20; R),

9(2) =
()

(z-20)k

se zeQN{z} m

9.5 Corolario (Principio de Identidade para fungoes analiticas). Sejam
f egem AQ), Q conexo, tais que {z € Q : f(2) = g(2)} tem um ponto de

acumula¢ao em 2. Entao, [ =g.

Prova. Trivial, pelo Principio dos Zeros Isolados em A()) =

Notagao. Dadas f: X - Y eg: X - Y, pomos f=gse f(x)=g(x),VreX.

9.6 Corolario (A(f2) é uma algebra sem divisores de zero). Sejam f e g

em A(2), com § conexo. Se fg=0 entdo, ou f=0 ou g=0.

Prova. Consideremos D(zy;7), 7 > 0, um disco fechado arbitrario contido em €.
Entdo, ou f ou g ( ou ambas) se anula infinitas vezes em D(zo;7). Suponhamos,
sem perda de generalidade, que f se anule em todos os pontos da sequéncia de
pontos distintos (w,) ¢ D(zy;7r). Como (w,) tem um ponto de acumulacio em

D(z:;7) ¢, pelo PZI em A() concluimos que f é identicamente nula m

9.7 Proposicao. Se ge A(), fe A(Q) e g(21) c Qy entao, foge A(S).

Prova. Dado zy € {21, desenvolvemos f como uma série de poténcias em torno
de g(z0): f(w) = Lbu(w —g(zo))n, se |w— g(z0)| < Ry, para algum R; > 0.
Desenvolvendo entao g em série de poténcias em torno de zy obtemos g(z) =
> a,(z2—20)" se |z— 2| < Ry, para algum Ry > 0. Como ag = g(29), existe r tal que
0<r<Ryelg(z)-g(z0)| < Ry se |z—z| <r. Entao, pelo Teorema 7.31 f(g(z))

desenvolve-se como uma série de poténcias em torno de z, m
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9.3 - Principios do Médulo Maximo e do Médulo Minimo

9.8 Teorema. Seja f € A(QQ), f nao constante e ) conexo. Entao,
(a) (Principio do Médulo Maximo em A(Q)) |f| ndo tem mdzimo local.

(b) (Principio do Médulo Minimo em A(Q)) |f| nao tem minimo local, a

nao ser que [ se anule.

Prova. Pelo Teorema da Trnslac¢ao (7.28) podemos supor sem perda de genera-

lidade zp = 0 um ponto de méximo/minimo local de |f|. A expressao

Lf ()P =1 (0)

tem sinal constante [> 0 ou < 0] para z € D(0;¢€), para algum € > 0 fixo.

Pela Proposicao 9.4 existe um natural £ >1e @€ A(D(O; e)) tal que

f(2) = f(0) +250(2), »(0) #0.
Escrevendo z =re??, 0 <r <€, 6 € R, e combinando as expressoes acima obtemos,
Fre™) = [F0) = 2" Re | FO)e™ip(re®) | + r2¥p(re”)?,
de sinal constante e que se mantém ao dividirmos o 2° membro por ¥, 0 <r < e:
QRe[WeM@(Tew)] + 7F|p(re?)? .
Fixado 6, por continuidade o limite da expressao acima para r — 0* é a expressao

2Re [W@(O)em ] ,

que conserva o sinal de sua predecessora, qualquer que seja . Porém, é elementar

que isto s6 é possivel se f(0)p(0) = 0 [basta escolher valores 6 tais que e**? valha
+1, =1, +i e —i]. Portanto, como ¢(0) # 0, concluimos que f(0) = 0.

Se 0 é ponto de méaximo local entao |f(z)| <0, se z € D(0;¢), e f é nula em
D(0;€) e, assim, em €, contra a hip6tese. Logo, |f| ndo admite méximo local.

Se 0 é um ponto de minimo local, provamos que f(0) =0 como desejado =
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9.9 Definicao. Dada f : Q) - R, com Q um aberto de R? e f diferencidvel, um
ponto Py € Q é um ponto de sela de f se Py é um ponto critico de f, isto é, as
derivadas parciais f,(FPy) e f,(Fo) sdo nulas e, ainda, Py nao € ponto de mdzimo

local de f nem ponto de minimo local de f.

9.10 Corolario. Mantendo as hipdteses acima, um ponto zy € €2 € ponto de sela

da func¢ao a valores reais |f|: 2 - R se e somente se f'(29) =0 e f(z0) # 0.

Prova. Suponhamos zy = 0 e utilizemos a notacao do Teorema acima.

= E 6bvio que f (0) # 0. Consideremos 1 analitica na origem tal que

f(2) = £(0) +29(2), (0) = £'(0) .

Na origem |f| é diferencidvel e tem gradiente nulo e assim para 6 arbitrério

em R e tomando o limite para » - 0 obtemos,

|f(7"€i9)| - [£(0)] _ 1 Iy 0\ i 02
0« Ol {QRe[f(O)w(reg)ee] + (e } .

[re”| e+

Por outro lado, fixo 0, se - 0 temos f(re??) - 0 e, ainda, ¥ (re?) - f7(0)

e entao substituindo tais limites no limite que os precede encontramos

2Re[f(0)f'(0)e”] =0 .
Por fim, como 6 ¢ arbitrario obtemos f(0)f’(0) =0 e portanto f/(0) = 0.

< Devido as hipoteses, existe uma fungao ¢ analitica na origem satisfazendo

f(2) = f(0) + zFp(2), com k >2 e p(0) # 0. Entao, para z # 0 segue,

SOI=FO) P -IfO0)2 2Re[ [(0)p(2)2F] + [p(2)?[2f*
2] 2P+ 0)]) 2L CLF G+ 1 (0)]) '

Logo, se z = 0 temos

|f(2)| - |f(0)| _ 1 {QRG[WQO(Z)Zkli] 4 |g0(2)|2|2|2k1} 0.

2] )+ 1F(0)] 2]
Portanto, na origem |f| é diferenciavel e possui derivadas parciais nulas.

Ainda mais, fixado um angulo 6 o sinal de |f(re®?)|? —|f(0)]? é igual ao da
expressao 2Re [ f(O)cp(Tew)eik@] + 1%p(rei?)|? sendo que este é, para valores
pequenos de r > 0, igual ao de 2Re[ f(0)(0)e*? ] e, como f(0)p(0) # 0,

tal sinal de fato muda segundo 6. Logo, a origem é um ponto de sela. m
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9.11 Definigcao. Dado X c C e f: X - C, f é analitica em X se existe um

aberto contendo X no qual f € analitica.
9.12 [Proposi¢ao Anti-Célculo (Erdos)] Seja f: D(0; R) — C ndo constante
e analitica e a, com |a| = R, um ponto de mdzimo ou de minimo de |f|.

(a) Se |a| € ponto de mdzimo entdo f'(a) # 0.
(b) Se a é ponto de minimo entio f(a) =0 ou f'(a) # 0.

Prova. Suponhamos f’(«) = 0. Pela série de Taylor de f em torno de « e por «
ser ponto de maximo ou de minimo de |f| em D(0; R) e f ndo constante, existem
pe A(D(ZO;T)), com r > ( e suficientemente pequeno, e k > 2 tais que

f(z) = (@) +(z-a)fp(z), @(a)#0, sezeD(ar),
(9.12.1)

If(2)]?-|f(a)]*  tem um unico sinal se z € D(a;7) n D(0; R) .

Figura 9.1: Proposicao Anti-Célculo

Substituindo na expressao em (9.12.1) a equagao em (9.12.1) para z = a+ee??,

com 0<e<refemR tais que z € D(0; R) obtemos a expressao de sinal tinico
(9.12.2) 2¢FRe [ fla)e*p(a+ ee®?) ] + e |p(a+ee?)? .

Notemos (v. figura) que 6 varia em um intervalo (g ,60p+7). Dado um tal 0 existe
re >0 tal que 2 = a+ee® € D(0; R) se € € [0,79). Fixemos um tal §. Tomando o

limite para € - 0* de (9.12.2) dividida por €* obtemos a expressao de sinal tinico
2Re [mgp(a)eiko] , 0 em (0y,00+m) .
Sendo k > 2, isto s6 é possivel se f(a)p(a) =0, o que implica f(a) = 0.
(a) Se « é ponto de méximo temos f nula, contra a hipétese. Logo, f'(«) # 0.

(b) Se v é minimo provamos f(«) =0, como desejavamos ®
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Comentario. Mostremos que a Proposigao Anti-Célculo, provada independen-
temente do Principio do Mdédulo Maximo, implica este. Consideremos f nao
constante e definida em D(0;r), r > 0. Suponhamos que |f| assume um maximo
em 29, 20| < 7. Entdo segue f((E(O;r)) c E(O; |f(zo|), sendo que para curvas
~ diferencidveis por zp, temos que f o~ é uma curva diferencidvel por f(z) e
contida em D(0;|f(20]) e, sendo assim, seu vetor tangente é ortogonal a f(z)
(identificando f(zp) como um vetor). Como f é uma aplicagao conforme, isto im-
plica f'(z) = 0. Porém, z, é também ponto de méximo de |f| restrita a D(0;|z|)
e entdo, pela Proposicao Anti-Célculo obtemos f’(zy) # 0. Portanto, a funcao |f|

nao assume maximo em D(0;7).

9.4 - Teoremas de Liouville

Comentarios.

(1) Como todo polinémio P = P(z), de grau maior ou igual a 1, é tal que
)
|P(2)| = +00 se |z| = +o00, é razodvel esperar que uma série de poténcias

que nao é uma funcao constante, também nao seja uma fungao limitada.

(2) Segundo a definicdo dada por Weierstrass, uma fungao inteira é dada por
uma série de poténcias convergente em todo o plano complexo. Atualmente,

dizemos que uma funcao inteira ¢ uma funcao holomorfa em C.

(3) Com o Teorema de Read e Hurwitz mostraremos que para uma fungao
analitica em C, sua série de Taylor na origem converge em todo o plano.
Assim sendo, apresentamos a seguir uma prova intuitiva do Teorema de

Liouville para séries de poténcias convergentes em C.

9.13 Teorema (Liouville). Seja f(z) =Y a,z2", z € C, limitada. Entdo, f = ay.

Prova. E limitada a funcao |f(2)—ao| = |2|| a1 +asz+asz2+...|. Donde, se |z| > +oo,
©(2) = a1 +asz+azz?+... tende a zero e || tem maximo global. Pelo Principio do

Médulo Maximo para analiticas, ¢ é constante. Logo, ¢ é nula e f é constante m
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A seguir provamos o Teorema de Liouville para uma funcao analitica em C.

9.14 Teorema de Liouville em A(C). Seja f analitica e limitada em C.

Entao, f é constante.

Prova. Pelo Principio dos Zeros Isolados (Proposicao 9.4) é facil perceber que

podemos escrever f(z)—f(0) = z¢(2), Vz € C, com ¢ € A(C). Desta forma temos,

F(2) = F(0)+20(2), ¥zeC .
Dado M >0 tal que |f(z)| < M, Vz € C, obtemos
[2lle(2)] < M+ |f(0)[,VzeC,

donde, dividindo por |z| # 0, segue lim |[¢(2)| = 0. Assim, |¢| tem maximo global

e pelo Teorema 9.8 ¢ é constante, com lim |p(z)| =0. Logo, ¢ =0e f= f(0) m

Comentario. A maior parte dos textos didaticos sobre funcées em uma
variavel complexa prova o TFA a partir do Teorema de Liouville (para fungoes
holomorfas). Como ja provamos o TFA no Capitulo 4, sugerimos ao leitor deduzi-

lo a partir do Teorema de Liouville para fungoes analiticas (vide exercicios).

9.15 [Teorema de Liouville Estendido em A(C)] Seja f(2) = ¥ a,z" uma

série de poténcias convergente em C e admitindo ke N, A>0 e B >0 tais que
|f(2)] < A+BJzF, VzeC.
Entao, f € um polinomio de grau menor ou igual a k.

Prova. Pela desigualdade triangular temos,

k+1

|akar 2 o = ag e+ ar2®| < |(ag+-+ap2®) + (apa 2" +)| = [f(2)], V2 € C.

E fécil ver que existem A; > 0 e By > 0 tais que |ag+--+a,2F| < A+ By|z|F, Vz € C,

e por tais desigualdades e a hipotese segue que existem A, > 0 e By > 0 tais que
|Z|k+1 |1 + Qpeoz + | < Ag+ BQ|Z|I€7 vz eC.

Portanto segue,

A+ Bzt

0< lim |ags + a2z +-) < lim B =0

|z|—>+00 |2|>+o00
e ©(2) = agy1 + Agoz + -,z € C, é limitada e pelo Teorema de Liouville ¢ é
constante, com lim ¢(z) =0. Logo, ¢ =0 e f é um polindémio, grau(f) <k m

‘z‘%+oo
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9.5 - Teorema da Aplicagcao Aberta

9.16 Definicao. Uma funcao f: € — C, Q aberto, é aberta se para todo aberto

O contido em Q, o conjunto f(O), a imagem de O por f, é um aberto em C.

9.17 Teorema da Aplicacdo Aberta em A(Q). Seja f € A(Q), com f nao

constante e €} conexo. Entao, f € uma aplicagao aberta.

Prova (Carathéodory). Seja O um aberto nao vazio em 2 e w € O. Mostremos
que existe um disco aberto D(f(w);r), r >0, contido em f(O).

Pela PZI em A(£2), w é zero isolado da funcao nao constante g(z) = f(2)-f(w)
e existe € >0 tal que f(z2) - f(w) #0 se z e 0D(w;e). Portanto,

flw) ¢ f(aD(w;e)) )
Consideremos,

2r= min |f(2)- f(w)|,

zedD(w;e)
um ponto arbitrario § em D(f(w);r),
a funcao f(z)-f, z€Q.

f(0D(w;e))

Q

Figura 9.2: ITlustragao ao Teorema da Aplicagao Aberta

Para o centro w de D(wj;e) temos |f(w) - f] < r. Porém, para z € 0D (wj;e),
£ (2) = B2 1f (2) = f(w)| = [f (w) = B] > 2r =7 =7

Logo, o ponto de minimo da funcdo |f(z) — 3| em D(w;e) pertence ao aberto
D(wj;e) e como f(z) - ndo é uma fungao constante, pelo Principio do Médulo

Minimo em A(2) existe zg € D(w;e) tal que f(z9)—F =0 e portanto f(zo) =5 =
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9.6 - Desigualdade de Gutzmer-Parseval e Desigualdades de Cauchy.

9.18 Teorema (Desigualdade de Gutzmer-Parseval para séries de poténcias).
Seja f(2) =Y a,z" uma série de poténcias convergente em Dg(0), R > 0. Dado

r tal que 0 <r < R, vale a desigualdade
YlauPri < M) M(r) =max] ()]

Prova. Seja z arbitrério, |z| = r. Pela desigualdade triangular temos,

N +00 + 00
‘Zanz” < M(r)+| Y a2l < M(r) + ) |an)r™, VNeN.
n=0 n=N+1 n=N+1

Assim, aplicando a Desigualdade 4.6 (de Gutzmer-Parseval para Polinémios),

N +00 2
> an)?r®™ < lM(T) + > |an|r”:| , VNeN.
n=0 n=N+1

+ 00
Notando que lim Y |a,|r™ =0 e entao computando o limite para N - +oco em

—+00

S
ambos os lados da desigualdade acima, concluimos a demonstracao m

9.19 Corolario. Com as hipdteses acima, se sup |f|<M e 0<r< R temos
D(0;R)

M
max |f'] < )
B(O;T)|f| 7o,

Prova. A série de Taylor de f em torno de z, arbitrario em D(0;7) é
(n)
f(z) = Zf—(ZO)(z—zo)", selz—zf<R-r.
n!
Donde, pela desigualdade de Gutzmer-Parseval, Teorema 9.18, segue
If'(z0)||z— 20| <M, se |z—2| <R-71.
Para |z—z| arbitrariamente préximo de R-r, no limite temos | f'(zo)|[(R-r) < M =
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9.7 - Teoremas de Liouville Revisitados

Com a Desigualdade de Gutzmer-Parseval obtemos novas e triviais provas do
Teorema de Liouville e também do Teorema de Liouville Estendido, ambos os

resultados considerados para funcoes inteiras no sentido de Weierstrass.

9.20 Teorema de Liouville em A(C). Seja f(2) = Y a,z" uma série de

poténcias convergente em C e limitada no plano C. Entdo, f € constante.

Prova.
Y a2z < M, Vz € C. Pela Desigualdade de Gutzmer-
n=0

Parseval para séries de poténcias temos,

Seja M tal que

oo
Y an)|z[? < M? ¥z eC .
n=0

Entéao, é claro que a,, =0, Vn > 1 e assim, f(z) =ag,V2eC m

9.21 Teorema de Liouville Estendido em A(C). Seja f(z) = ¥ a,2™ uma

série de poténcias convergente em C e admitindo ke N, A>0 e B >0 tais que
|f(2)| <A+ B|z|f, VzeC .
Entao, f € um polinomio de grau menor ou igual a k.

Prova. Vide Exercicios. m
9.8 - Teorema da Série Dupla de Weierstrass

9.22 Teorema da Série Dupla de Weierstrass (1841). Seja ¥ f.(2) uma
v>0

série de fungoes com f,(z) = ¥ a,(v)z", v € N, uma série de poténcias com
coeficientes a,(v) em C e congzggente em D(0;R), R > 0. Suponhamos que a
série Y f, converge uniformemente em D(0;p), se 0 < p < R, & funcdo F(2)
definida em D(0; R). Entao, para todo z € D(0; R) e para todo k € N temos, com

convergéncia uniforme sobre todo disco fechado D(0;p), 0< p< R,

F(z) = +2::22(171(V)Z” e F®(z)= zfy(’“)(z) .
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Prova. Fixemos r, p <r < R. Por hip6tese, dado € > 0 existe 1 > 0 tal que
|fos1(2) + .o+ fuoap(2)| <€, V2w, VpeN, V |z <r .

Pelo Teorema 9.18 e com as condicoes acima para v, p e z segue
+00

Ylan(v +1) + ..+ an(v+p)P |2 < €,
n=0

e desta forma, para z € D(0;p), v > 1 e p e n arbitrarios em N, temos,

apn(v+1)+...+a,(v+p)||z]" =V |a.(v+ 1)+ ...+ a,(v + p)|? |r|*>" ESE Py
T T

Entao, pelo Critério de Cauchy para séries numéricas, para todo n € N a série

+00 _

¥ an(v) é convergente e para v > 1y e z € D(0; p) temos, computando o limite na
v=0

desigualdade acima para p - +oo0 e a seguir o somatorio para n de 0 a +oo,

+o00 +oo

33 an(v) - ioanm)uzwg -

n=0 v=0

3

r—p

_ +00 _ 400 v
Logo, para z € D(0; p) obtemos ‘ > [ >oa,(v)-Y an(u)]zn‘ <L e
n=0 " v=0 ©=0

+00 +00

Y er
a,(v)z" = Y f.(2)| < :
Tomando p arbitrariamente préximo de R segue,
+o00 +00 +o00
F(z)=) f(2) =) Y a,(v)z", sezeD(0;R),
n=0v=0

com a convergéncia uniforme em D(0;p), se 0 < p < R.
Finalmente, se s, = f; + ... + f,, v € N, indica as somas parciais de ). f,, a
sequéncia (s, — F') converge uniformemente a zero em D(0;p), se 0 < p < R, e

pelo Corolério 9.19 a sequéncia (s], — F’) também. Por indugao em k segue

> fy(k)(z) = F®)(2), para arbitrarios k€ N e ze D(0; R),

v>0

com convergéncia uniforme nos discos fechados D(0;p), 0<p< R m
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9.9 - O Teorema de Hurwitz, Read e Connell-Porcelli:

A Expansao em uma Série de Taylor de uma fungao analitica em D(0;1).

Se uma funcao é analitica em um disco, nao é imediato que ela é dada pela
sua série de poténcias em torno do centro do disco. Entretanto, tal importante

resultado foi provado por A. Hurwitz [38], veja também A.H. Read [57].

9.23 Teorema. Dada f € A(D(O; R)), R>0,7reRe0<r<R, eneN temos,
OO M)
<

0

Figura 9.3: Desigualdades de Cauchy

(Desigualdades de Cauchy) ) M(r) = r‘n‘e_xx|f(z)| :

Prova. Podemos supor f(™(0) # 0. Seja g analitica em D(0; R) dada por

2n—1

9(z)= > (D f(f),  w=emm
k=0
Temos,

4(0) = 1(0) 2:;‘01(—1% -0,

1+

2n-1 .
1 99(0) = T (~1)RID(0) = [O0) 5257 =0, sel<j<n

2n-1
g™M(0)= X (-1)fwrtf(0) = 2nf(0) -
Pelo Principio dos Zeros Isolados existe ¢ € A(D(O; R)) tal que
f(0)

n!

9(z) =2"p(2),  ©(0) =2n
e pelo Principio do Moédulo Méximo concluimos

(n) 2nM
QnM < max |¢(2)| = max l9(=)] <= )
n! |z|=r |z|=r ™ rr

22



O teorema abaixo consta em Read (1961) [57], é apresentado em Whyburn
(1964) [73], e em Hurwitz (1964) [38].

9.24 Teorema (Read-Hurwitz). Se f EA(D(O;R)) entao,

f(z)= Zf(n ©) 2", para todo z € D(0; R) .

Prova. Fixando r, 0<r < R, e pondo a,, = ).(O), pelo Teorema 9.23 temos
lan|r™ < M(r), VneN.

Se p é o raio de convergéncia de Y a, 2", pela Férmula de Hadamard segue

\/ M(r
p! =limsup {/|a,| < limsup VM) =rt
r

o que implica p > r, para todo 0 <r < R e portanto p>R =

9.10 - Teorema da Funcao Inversa

9.25 Definigao. Seja f:U -V com U eV abertos.

e f € um isomorfismo analitico se f € analitica, bijetora e, ainda, com inversa

f1:V = U também analitica.

e f ¢ um isomorfismo analitico local em um ponto zy se existirem um aberto
Uy contendo zy e um aberto Vi contendo f(zo) tal que fly, : Uy = Vo € um

isomorfismo analitico.
9.26 Proposigao. Seja fe A(Q) e zg € Q tal f'(z) +0. Eziste R >0 tal que
(a) f € injetora em D(zp; R) contido em Q.
(b) f(D(zO;R)) =V € um aberto contendo f(zp).
(¢) ¢ = flpeosr) : D(20; R) =V € inversivel e sua inversa € continua.

(d) ¢=' € derivdvel (holomorfa).
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Prova.

Através da aplicacao z — f(z + 29) — f(20) supomos f(z)=0e 2z =0.

(a) Seja R> 0 tal que |f'({)] > \f’§_0)|’ para todo ¢ € D(0;2R), e a série de Taylor
de f na origem converge em D(0;2R). Dados z e w em D(0; R) temos

f(2) = f(w) =a1(z-w) +as(2* —w?) + -+ a, (2" —w") + -,

e, supondo z # w,

_ +00 n-1
f(z) f(w) _ fI(O) + Z a, Z Zn—l—kwk.
f-w n=2 k=0
Claramente temos
+00 n—-1 +00o
‘ Yoa, Y, z”_l‘kwk‘ <> lannR
n=2 k=0 n=2

sendo que a série f'(2) = ¥,,51 na, 2" ! converge em D(0;2R) e ¥,,50 na, 2"

se anula em z = 0. Assim, podemos supor R pequeno o suficiente tal que

Y nja,| R < M

n>2 2

Desta forma, para arbitrarios z e w em D(0; R), com z # w, obtemos

‘f(Z)—f('w)| , O]
z 2

—w

>0 e portanto f(2) # f(w).

(b) Segue do Teorema da Aplicacdo Aberta, notando que D(0; R) é conexo.

(c) Como ¢ é bijetora e aberta, se O é aberto (cp*1)71(0) = p(0) também.

Logo, ¢! é continua.

o ()= (wo) ) = 2 o) =
P trocamos o~ H(w) = z, ¢ (wp) = 2o,

w=f(z) ewy=f(z). Como ! é continua segue que z — zg se w —> wy €

(d) Nos quocientes de Newton

Y w) = T @) e (wo) 2= ]
(¢7") (wo) Jm w - wy L f(z) = f(=0)  f'(20) -
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9.27 Teorema (Representagao Local). Seja f analitica em um ponto z,
+00
f(z)=ao+ > an(z=2)", m>1 fizo e an 0 .
Entao, existe ¢ analitica bijetora na origem com inversa derivavel tal que
f(z)=ap+p(z—20)" .

Prova.

Escrevamos f(z) —ag = am(2 = 20)™ + ame1(2 = 20)™ ! + -+ na forma

f(2)—ap=an(z-20)"[1+g(z-20)], ¢(0)=0.

Seja a € C uma raiz m-ésima de a,, (a™ = a,,). Ainda, utilizando a série binomial
complexa (Vide Exercicio) e o Teorema 7.31 (Composigao) consideremos a série

de poténcias convergente G(z) satisfazendo, se |z| é suficientemente pequeno,
1
(1 +9(2))" =1+G(z), G(0)=0,

e portanto 1+ g(z) = (1 + G(z))m Temos entao,
f(z)—ag=a™(z-20)"(1+G(z - zo))m = [a(z - 20)(1+G(z - zo))]m
donde segue

f(z)=ap+p(z—20)", p(w)-= aw(l + G(w)).

Por fim, o primeiro coeficiente da série de Taylor para ¢ na origem € a # 0 e entao

pela Proposicao 9.26 a aplicacao ¢ tem as propriedades desejadas m

9.28 Definigao. Dada uma série de poténcias Y, a,z" nao nula, o menor natural

m tal que a,, #(0 € a ordem de f.
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9.11 - Lema de Schwarz

9.29 Lema de Schwarz. Seja [ analitica em D(0;1) e satisfazendo

If(2)|<1, VzeD(0;1), and f(0)=0.
Entao temos,

1 £900)
M

n

<1 (e lfO<1) e |f)<]l, V2 e D(0:1).

‘2

Ainda, temos |%| =1, para algum n > 1, se e sd se existe w € ST tal que
f(2)=wz", Y2e D(0;1) .

Ainda mais, temos |f(z)| =|z|, para algum z #0, se e sd se existe w € S tal que

f(z2)=wz, Yze D(0;1) .

Prova.

Como f(0) = 0, pelo Teorema 9.24 (de Read, Connell-Porcelli e Hurwitz)
podemos escrever f(z) = Y% a,2", com |z| < 1 e a, = f(”)(O)/n!, para todo
n > 1. Entao, como |f(z)| < 1, Yz € D(0;1), pela Desigualdade de Gutzmer-
Parseval para séries de poténcias segue

oo
Y lanfr** <1, Vrin [0,1),
n=1

e computando o limite de tal desigualdade para » — 1~ obtemos

+00
Yolaaf<1.
n=1

Assim, se |a,| = 1 para um particular n > 1, obtemos f(z) = a,2", Vz € D(0;1).

Agora, consideremos ( arbitrdrio na circunferéncia {z : |z| = r}, onde r
7 +o00 — — +00 —
é fixo e 0 < r < 1. Claramente temos |Y, 3 a,(" 1t = r7Y ¥, 5 a, (" < rl.
Entao, aplicando o Principio do Modulo Méximo para fungoes analiticas obtemos
| Y5 a,27 Y < 1/r, ¥z € D(0;7). Consequentemente, como 0 < r < 1 é arbitrario,

encontramos a desigualdade

+00
Y anz"| <1, V2 e D(0;1) .
n=1
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Desta forma, obtemos |f(2)| = |z X1 a,2" | < |2| para todo z € D(0;1).
Se | Y05 anC™| = [C], para algum 0 < [¢| < 1, temos | ¥, 5 a,(" ! = 1. No
pardgrafo acima provamos | Y% a,2"" 1 <1, Vz em D(0;1). Portanto, aplicando

o Principio do Médulo Méaximo concluimos
+00
Z a,z" ' =ay € S", para todo z € D(0;1) .
n=1

Assim temos f(2) = ¥r% a,2™ = a1z, para todo z € D(0;1) m
9.12 - Convergéncia no Espaco das Funcoes Analiticas

Para estendermos as desigualdades de Cauchy, introduzimos algumas de-
finigdes. Abaixo, X é um subconjunto nao vazio arbitrario do plano complexo,

K e L indicam compactos nao vazios em C enquanto V indica um aberto em C.

9.30 Definigao. Dado K um compacto em X e f: X — C continua, pomos
|[flx = sup|f(2)] = max|f(z)] .
zeK z€

O numero |f|x é chamado de norma (do sup) de f sobre K.

Dada uma sequéncia (f,) em C(X;C), K um compacto em X e f e C(X;C),

é claro que (f,) converge uniformemente a f sobre K se e sé se lim |f,— f|x = 0.
n—+oo

9.31 Definigao. Uma sequéncia, ou série, de fungoes definidas em X e a valores
compleros converge compactamente em X se converge uniformemente sobre cada

subconjunto compacto de X.

9.32 Definicao. Dado X c C, L € uma vizinhanca compacta de X se
e [ € compacto.

o Fxiste um aberto V tal que X cV c L.
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oL

Figura 9.4: ITlustracao a Proposicao 9.33

9.33 Estimativas de Cauchy para as derivadas sobre compactos. Seja €2
um aberto, K um compacto contido em e L uma vizinhan¢a compacta de K
contida em 2. Dado n e N existe M, >0 (M, dependendo de 2, K e L) tal que

[f Ok < Molflo. VfeA(9).

Prova. Como todo ponto em K é o centro de um disco aberto contido em L,
temos 2R = d(K;0L) > 0. Assim, para todo z, € K ocorre D(z; R) c L.
Pelas Desigualdades de Cauchy (Teorema 9.23) segue

FO ()| )
n! R ’

e consequentemente obtemos, para todo 2y € K,

|
PG| < o lfl

Como consequéncia do Teorema para séries duplas enunciamos,

9.34 Corolario. Seja (f,) uma sequéncia em A(QL)NC(Q), Q limitado e conexo,

tal que a sequéncia (fnl,,) converge uniformemente sobre 0S). Entao,

(a) Para todo k € N, (fék)) converge compactamente em €.
(b) Se f=lim f, entao, f e A(Q).

(c) (fy(Lk)) converge compactamente a f*), sobre Q, para todo natural k.
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Prova.

(a)

Dado um disco fechado (compacto) D(zp;7) em €, seja L uma vizinhanca,
compacta deste disco contida em 2. Pelas Estimativas de Cauchy (9.33) e

pelo Principio do Médulo Maximo temos, para cada k € N,

5 = 1 Dy < Milfn = fali € Milfrn = falo, Vm,neN.

Logo, para cada natural k a sequéncia ( fék))neN converge uniformemente

sobre o disco D(z;7) e portanto ( fék)) converge compactamente em §.

Seja D(zp; R) c 2, R> 0. Pelo Teorema 9.24 (Hurwitz), em D(z; R) cada

fn é dada por sua série de Taylor em zy. A n-ésima soma parcial da série

fi+ ii(fm 5.

és,=fi+t(fo—f1)+..+(fns1—Jfn) = [ns1 €, devido as hipdteses, a sequéncia
(sn) e portanto a série f1+Y.+% (fni1—fn) convergem uniformemente a f so-
bre D(zo; R). Pelo Teorema 9.22 (Weierstrass) segue que f € A(D(z; R)) e
f,S’“) — f®) compactamente sobre D(zo; R), Yk € N. Por fim, como D(zg; R)
é arbitrario, por um simples argumento sobre compacidade segue que ( f,(lk))

converge compactamente a f() sobre (), para todo natural k¥ m

9.12 - Teorema de Montel

Em analise um principio importante é que toda sequéncia limitada contém

uma subsequéncia convergente e portanto toda sequéncia em um subconjunto

compacto K do plano tem subsequéncia convergente a um ponto em K. O Teo-

rema de Montel estende este principio para certos conjuntos de fungoes.

9.35 Notagao. No que seque indicamos C(Q) ={f:Q ->K: f € continua}.

9.36 Definicao. Uma familia F de fungoes em C(€2) é normall (ou, relativa-

mente compacta) se toda sequéncia em F contém uma subsequéncia convergindo

compactamente a alguma funcdo f [claramente, f e C(Q2)].

LConceito introduzido por P. Montel em 1912.
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Na definicao acima nao exigimos que o limite da subsequéncia pertenca a F.
9.37 Definicao. Uma familia F contida em C(2) é

e localmente limitada se para todo zy € ) existe um disco aberto D(zp; R) e
um M >0 tal que |f(2)| < M, para toda f € F e para todo z € D(zo; R) .

e equicontinua sobre X c Q) se para todo € >0 existe algum 6 >0 tal que

If(z) - f(w)|<e, ¥V feF, eVz eVw, ambos em X tais que |z —w|<J .

E trivial verificar que se F c C(Q) é localmente limitada e K é um compacto em
Q2 entao existe M > 0 tal que |f(z)| < M, para toda f € F e para todo z € K.

Dizemos entao que F ¢é uniformemente limitada sobre os compactos de 2.

9.38 Lema. Seja C={D(an;mm):a, € QxQ er,eQ,r,>0,comn em €N}.
Entao, todo aberto em R? € reunido (enumerdvel) de conjuntos na cole¢ao C. Isto

¢, C € uma base (enumerdvel) de abertos de R2.

Prova. Seja © um aberto arbitrério em R? e um disco aberto D(z;2r) c €, com
r racional e r > 0. E claro que existe w € D(z;7) n (Q x Q) e é facil ver que
z € D(w;r) c D(z;2r) c Q. Logo, temos D(w;r) € C. Desta forma, existem uma

sequéncia (a,, ) € QxQ e uma sequéncia (r,,, ) ¢ Q* taisque Q= U D(an,;7m,) ®
keN

9.39 Teorema de Montel. Seja F uma familia em A(QY) localmente limitada.

Entao,
(a) F € equicontinua sobre cada subconjunto compacto de ).

(b) F € normal (ou, relativamente compacta,).

Prova.

(a) Seja K compacto em Q e 4r = d(K;090) > 0. Como F é localmente limitada,
F é também limitada sobre o compacto K(3r) = {z : d(z; K) < 3r} c Q.
Seja M >0 tal que |f(2)| < M para toda f € F e para todo z em K(3r).
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Dados zy e 29+ h em K, com |h| < r, a série de Taylor de uma fungao f € F
em torno do ponto zg, f(2) =¥ a,(z - 20)", converge no disco D(zg;4r) e
[f(z0+h) = f(z0)l = |2 anh™ < |h] Y] lanl[R["™" < |B| Y nlag|IA[*™" .

n>1
Como f'(zg+h) = ¥ na,h* 1, pela desigualdade de Cauchy e por 6.17 temos

M M
nlay|(2r)"" < _max |f'] < -~ ., VYneN.
D(z0;2r) 3r—2r T

h
Desta forma segue, observando que —‘2 | < 1.
r 2

FGorh)-1 o)l < b Salanl@ry (51) <l 2 £ By <2

Seja {f,},eny uma sequéncia arbitraria em F. Dado a arbitrario em € con-
sideremos um raio 7 = 7(a) > 0 e uma constante M > 0 tais que D(a;r) c
e

If, ()| < M, VveN, YzeD(a;r) .

(n)
Indicando ¢,[f,] = f”T!(a), pela desigualdade de Cauchy temos

M
lenlfu]l < g VveNeVneN.

A seguir, aplicamos duas vezes o método da diagonalizacao de Cantor.

Como a sequeéncia (co[ f,])ven € limitada, existe uma subsequéncia { f11, fi2, fi3, -+

de F tal que a sequéncia numérica (CO[ flk]) Loy COnverge a Cy se k - +o0.

Por indugao temos uma subsequéncia { fo11.1, for1.2: foer.3s -y de {for, s for, -}

tal que a sequéncia numérica (cy[ foi k]) Ly COLVETgE C,se k- +oo.

fi1 fiz fis .- Co[f1k;] - CyeC
for faz faz .. Cl[f2k] - CeC
fa1 fs2 f33 .. 02[f3k] - CyeC

Seja g, = fun & n-ésima funcao selecionada na n-ésima etapa de construcao.
E claro que {g,,} é uma subsequéncia de F e para todo N e N e z € D(a;7/2)
temos
2M
() =@ < 3 lenlon) —enlallz=al™ + 32 —lz—al™

n<N n>N
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Seja € > 0. A segunda parcela no segundo membro da desigualdade ime-
diatamente acima é majorada por Y. n 2M(%) = QN% <€/2 se N > Ny,
com NNy grande o suficiente. Fixando N = Ny o somatério finito no segundo

membro da citada desigualdade ¢ majorado por

.
> lenge) = calanl (5)" <€/2, se k,1> ko,

n<No

com kg grande o suficiente, pois ¢,[gr] = 0 se k - +oo0, para todo n. As-
sim, a sequéncia de funcoes (g,) = (fnn) converge uniformemente no disco

compacto D(a;r/2).

Pelo Lema 9.38 existe uma sequéncia (a,) de pontos em €2 tal que

Q = UD(a,,;%’), r,=r(a,).

veN

Entao, escolhemos uma subsequéncia (gi,)nen de (gn) que converge em
D(ay;r1/2). Desta forma determinamos por inducio uma subsequéncia

(Gvn)nen de (gu-1.n)nen que converge em D(ay;r,/2) [vide diagrama abaixo.

g11 12 ¢13 - (g1x) converge emﬁ(al;rl/Q)
921 822 g2z - (g2r) converge em D(ag;r/2)

931 932 83z ... (gs3r) converge em ﬁ(ag;rg/Q)

E claro que a sequéncia de fungoes h,, = gnn, n € N, converge uniformemente

sobre cada um dos discos D(a,;7,/2).

Por fim, se K é compacto existe p € N tal que
K c D(ay;r1/2) u...u D(ay;r,/2)
e (h,) converge uniformemente em

D(ar;r1/2)u...uD(aym,/2) K =
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9.40 Critério (de Montel). Seja {f,},en € A(Q) uma sequéncia localmente
limitada em Q). Se toda subsequéncia de {f,} que converge compactamente em €0,

converge para f € A(Q) entdo {f,} converge compactamente a f em €.

Prova.

Por contradigao. Suponhamos existir K compacto em (2 tal que
|fn=flxk»0, sen— +oo .
Entao, existe € > 0 e uma subsequéncia (f,;) de (f,) tal que
|fn; = flx > €, para todo jeN .

Como (f,;) ¢ também localmente limitada, pelo Teorema de Montel existe uma
subsequeéncia (y,) de (fn,) que converge compactamente em 2 a uma funcao ¢.

Devido as hipéteses temos ¢ = f, com |, = f|x > €,V 7

9.41 Teorema (Vitali). Seja Q conexo, {fn}ns1 € A(Q) localmente limitada e
A= {weQ: existe lim f,(w)eC}.
n—+o0o
SeA tem ponto de acumulagdo em S entao {f,} converge compactamente em ).

Prova.

Pelo Critério de Montel basta mostrar que o limite das subsequéncias com-
pactamente convergentes ¢ tinico. Sejam {f,,} e {fs,} duas tais subsequéncias
convergindo as funcoes ¢ e 1, respectivamente. Pelo Corolario 9.40, as funcgoes
@ e 1Y sao analiticas. Temos ainda, ¢ = @ em A, sendo A um conjunto com
ponto de acumulacao em 2, com {2 conexo. Consequentemente, pelo Principio de

Identidade para funcoes analiticas segue ¢ =1 =
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9.13 - Séries de Laurent

+o00
9.42 Teorema. Suponhamos f(z) = Y a;27, ri <|z| <ry. Consideremos r tal
j:—oo

que 1 <1 <7ry. Entao,

Sl MOV, M) = maxlf )]

j==—o00

Prova. Devido a convergéncia uniforme da série de Laurent sobre o compacto

{z:]z] =7}, dado € > 0 existe N €N tal que se n> N e m > N entdo,

<SM(r)+e, se|z|=r,

n .
D, ;%
j=—m

e assim, se |z| = r obtemos

n .
Mt
Z a;z

j=m

n .
.
Za]z

j=m

= |z <r™(M(r)+e), selz|=r.

Entao, pela desigualdade de Cauchy para polinomios 6.15,

S agPrmr < (M (r) + 6)2 ,

j=—m

donde cancelando 7™ segue
n

D, |aj|2r2j£(M(r)+e)2,Vn2N, Ym> N,

j=-m

tomando o limite da desigualdade acima para n — +oo e para m — +oo segue

io |a;[*r¥ < (M(T) + 6)2.

j=—o0

Como € > 0 é arbitrario, é claro que concluimos a tese m
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10.

EXERCICIOS - CAPITULO 9

. Reescreva, com suas proprias palavras, a demonstracao do Teorema da

Aplicacao Aberta (TAA) para Polinomios dada no Capitulo 4.

Mostre que o TAA para polinomios implica o Principio do Médulo Minimo

para polinomios
Mostre que o TAA para polinomios implica o TFA.

Mostre que o TAA para polinomios implica o Principio do Médulo Maximo

para polinomios

Mostre que a Desigualdade de Gutzmer-Parseval para polinémios implica o

Principio do Médulo Maximo paa polinomios.
Demonstre o TFA a partir de Teorema de Liouville para funcoes analiticas.

Adapte a demonstracao do TAA para polindmios para produzir uma de-

monstracao do TAA para funcoes analiticas.

Demonstre o Teorema de Liouville Estendido em A(C), utilizando a Desi-

gualdade de Gutzmer-Parseval para séries de poténcias.

Prove o seguinte resultado sobre a Série Binomial Complexa:

Seja p e N*. Entao, é convergente a série

+00 1
B(2) - z( /p)z”, se ze D(0:1) .
n=0 \ 1
Ainda mais, é valida a identidade

B(2)? =1+ 2z, paratodo ze D(0;1) .

Mostre que |cos z|? + [senz|? = 1 se e somente se z € R.
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