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SERIES DE FOURIER

8.1 - Introducao

A origem desta teoria se encontra em um trabalho de Joseph Fourier (1768-
1830) sobre a teoria matematica do calor, apresentado em 1812. Posteriormente,
Fourier escreveu o livro Théorie Analytique da la Chaleur em 1822. Nestes tra-
balhos é apresentada a idéia de que toda funcao pode ser escrita como uma série
infinita de cossenos e senos. O esclarecimento de diversos pontos obscuros de
tais trabalhos (j& apontados a época por Lagrange, Laplace e Legendre) con-
tribui enormemente com o desenvolvimento da analise no século XIX. Motivou,
por exemplo, Dirichlet a apresentar uma definicao de funcao ja préxima da atual
defini¢ao. Impulsionou também os estudos de integracao, para solucionar os pro-

blemas de convergéncia apresentados por uma série de Fourier.

Cabe destacar que o ultimo teorema muito importante sobre as séries de
Fourier (caracterizando o conjunto dos pontos em que, dada uma funcao, a série

de Fourier converge) foi demonstrado pelo sueco Lennart Carleson em 1966.

Ainda mais, o estudo das séries de Fourier levou ao desenvolvimento do campo

em matematica hoje chamado Analise Harmonica.



8.2 - Definigoes e Notagoes.

Uma série trigonométrica e sua sequéncia das somas parciais (Sy )y, onde Sy

¢ uma funcao, sao dadas por
+00 ) N )
(8.2.1) Y cae™ neZ, c,eC,xeR Sn(z)= > cpe™.
oo n=-N
Tal série converge em z € R se (SN(x)) converge e, o valor da série em z ¢,

+00 ) N )
mx __ 3 — 3 wmx
ZO:O cpe'™ = ]VILIPOO Sn(z) = nl_l)rgo n;N cpe'™.

A série trigonométrica pode também ser apresentada na forma,

+00
ao
(8.2.2) — + Y (a,cos nx + b,sennz).
2 n=1
Escrevendo, para n > 0,
e = cos nx +isennx , e =cos nx—isennr

temos,

€™+ e = (cp+cp)cosnr + (ic, —ic_,)sennx = a,cos nr + b,sennz

se

an=Cp+cCpn , byp=ilc,—c_p) .
Inversamente, para n > 0,
ap a, — b, an + b,
Co=—7, Cn = ) Con =
2
A notacao em a,, e b,, é preferida nos casos das expansoes das funcoes:
e Periddicas a valores reais.

e Pares, quando entao a série é de cossenos.

e Impares, quando entao a série é de senos.
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Inicialmente, consideremos uma fungao f: [-m,7] = C tal que a série abaixo

convirja uniformemente [vide notagao (8.2.1)],

(8.2.3) f(x) = :rzo:ocmeimx.

Como as fungbes exponenciais e™* sao 2m-periédicas (doravante escreveremos,
apenas, periddicas) e continuas, a fungao f também o é. Assim, é licito multiplicar
(8.2.3) por e~ ¢ integrarmos termo a termo, comutando o simbolo de somatério

com o de integral, obtendo

(8.2.4) / flx)e™de =) cm[ M=z g

Como ¢ facil ver temos
T 2r, n=0
[ elnl‘dx -
-7 0, n+0.

Cn L [Wf(x)e_mmdx :

"2 Ja

Chamamos ¢, de n-ésimo coeficiente de Fourier de f e indicamos ¢, = ¢,[f]. E

Logo, por (8.2.4),

facil ver que
™
el < [ 17 @)lde, ez
=T
Sendo os coeficientes ¢, bem definidos se f : [-7,7] - C é periédica e in-
tegravel, temos que a série de Fourier de f é a série trigonométrica com coeficientes
de Fourier de f dados pela familia (¢, )nez, a qual é enumerdvel. Notamos, nao

supondo qualquer modo de convergeéncia,
f ~ Z Cneinx.
8.1 Notacdo. R[a,b] ={f:[a,b] > C, tal que f é Riemann integrdvel}.

Se uma fungao f € R[-m, 7] é 2m-periddica e a valores reais entao, a série de Fourier
de f é uma série trigonométrica como em (8.2.2), com coeficientes de Fourier de
f dados pelas sequéncias (a,,) e (b,), onde

Ay = % fﬂf(x)cosnas dx , by = 1 fﬂf(:z:)senm: dx.
_ -

™ m
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Notamos, sem supormos qualquer convergéncia,

+ 00
f(z) ~ % + Y (ancosnz +bysennz), a,, b, € R .
n=1

As questoes mais importantes em séries de Fourier sao:

(a) A série de Fourier converge em algum modo ? Simplesmente ? Uniforme-

mente 7 Em média 7, etc.
(b) A série de Fourier, se convergir, converge a f ?
(¢) O que ocorre se f é continua ?
(d) Duas fungoes com mesmos coeficientes de Fourier sdo iguais ?
Eis parte das respostas e alguns outros fatos importantes sobre séries de Fourier.

e Se f é Riemann integravel entdao sua série de Fourier converge em média

quadratica a f.

A série de Fourier de f, onde fé continua, pode divergir em “varios” pontos.

Duas fungoes integraveis com iguais coeficientes de Fourier sao iguais, exceto

num conjunto de contetido nulo (medida nula).

A melhor classe de fungoes para analisar funcoes peridédicas e Riemann

integraveis é a classe de fungdes de variacao limitada, BV [-m,7].

A teoria apropriada ao estudo geral das séries de Fourier é a da Integracao

de Lebesgue.

Nesta introdugao omitiremos a prova da Formula de Parseval. Quanto ao teo-
rema de Dirichlet-Jordan, veremos versoes mais simples, dadas pelas Proposi¢oes

1 e 2 e Teorema 4, de Dini.
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8.2 Teorema (A Melhor Aproximacao em Média Quadratica). Consi-
deremos f € R[-m, 7] e 2n-periddica. Entao, a melhor aprozimagdo em média
quadrdtica da funcao f no espago vetorial gerado pelas fungoes €™ —N <n < N,

¢ a N-ésima soma parcial
N .
SN = Z Cneznz’ Cpn = Cn[f]7
n=—N

N
da série de Fourier de f. Isto €, se g= Y. d,e"™®, d,4 arbitrdrios em C, temos
n=—N

3 [ @R Sl <o [T -sx@lars 5o [T -g@)lar

Prova.

Seja d,, = ¢, + €,. Entao, a distancia em média quadratica de f a ¢ satisfaz:

s N ]
Af.0) =5 [ 1) - > e -

1 7" 1 N ™ ) N
- %‘[W |f(:1c)|2d$—%QRe(z]:\[dn[7r f(:p)e_mxda:) + ;\f'an
=L TR - 23 Re(d, 1, ? =
= 5 | @)y — 23 Re(@ien) + 31l -

1 T N N
= o [TU@Pdr - 23 jeP -2 Re(err) +
27 Jn -~ -~

N

N N
+ [ Y lenl” + > 2Re(cqE,) + Z|en|2]:
N~ Y -~

1 T 2 o 2 S 2 < 2
- o [ @R = Yl + Slenf =d(fiS0) + Ll m
210 J -N -N -N

8.3 Corolario (Desigualdade de Bessel). Se f(z) ~ E:ocneim“ entao,

[ee)

1 ™
Sl < o [ 1f@)Pds

—00

N

Prova. Pelo Teorema 8.2, d(f;Sn) = o= [ |f(2)]Pdz - ¥ |c,* > 0, VN € N.
N

Logo, tomando o limite para N tendendo a +oo, segue a tese =
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Deixamos ao leitor verificar que em termos dos coeficientes da série trigo-

nométrica de senos e cossenos a desigualdade de Bessel pode ser reescrita como,

L S o s ) < - [Tl

8.4 Lema de Riemann-Lebesgue. Se f € R[-7, 7] entao, | }im lca| =0
n|—+oo

Prova. Consequéncia imediata da desigualdade de Bessel =
Abaixo relacionamos a diferenciabilidade de f com o decrescimento dos coe-
ficientes de Fourier de f e a convergéncia uniforme da série de Fourier de f, cujo

limite sera mostrado no Teorema de Dini.
8.5 Proposicao. Seja f € C¥(R) e 2w-periddica.

(a) Existe M >0 tal que |c,| < an,n +0.

(b) Se k>2 a série de Fourier de f converge uniformemente.
Prova. Seja ¢, =¢,[f],n#0.

(a) Efetuando integragao por partes k vezes e descartando parcelas nulas, gracas
a periodicidade das funcoes f, f',.., f*) e e obtemos

2mey, = [Wf(x)e_imdx = —(%) /:: f’(x)e_mxdx = .= (%)k ]:: f(k)(x)e_m””dx )

Logo, para n # 0,

M 1
el < = , M=—max{|f®(z)|:ze[-m7]}.
nk 27

|Cn€inx| —

+00

(b) Pelo teste M de Weierstrass e Y. =5 < oo, Z cp,€* converge uniforme/e m

8.6 Definicao. Dada f:[a,b] >R el ={rg=a<z;<...<x, 1<z, =b} uma

particao de [a,b], a varia¢ao de f sequndo a parti¢io T' €,
Vo =Vrlf;a,b] = Z|f(x,) f(xiz)] -
A variagdo de f sobre [a,b] é
VIf]=sup{Vi: T € particio de [a,b]}.
O conjunto das funcdes de variagdo limitada ¢

BV[a,b] ={f:[a,b] > R tal que V[f] < oo} .
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Sabe-se que V[ f] < oo se e somente se o grafico de f tém comprimento finito.
Logo, para f(z) =sent, 0 <z <1, f(0) =0, temos V[f] = +oco. Mas, existem f

continuas com V[ f] = +oo.

Ainda, temos V[f] < oo se e somente se f é diferenca de duas fungoes
mondétonas limitadas. Logo, havendo descontinuidades, elas sao removiveis ou

de 12 espécie; isto é, existem os limites laterais.

Assim, escolhemos uma subclasse das fungoes de variacao limitada para esta

introducao.

8.7 Definicao. Dado I, um intervalo, f : I — R € mondtona crescente, ou
crescente, se Y xy,x9 € I, € vadlica a implicagio x4 > 1 = f(x2) > f(x1); se
¢ vdlida a implicagio xo > 1 = f(x2) > f(x1), dizemos que [ € estritamente
crescente. Analogamente, temos mondtona decrescente e estritamente decrescente.

Ainda, f € mondtona se € crescente ou decrescente.

8.8 Definigao. Dada f: [a,b] = R, f é mondtona por partes se existe particao de
[a,b], ' ={zp=a<xz <...<mx, =b}, tal que f\(z-,l,z.) € mondtona, i =1,2,....,n.
Se f|(1,71,z_) ¢ também continua, i = 1,2,.....,n, entdo f € mondtona continua por

partes. A definicao é andloga se I =[a,b) ou I = (a,b] ou I = (a,b), € limitado.

Dada f: X - C, X cR, e z € X notamos f(z*) = tlini f(t), se existir o limite.

E facil verificar que se f : [a,b] - R é monétona por partes e limitada,
entdo f é de variacao limitada e existem os limites laterais, f(z;) = lim f(z) e
13—>£L',L-

f(zf)=lim f(z), dada T ={xg=a<z <... <z, =b} uma particio de [a,b].

8.9 Definicao. Dada f:R - R, T-periddica, f € mondtona continua por partes

se a restri¢ao fi, ., 0 €.
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8.10 Teorema (Dirichlet-Jordan). Seja f:[-m, 7] - R mondtona continua

por partes e S[f] a série de Fourier de f. Entao,

(a) Para todo x € R temos,

S[f](x) = %+J§(ancos nx + b,sennx) = %[ f@)+f(x7) ].

n=1

(b) S[f] converge uniformemente a f em todo intervalo fechado no qual f €

continua.

Prova.
(a) Vide T. M. Apostol, Analisis Matemadtico, 2nd ed., Ed. Reverté.

(b) Vide R. Wheeden and A. Zygmund, Measure and Integral, Pure and Applied

Mathematics.

8.11 Lema. Para f € R[a,b] temos,

[ s (0- [“r@p)

Prova. Se a integral do lado direito da inequacao acima é nula o resultado
é 6bvio. Sendo, pela desigualdade |AB| < $(A? + B?) com A = STACY B
(L 1F () 2dt)?
_ 1
B = T temos,

£ ()| 1 ( f@E )
Sa(fiopa)t 2 @R b
que integrando sobre [a,b] conduz a,

Ji £ (@)l
((b-a) )17 (1)t )"

O lema acima é um caso particular da desigualdade abaixo, com prova analoga.

1
<;(1+1)=1m

8.12 Desigualdade de Cauchy-Schwarz. Para f,g € R[a,b] temos,

L restenae < ([ (95)'2“")%(fab|g<as>|%m:)é |
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Prova. Trivial, se uma das integrais a direita é nula. Senao, basta seguir os passos
da prova do lema acima, novamente utilizando a desigualdade |[AB| < 5(A?+ B?),

comA=— @D p_ @l g
(217 (0)ldr)? (/2 lg(typar)?

+00

8.13 Teorema. Seja f € R[-m, 7] e 2n—periddica. Suponhamos que f ~ Y ¢,ei"*
N

e Sy(z) = ¥ cpe™®. Entao,
N

(a) Sn(x) converge a f em média quadrdtica:

lim —/ f(z) - Sx () dx =0.

n—+oo 9

(b) Férmula de Parseval,

+00

o [Tl @pde= 3 el

n=—oo

(c) As integrais de Sy convergem uniformemente a integral de f, em [-m, x],

Va. Ainda mais,

L [ho-svom] & [0 -svopa |
Prova.

(a) ee (b). Vide A. W. Knapp, Basic Real Analysis, Cornerstones, Birkh&user,
2005, pp. 74-77.

(c) PeloLema8.11 temos, [ |f(¢)-Sy(t)|dt <[ (z+7) [T |f(t) - Sn(t)Pdt ]%

que, dividindo por 2, utilizando (x +7) < 27 e item (a), resulta na tese m

Em termos dos coeficientes a,,s € b,s a féormula de Parseval é:

= L@ =5 S o e ).

Melhoremos o resultado, na Proposicao 8.5, para a convergéncia uniforme da série

de Fourier.
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8.14 Proposicao. A série de Fourier de uma fun¢ao f € C1(R), 2w-periddica,

converge uniformemente.

Prova. Como na Proposicao 8.5, integrando por partes a expressao para c, =
cn f] temos,

11

Cp =
27T m

1
/ f(x)emxda:—, dp , dp=dp[f'],n+0.
in

Pela desigualdade de Schwarz para a = (a;), b = (b;) sequéncias finitas de m

nimeros complexos temos,

m

Za]||b|<<z|aj| HON DL

]: ]:1
que é extensivel a somas infinitas. Assim, aplicando a desigualdade de Bessel

para a funcao f’, com n € Z*, obtemos

1 1
2 3 1\2(1 [~ 2
e = Tl < () (k) < (%) (55 17 @ppas)
7’L ™ J-m
Finalmente, pelo teste M de Weierstrass, segue a proposicao ®m

8.15 Definigao. A funcdo f:R — C satisfaz a condicdo de Lipschitz no ponto x

se existem M >0 e d >0 tais que,

\f(z+t) - f(z)| <MJt| , Y, |[t|<d.

8.16 Exemplos. FEzistindo f'(x), entdo f satisfaz a condi¢iao de Lipschitz em
x. Se houver um “salto” em x (isto €, uma descontinuidade de 1% espécie), entao
[ mao satisfaz tal condigdo no ponto x. A fungdo \/x nao satisfaz a condigdo de

Lipschitz em x = 0.

8.17 Teorema (Dini). Seja f € R[-7, 7], 2r-periddica, satisfazendo a condi¢ao

de Lipschitz em x € [-m, 7). A série de Fourier de f, no ponto z, converge a f(x).

Prova. Fixando x, sejam § e M como na condicao de Lipschitz e,

[e0-G) o il <.
(t) =

sen 3

0,t=0.

Observemos que:
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(1) A fungao (sens)~! ¢ continua em {¢t: 46 < [t] < 7T} e g é al integrdvel

(2) Se 0 < |t| < 6, entdo temos |g(t)| < |ﬁt|| = 2M 5 m e, pelo primeiro limite

fundamental, g é integravel em [-4,]. Logo, g é integravel em [—m, 7).

N N
et e Sy(f;x) =Y ¢, (vide Exercicio.....),
N

E facil ver que para Dy (t) =

" Dy (t)dt =

27r

Dn(t) = L L¢2nT

sen(N+ dt

Sn(fiz) = 5 [ f(s)Dn(z—s)ds = o [ f(z-t)
Assim, escrevendo f(z) = f(x).1 e trocando 1 pela média de Dy em [-7,7]

temos,

SN(fSJC)—f(fU)Z%[:f(x—t)—sen(si\i; 5)tdt —/ f(z )—sen(N+2)tdt:

1 m 1
=— f g(t)sen(N + =)tdt =
21 -7 2
1 ™ t 1 ™ t
:_f [ g(t) cos = Jsen Ntdt + —f [ g(t)sen= ] cos Ntdt .
2 J-x 2 2 J-n 2

Pelo Lema de Riemann-Lebesgue os dois tltimos termos tendem a zero m
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EXERCICIOS - CAPITULO 8

1. Verifique que a féormula

(f.9)= [ T 1@g@de, f.geR[-m 47,

define sobre R[-m, 7] um semi-produto interno que torna R[-m,7] um

espaco vetorial semi-normado com semi-norma, a semi-norma 2,
[ £l = VS f)-

2. O conjunto das fungdes complexas { ¢,(z) = % ,re[-mm]ineZ}é
ortonormal:
(a) [enla=1, VneZ.
(b) {©n s©m) = Onm, Onm 0 delta de Kronecker.

sennxr Ccos NT

3. O conjunto {V%’ DAL SR e N*} ¢é ortonormal em R[-m,7]. Isto &,

(a) [~ cosnzdr=0=[" sennzdzr=0. (b) [ cos mzsennz dx = 0.
(¢) [T cos mx cos nxdr = mopym.

(d) [T senmzsennz dx = wopym.
4. (Os coeficientes de uma série de Fourier) Verifique:

(a) 2cos nx =™ + e ¥YpeN, e 2isennx =e"* —e ™ YneN.
(b) Dados a,, e b, (n>1) em C, existem ¢, e c_, (ache-os) em C tais que:

@, COS nx + bysennx = ¢, e + c,e™"" .

N
(¢) O polinémio trigonométrico Sy = Y ¢,e™™ é real se, e s6 se, ¢, = c_p,.
N

+o00 +o00
(d) Vale a relagao: 2 Y |e,)? = % - Z_jl(|an|2 +|b,|?)

n=—0oo
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. Para t ¢ 217 e n € N verifique as férmulas abaixo.

enit -1  sen(ng)

(a) it 4 o2t 4 Bt | 4 it _ _ ei(n+1) 3
1-e  sen(%) '
2
¢ ¢ ¢
senZcos(n+1)s 1 sen(2n+1)3
(b)  cost+cos 2t + ...+ cos nt = —2 t 2o —— 2
seng 2 2sensg

denominado n-ésimo ndcleo de Dirichlet.

o

COS 3

(¢) sent+..+sennt = cos(n + %)t = Sen%tsen(n * 1)%

Y

t t
2sensg sens
denominado n-ésimo ntcleo conjugado de Dirichlet.

Sugestao: compute as partes real e a imaginaria da expressao em (a).

+o00 +o00
COS NT sen nr
. Mostre que ngl RLL ¢ n; SIE convergem,
Sugestao: Utilize o exercicio 5, acima, e o critério de Dirichlet.
) )

. Compute:
(a) ¢(2)= n;#- (b) n;m'

Sugestao: exercicios 14 e 15, Capitulo 7.

1

ns’

A fun¢do zeta, de Riemann, é dada por ((s) = +§

n=1

. Determine as séries de Fourier das fungoes abaixo.
(a) f(z)=-1se-m<x<0, f(r)=1lse0<z<m.
(b) f(z)=a®se -m<ax <.

(¢) f(x)=x, -m<z <.
. Compute F', a série de Fourier de f, de periodo 27, e esboce seus graficos.

(a) f(w)=1se -m<ax<-5, f(x)=2se-F<ax<t e f(x)=1se

iy
§<.Z'<7T.

(b) f(z)=1,se -m<x<0 e, f(r)=2se0<x<m.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Determine uma fungao continua em [-m,+7] que gere a série de Fourier

+00
Y. (-1)m==22 - Compute entao
n=1

+o<>1

6)=> — .
¢(6) nZl o
Sugestao: Utilize a féormula de Parseval.

Encontre uma série de Fourier para computar, com a férmula de Parseval,

+001

C(4) = ;m~

Calcule a soma das séries abaixo via séries de Fourier.

(a) f(a)=5-2. (b) f(2) =22 + 2.
Determine uma expansao em série de senos, no intervalo (0,7), para as
funcoes,

(a) f(x)=1. (b) f(2) =2+ 2.
Determine uma expansao em série de cossenos no intervalo (0,7) para as
funcoes,

(a) f(x)=senx. (b) f(z) =x+2m.

Seja f € R[-7, ], 2m-periddica, (¢,)z a familia dos coeficientes de Fourier
de f e an-ésima soma parcial da série de Fourier de f: Sy (f;x) = % Cpein®,
Verifique: e

N sen(N + )t

(@) Dn(t)= ), ™

, t¢2n
neoN sen%t ¢

denominado n-ésimo ntcleo complexo de Dirichlet.
1 ™

b)) — f Da(t)dt=1.
2 J-n

(©)  Sx(f:z) = %[:f(t)DN(x—t)dt - %[:f(x—s)DN(s)ds.
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