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7.1 - Introducao



7.2 - Sequéncias de Funcoes

Neste capitulo X indica um subconjunto de K, com K=R ou K =C.
7.1 Definigao. Para uma sequéncia de fungdes, (f,), fn: X = K, temos:
(a) (fn) converge simplesmente a f: X - K se, lim f,(z) = f(x),Vz e X.

(b) (f.) converge uniformemente a f : X - K se, para todo € > 0, existe um
natural N tal que |f,(x) - f(x)| <€, Yn> N, Yz e X.

Figura 7.1: Convergéencia Uniforme sobre X c R.
Se (f,) converge uniformemente a f entdao (f,,) converge simplesmente a f.

7.2 Exemplo. Dado n €N, seja

", se0<xr <1,

fn(x) = {

1, sel<x<2.

Eclamque
0, se0<x<1,

1, sel<x<2.

f(2)= Tim_f,(2) = {

A sequéncia (f,) € de fungdes continuas mas f(x), x € [0,2], ndo é continua.



f f4

Figura 7.2: Ilustracao ao Exemplo 7.2.

7.3 Proposigao. Sejam (f,) e (gn) duas sequéncias de fungoes definidas em X
e a valores em C, convergindo uniformemente as funcoes f e g, respectivamente.
Seja ainda A uma constante em C. Entdo, as sequéncias de fungoes (fn + gn) €

(Afn) convergem uniformente sobre X as fungoes f+ g e N\f, respectivamente.

Prova. E ficil e a deixamos ao leitor =

7.4 Teorema. Se (f,) é uma sequéncia de fungoes, em X, continuas em xg e

convergindo uniformemente a f: X — K entao, f é continua em xy.

Prova.

Seja xg € X e € > 0. Por hipdtese, existe um natural N tal que para todo
n > N temos |f,(x) - f(x)| < € para todo z € X. Desta forma, como fy é
continua, existe § > 0 tal que, se |x — zg| < ¢ entao |fn(z) — fv(x0)| < €. Logo,

[f (@) = f(xo)l < |f () = v ()| + | fn (@) = fn(@o) [+ [fn(w0) = f(xo)| <e+e+e m

7.5 Corolario. Se (f,) € uma sequéncia de fungoes continuas, em X, conver-

gindo uniformemente a f: X — K entdo f € continua.
Prova. Imediata consequéncia do teorema acima =

7.6 Teorema. Se (f,) é uma sequéncia de fungoes continuas em [a.b] c R, a

valores reais e convergindo uniformemente a f : [a,b] = R entdo,

lim bfn(x)d:z = [bf(:z)dx

n—>+00
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Prova.
Pelo Teorema 7.4, f é continua e, assim, integravel como toda f,,. Dado € > 0,
por hipétese, existe N € N tal que, se n > N, |f.(z) - f(x)| <€,Vz € [a,b]. Assim

sendo, para todo n > N temos
b b
|f fu@yde = [ f(r)da

A hipétese da convergéncia uniforme para a validade da afirmagao no Teorema

S[ab|fn(x)—f(x)|d:cs[abedx:e(b—a) -

7.6 acima é mostrada necesséaria pelo exemplo abaixo.
7.7 Exemplo. Seja f,:[0,1] > R, neN, a sequéncia de fungoes dada por,

2n?x, 0<x<
fa(r) =4 2n-2n%z, 5

0, 2<x<l.

AN ¥~

3=

x <

Temos lim f,(z) = 0, para todo x € [0,1]. Computando &reas de triangulos é
n—+oo

facil verificar que fol fa(z)dz = 5, para todo n € N. Vide Figura 7.3 a seguir.

18
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Figura 7.3: Ilustracao ao Exemplo 7.7
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7.8 Definigao. Seja C™([a,b],R) o espaco vetorial das fungoes f : [a,b] — R
tais que para todo k € N, com 0 < k <n, a k-ésima derivada f*) existe no intervalo

aberto (a,b) e se estende continuamente ao intervalo fechado [a,b].

7.9 Teorema. Seja (f,) c C'([a,b],R) tal que (f) converge uniformemente a
f:[a,b] = R e, ainda, (f,) converge simplesmente a uma fungao F :[a,b] > R.
Entao, F € derivavel e F' = f. Isto é,

(Jim_fa(@)) = Jim_ ().

Prova.

Pelo Primeiro Teorema Fundamental do Célculo temos,

Fulz) = fo(a) + f " ()dt, Ve [a,b] .

Pelas hipdteses e pelo Teorema 7.6, tomando o limite para n — +oco, temos

F(z) = F(a) + f F(t)dt.
Logo, pelo 2° Teorema Fundamental do Célculo, I’ é derivavel e F/ = f m

O exemplo a seguir mostra que nao é suficiente a convergéencia uniforme da
sequéncia de fungdes (f,,) a funcao f, com f e f, de classe C', para todo n € N,

para concluirmos que a sequéncia (f!) converge simplesmente a f'.

7.10 Exemplo. A sequéncia de funcées fn(x) = Lsinnz, com v € R e n € N,

n

converge uniformemente o funcao nula dada por f(x) =0, para todo x € R.

Verificagao. De fato, dado € > 0 existe um natural N tal que % < € e assim
temos |f,(z) - 0] < 1 < % <esen>N. Mas, a sequéncia de fungoes (f), onde

fi(x) = cosnz, ndo converge simplesmente pois a sequéncia (cos ng)neN diverge.

7.11 Critério (de Cauchy, para convergéncia uniforme de uma sequéncia
de funcgoes). A sequéncia (f,) de funcoes definidas em X e a valores em K
converge uniformemente a f: X - K se e somente se para todo € >0 existe um

natural N tal que

fa@) = fn@)| < €,¥n,m > N, Vo e X .
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Prova.

(=) Dado e >0, seja N € N dado pela convergéncia uniforme. Entao, se n,m > N
e x e X, temos |f,(x) — f(x)| <eel|fm(x)- f(z)| <e. Portanto,

|fn(x)_fm(x)| < |fn($)_f(fl7)| + |fm({£)—f({E)| < €+€e=2¢.

(<) Neste caso, para todo = € X, a sequéncia numérica ( fn(x)) ¢ de Cauchy
e, convergente. Seja f(z) = liIP fm(x). Dado € > 0 consideremos N € N
tal que |fn(x) = fi(2)| <€ ¥Yn,m > N, Vo € X. Tomando o limite nesta

desigualdade para m — +oo temos |f,(z) — f(x)| <€, Vn> N, Vre X m

7.3 - Séries de Funcgoes

7.12 Deﬁnlgao Seja (fn) uma sequéncia de fungoes em X e a valores em K.

Entao, Z fn € a série de fungdes cujas somas parciais sao as funcoes
-1

+00
7.13 Definicao. A série de funcdes ). f, converge, sobre seu dominio X, para a

n=1

+00
fungao s: X - K se, para cada x € X temos, Y, fn(x) =s(x).
n=1

+00
7.14 Definicao. Dada a série de funcgoes Y. f., definidas no conjunto X, a
n=1

+00
fungao s(x) = Y. fu(x) definida sobre o conjunto dos pontos x € X em que a série
n=1
+o00
de funcoes converge € chamada a soma da série Y., f,.
n=0
7.15 Definicao. A série de funcgoes Z fn, definidas em X e a valores em K,

converge uniformemente a funcao s : X K se a sequéncia (s,) de suas somas

parciais, onde Sy = f1+ ...... + fn, n €N, converge uniformemente a s: X - K.
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+00

7.16 Teorema. (Integragao termo a termo) Seja s(x) = Y fo(x),Vz € [a,b],
n=1

uma série de funcoes em C([a,b],R), uniformemente convergente. FEntao, a

fungdo s:[a,b] > R € continua e

b too b
f s(z)dz =) f fo(x)dx .
a n=1 a
Prova. Consequéncia imediata do Corolario 7.5 e do Teorema 7.6 m

+00
7.17 Teorema. (Derivagao termo a termo) Seja s(x) = Y fo(x),Vz € [a,b],
n=1

+00
uma série de fungoes de classe Ct, a valores reais, tal que a série Y, f! converge

n=1
uniformemente em [a,b]. Entao, a fun¢do s:[a,b] > R € de classe C* e,

ﬂw{in@ﬂ=§ﬁwwmmﬂ.

Prova. Segue trivialmente do Teorema 7.9 aplicado & sequéncia de fungoes (s,,) =

(fi+...+fo)m

7.18 Teorema (Critério de Cauchy para convergéncia uniforme de uma

+00
série de fungoes). A série de fungdes Y. f,, definidas em X e a valores em K,
n=1

+o00
converge uniformemente o fungao s(x) = Y f, se e somente se para todo € > 0
n=1

existir N € N tal que
|ka(x)—2fk(x)|<e, Vn,m>N, VreX .
k=1 k=1

Prova. Consequéncia imediata do critério de Cauchy para sequéncias de fungoes

+00
aplicado a sequéncia (s,) = (f1 + ... + f,) das somas parciais da série Y. f, pois,
n=1

= |sm () = sn(2)| =

S (@) - 3 i)
k=1 k=1

+00
7.19 Teorema (Teste M de Weierstrass). Seja Y, f, uma série de fungdes,
n=1

definidas em X e a valores em K, satisfazendo

+o00
\fu(z)| <M, ,¥VneNVzeX, e > M,<oo.

n=1
+00 +oo
Entao, a série Y, f, converge uniformemente, em X, a funcao s(x) = Y, fu(z).
n=0 n=1
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Prova. Pelo Critério 5.16 (Critério de Cauchy para uma série numérica), dado
€ >0 existe N € N tal que Yn > N e p € N temos M1 + M0 + ..... + My < €.

+o00
Logo, a sequéncia (s, ) das somas parciais de Y. f, satisfaz: se n>m > N entéo,
n=1

| () = 8 (@) = | frns1(2) + frnso () + oo+ fr(@)| < Mipsr + My + ..M, < €.

Tomando o limite na expressao acima para m tendendo a +oco obtemos entao, é

facil ver, |s,(z) - s(x)| <€, para todo n > N, para todo z€ X =

7.4 - Derivada Complexa

A derivada complexa é definida através do limite de quocientes de Newton,
como no caso real. Voltaremos a este topico na secao dedicada as equagoes de
Cauchy-Riemann. Abaixo, os conjuntos €2, 21 e €25 sao abertos em C, f:Q - C

é uma funcao na variavel complexa z e zy um ponto em ).

7.20 Definicao. Dada f:Q — C, e 2y € ), f € derivavel em zy se existir o limite

abaizo, dito entao a derivada de f em zg,

Analogamente ao caso real, a fungado f(z) = 22, z € C, é derivavel em todo ponto
e f'(z) =2z. Mas, f(2) =Z, z € C, nao é derivavel em nenhum z,. Se zy = 0,

os quocientes 2, z # 0, nao tendem a nenhum numero se z - 0, o que é 6bvio

escolhendo z=x, x #0 e z =14y, y #+ 0. Se zp # 0 a argumentacao ¢ similar.

7.21 Proposicao. Se f: € - C € deriwdvel em zy € Q2 entao f € continua em zg.

Prova. Trivial pois,

f(zi : fo(_zo) (z - Zo) = f/(ZO)(Z — ZO) =0 m

;L%[f(z) - f(2)] = lim

Z—20
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7.22 Proposigao. Se f,g:Q - C sao derivdveis em zy entao, as funcoes f +g,

fg, \f (AeC), e 5 (supondo g(zo) +0) sao derivdveis em zy. Ainda mais,

(a) (f +9) () = f'(0) + 9/ (z0)- (b) (AF)(20) = Af'(=0).
(c) (f9)'(20) = f'(20)9(20)+f(20)9'(20)- (d) (£)'(z0) = f(m)g(z;)(;;()zo)g (z0)
Prova.

(a) e (b) Seguem da Defini¢ao 7.20 e Proposicao 3.57 (a) e (b), respectivamente.

(c) Dividindo f(2)g(z) - f(20)9(20) = [f(2) = f(20)]9(2) + f(20)[9(2) - 9(20)]

por z — 29, 2 # 2p, € entao computando o limite para z — zy da equagao

f(2)9(2) = f(20)9(20) _ f(2) - f( 0) 9(2) + (20 )9(2) 9(20) ’

Z— 20 z— Z_Z20

obtemos pela Defini¢ao 7.20 e Proposu;ao 7.21 o resultado desejado.

(d) Se f =1, dividindo ﬁ - géo) = gg(é))gg((z?)) por z — 2g, z # 2y, obtemos,

1 1
9@~ 3Gy _ 9(2) —9(%0) 1

Z =2 Z =2 9(2)g(20) ’

g'(z0)
g%(20)"

Aplicando tal férmula e o item (c) a fatoragao £ = f% obtemos (d) m

cujo limite para z — zy é, pela Definicao 7.20 e Proposigao 7.21, —

Evidentemente entdo, como p(z) = z é derivavel, todo polinémio é derivavel.

7.23 Proposigao. Sejam f: Q) - C eg:Qy > C com f(21) c Qy. Se f é

derivavel em zy e g € derivavel em f(z) entdo go [ € derivavel em zy e,

(90 ) (20) = ¢'(f(20))f'(z0) -
Prova. Como g é derivdvel em wgy = f(29), é continua em wy = f(2o) a fungao

h(w) = { —g(wu),:f,)(ow()) - g'(wg) se w # wp,
0 se w=wy .
Escrevendo g(w) — g(wg) = [h(w) + g'(wo)](w — wp), e substituindo w = f(z),

wo = f(20) e dividindo por z -z, z # 2o, obtemos o quociente de Newton de go f,

g(f(z)i:.z(f(ZO)) _ [h(f(Z)) +g/(f(zo))]f(zi:£(z0) 2% 2
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Analisemos o limite do segundo membro quando z — zy. Utilizando que f é

derivavel em zj [logo, f é continua em zj e (ho f) é continua em zj] concluimos que

lim(ho f)(z) =h(f(2)) = h(wo) = 0. Logo, o limite citado é ¢'(f(20))f'(z0) m

Z—>20

7.5 - Séries de Poténcias e Propriedades Operatorias

7.24 Definicao. Dada uma sequéncia (a,) ¢ C e zg € C, a série de fungoes
+00
complezas Y, a,(z — z9)", z € C, é a série de poténcias com coeficientes (a,),

n=0

centrada em zg, ou em torno de zj.

+00
A série de poténcias Y, a,(z—z)" é convergente (divergente) no ponto z = w € C se
n=0

+00

a série numérica Y. a,(w—-z9)" é convergente (divergente). Através da translacao

n=0

+o00 +o00

w = z — 29 passamos da série Y. a,(z — 29)" para a série Y. a,w”. Desta forma,
n=0 n=0

simplificamos a exposicao supondo a série centrada em z = 0.

Doravante z denotard tanto a varidvel z como o numero z € C. O contexto

indicaré o sentido.

+o00

7.25 Teorema. Seja Y. a,z" uma série de poténcias centrada na origem e
n=0

O+oo

" lim sup {/ |an

com p = +oo se limsup WZ 0 e p=0 selimsup {/|a,| = +oo.
(a) Se |z| < p a série converge absolutamente.
(b) Se |z| > p a série diverge.
(¢) Se|z| = p o critério é inconclusivo sobre a convergéncia ou divergéncia.

(d) A série converge absolutamente e uniformemente em todo disco fechado
D(0;7) tal que 0 <7< p.

Prova. Notemos que, se z # 0 entao
limsup /|a,z"| = |z|limsup V/|a,| <1 [> 1] se e somente se |z|<p [>p] .
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+0o
(a) Se |z| < p entao limsup {/|a,2"| < 1 e pelo Critério da Raiz Y |a,2"| < oo.
+o00
(b) Se |z| > p entao limsup {/|a,2"| > 1 e pelo Critério da Raiz, ¥ |a,2"| = +oo.
(c¢) Deixamos ao leitor encontrar exemplos ilustrativos.

(d) Segue do item (a) e do Teste M de Weierstrass pois é facil ver que temos

|an2™| < |an|r™, para todo z € D,.(0), e Y| a,|r® < oo m

D(0;p)

Figura 7.4: O Disco (aberto) de Convergéncia.

+0oo

7.26 Definicao. (Hadamard) O raio de convergéncia da série Y. a,z" é
n=0

€ [0,+00] .

1
pP=T——F—
lim sup/|ay|

Observagao. Dada uma sequéncia (a,) em C* = C\ {0} tal que existe lim |#2],
n

|

lim [ Z2EL] 7 Jim ¥/Jan|”

Fixada uma série de poténcias indicamos por p o seu raio de convergéncia.

pelo Teorema 5.28 existe lim {/|a,| e p =

+00

7.27 Definicao. Dada a série de poténcias Y. a,z", com raio de convergéncia
n=0
p >0, o disco aberto D(0;p) € o disco de convergéncia da série.

Se p = 0 temos o disco degenerado {z = 0}. Se p > 0 e z pertence ao disco

+00
D(0;p), pelo Teorema 7.25, a série Y a,2" converge absolutamente e portanto
a sequéncia (a,z")neny € somavel. Assim sendo, escrevemos brevemente . a,z"

+00

para indicarmos a série de poténcias ). a,z".

A seguir mostramos que toda série de poténcias pode ser desenvolvida como
uma série de poténcias em torno de cada ponto em seu dominio. E importante

observar que este fato nao é evidente.
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7.28 Teorema (Translagao). Seja f(z) =Y a,2" convergente em D(0;p), com

p>0. Entdo, firado zo € D(0;p), existe uma sequéncia complexa (by,) tal que

f(z) = an(z -20)", VzeD(20;p - |20]).

Figura 7.5: Translacao.

Prova. Seja z, com |zg| + |z — 29| < p. Como a série de poténcias dada converge

absolutamente em D,(0), s@o iguais e finitos os valores das somas (nao ordenadas)

Slenl(lol +z=20)" = £ 5 faol(! ol 1z =P

n
n 0<p<n p

Pela associatividade para somas (ndo ordenadas) seguem as identidades
Zan(ZO + zZ- ZO)n =Y a,2" = f(Z)
> ¥ M) ) -
n p

n 0<p<

F(E () c-ar n

p=0

Analogamente aos polinomios podemos multiplicar e compor séries de poténcias.

Ainda, vantajosamente, podemos computar o reciproco de uma série de poténcias.

7.29 Teorema (Produto de Cauchy). Sejam Y a,z" e ¥ b,z" convergentes
no disco D(0; R), com R>0. A série

chz", com ¢, = Z a;b,, VneN,

n>0 j+k=n

¢ convergente em D(0; R) e satisfaz ¥, ¢,z = (¥ apz2™ ) (X bp2™) .

Prova. Seja z € D(0; R). Como

Y Janz"bn2™| = (Z |anz"|) (; |bmzm|) < oo,

n,m n
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pela associatividade para somas (nao ordenadas) segue,

(%: anzn)(;n: bm2™)
Z a2 b, 2" =

(X ab)zt m

n  j+k=n

7.30 Corolario (Potenciagao). Seja f(z) = Y a,2™ convergente no disco D(0; R)
e p fito em N. Entao, para todo z € D(0; R) vale

f2)P = anz", com b, = Z Qny -G,y -
Prova. Seja z € D(0; R). Entao temos

o> ( Vlaallel") = 3 lawmllo™ lan, ll2™ -

n1eN...,npeN

Logo, pela Lei Associativa para somas nao ordenadas segue,

(g:amzm),_.(gjanpznp) = (%:anz" )

o PN P AL |

2(,,. Z, . )

7.31 Teorema (Composicao). Sejam f(z) =Y a,z" e g(z) = ¥ bz™ conver-
gentes em D(0; R), R >0. Se |g(0)| < R, entdo existe r >0 tal que

flg(2)) = Zcmzm, VzeD(0;r) .

Figura 7.6: Teorema (Composi¢ao).
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Prova. Por hipétese temos |by| = | g(0)| < R. Logo, por continuidade podemos
escolher 0 <r < R, tal que Y |b,||2|™ < R se z € D(0;r). Assim, fixando um tal
z, devido a convergéncia absoluta da série Y a,z" em D(0; R) obtemos

00> Ylanl( Xlol[2™) = lanl 3 bl bl

neN mieN,...,mneN

Entao, pela associatividade para somas nao ordenadas segue,

Za(Zhnen) = 1(0)
Zan Z b, 2™ by, 2T =

n mi,...,mMn

Y(Tan T bpbp ) w

m mi+...+mnp=m

7.32 Proposigao (Reciproco). Seja f(z) = ¥ a,2", z € D.(0), r >0, tal que

ap # 0. Entdao, existe >0 tal que vale o desenvolvimento em série de poténcias

1 " €
el Y bp2", Yz e Ds(0) .

12 Prova.

Dividindo f = f(z) por ag se necessario, supomos ag = 1. Por continuidade,
existe & > 0 tal que ¥, |an2"| < 1 se |z| < §. Indiquemos ¢, = —a,, Vn > 1, e
=Y sl 2™ = Y 2", Assim, se |z| < 0, temos as identidades finitas

p
1+Z|cnz"|+(2|cnz"|)2+...:Z(Z|cn||z|n) = el e, 20

P n P (n1,n2,...,np)eNP

Entao, pela associatividade para somas (nao ordenadas) seguem as identidades,

+00
T [ R ———
=0 n 1-Y cnz™ 1+Y anz™ f(z)7
Z Z Cpy 2" 2P =
P (n1,n2,...,np)eNP +00
N -
> byztV, by = 3 Cry--Cnj -
N=0 n1+...+nj=N

22 Prova.
Suponhamos ag = 1. Entao, g(z) =1- f(2) = ¥,51 002" € h(2) = 25 = ¥,0 2"
estao definidas em torno de zero e g(0) = 0. Pelo Teorema 7.31 existe § > 0 tal

que h(g(z)) = Tlf(z)] = ﬁ é uma série de poténcias sobre o disco Ds(0) =

Abusando da notagao escrevemos por praticidade Y na,z""! para uma série

de poténcias ¥, na,z"! visto que Oag = 0, qualquer que seja ag € C.
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7.33 Teorema (Derivagao). As séries f(z) = Y a,2z" e g(z) = Y nap,z"! tem

mesmo disco de convergéncia D(0;p). Se p>0 temos,

f'(z) =g(z), V2eD(0;p) .
Prova. Dividamos a prova em duas partes complementares.

(a) Da desigualdade ¥,,51 [a,2"| < |2| ¥ ps1 [nan 2"t segue: o disco de convergéncia
de g esta contido no disco de convergéncia de f. Ainda, se o disco de con-

vergéncia de f é degenerado entdo o de g também o é (fim do caso trivial).

(b) Suponhamos f convergente em D(0;7), 7 > 0. Fixemos R > 0 e z satisfa-
zendo |z| < R< 7. Seja h tal que 0 <|h| <7 =R-|z|. Para n > 2 obtemos
(Z + h,)n — _ nzn71 + h zn: (n)znphpz
h p=2 p
e portanto,

(z+h)n=2"
h

- nz

5 (e

Logo, ¥ na,z""! converge absolutamente e g converge em D(0;7). Por fim,

‘Z n(z+h

|h| n h=0
< §Z|an|R —> 0 m

S0

7.34 Corolario. Seja f(z) = Y anz™ com raio de convergéncia p > 0. Entdao, f
n>0
¢ infinitamente derivdvel no seu disco de convergéncia e,

(a) fF)(z2) = Z nn-1)..(n-k+1)a,z""*= Z o= k),an

(b) f € dada por sua série de Taylor centrada em 0,

f) = L0

n>0

(c) Se f(2)=0,Yze D,(0), entao a, =0, VneN.

Prova. Do Teorema 7.33 segue, por recursao, que f € infinitamente derivavel no

seu disco de convergéncia e também o item (a).
(b) Substituindo z =0 em (a) obtemos f*)(0) = klax. Logo, a; = f*)(0)/k!.

(c) Segue de (b) =
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+00
7.35 Teorema (Taylor). Seja f(z) = ¥ a, 2" com raio de convergéncia p > 0.
n=0

Dado zy € D(0; p), € vdlida a propriedade

£() - Zf 0 (g vz e Do - ).

Figura 7.7: Teorema de Taylor.

Prova.

Segue do Teorema 7.28 (Teorema de Translac¢ao) e do Corolario 7.34 =

+00 (n
A série Y W(z - 29)™ é a série de Taylor de f em torno de z.
n=0 ’
7.36 Corolario. Seja f(2) = Y a,z" uma série de poténcias com disco de con-
vergéncia D(0;p), p> 0, e zg € D(0;p) tal que f(™(z) =0, Vn >0. Entdo, f é

tdenticamente nula e a, =0,Vn >0.

Prova. Consideremos X = {w € D,(0) : f("(w) =0,Vn >0}.
Se w € X, pelo Teorema 7.35 temos f(z) = Y I )(w)( —w)" =0,sezeD(w;r),
para algum r > 0. Portanto segue que D(w;r) c X e, assim, X é aberto.
Também D(0; p)\ X é aberto: se w € D(0; p)\ X existe m tal que f(™ (w) #0
e entdao, pela continuidade de f(™) existe € > 0 tal que f(™(2) # 0, Vz € D (w)
e portanto D.(w) c D(0;p) ~ X. Logo, o conexo D,(0) é uniao disjunta de dois
abertos e assim um deles é o conjunto vazio. Como 2y € X, temos X = D,(0) e

f=0. Por tltimo, sendo f((0) = a,n!, Vn € N, concluimos a, =0, VneN m
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A seguir mostramos dois resultados para séries de poténcias analogos a co-
nhecidos resultados para polinomios. O primeiro corresponde ao fato de que um
polinomio de grau n > 1 tem zeros isolados. O segundo corresponde ao fato de

que um polinomio é determinado pelo seu valor em n + 1 pontos distintos.

7.37 Corolario (Principio dos Zeros Isolados para séries de poténcias).
Consideremos f(z) = ¥ a, 2™ com raio de convergéncia p > 0 e f ndo nula. Se
f(20) =0, z0 € D(0;p), existem m > 1, m € N, e uma série de poténcias g definida

em um disco D(zy;9), 0 >0, tais que para todo z € D(zy;0) vale,

f(z)=(z-20)"9g(2) eg(z) 0.

Prova. Seja f(z) =% %(z—zo)“, com z € D(zp;p") e p' >0, 0 que é garantido
pelo Teorema 7.35. Como f #0 e f(O(z) = f(z) =0, pelo Coroldrio 7.36 existe
o primeiro natural m > 1 tal que f(™(z) # 0.

L (n)
Assim, indicando b,, = fT(!ZO), n € N, temos

f(z) = +i)bn(z -2)" = (2 - Zo)m[bm + b1 (2 = 20) + bsa(2 — 20)% + ]

donde, notando que para z — zy # 0 a série no lado esquerdo converge se, e s se,
a série no lado direito converge, concluimos que ambas convergem em D, (zp).

Desta forma, g(2) = X[bm + bns1(2 = 20) + bnsa(2 — 20)? + ] é tal que
f(z)=(z-2)"9(2) e g(20)=bn#0 se z¢€D(z;p") .
Para finalizar, escolhemos 0 >0 tal que 0<d < p’ e g(z) #0se z€ D(z;0) m

7.38 Corolario (Principio da Identidade para séries de poténcias). Se-
jam Y a,z" e Y b,z" convergentes em D(0; R) e X c D(0; R) um conjunto com

ponto de acumulacio em D(0; R). E vdlida a propriedade abaizo:
se Zanz" = anz”,v,z e X, entao temos a, =b,,YneN .

Prova. Efetuando a subtracao Y a,z"-3 b,2" = ¥ (a,—b,)z" vemos que podemos
supor b, =0, Vn. Suponhamos entao que z; é um ponto de acumulagao de zeros
de f(2) =Y a,2". Pela continuidade de f temos f(zy) = 0. Entao, se f nao é nula,
pelo Principio dos Zeros Isolados zy é 0 tinico zero de f em algum D(zp;7),7 >0, 0
que contradiz a hipétese. Concluimos entao que f(z) =Y a,2" =0, Vz € D(0; R),
e portanto a,, = f((0)(n!)' =0, ¥neN m

24



EXERCICIOS - CAPITULO 7

1. Determine o dominio de convergéncia da série e esboce o grafico de f:

(0) f@) = % o (0) f(2)= 5 na”

2. Para t ¢ 277 e n € N valem as identidades

emt -1 sen(ng)

. it 4 21t 4 o3it | it _ - cin+) g
(@) L-e  sen($)
sen cos(n +1)% 1 sen(2n+1)%
(b) cos t+cos 2t + ... + cos nt = ( )2:__+(—t)2’
seni 2 2senz

2 2

este é 0 n-ésimo nucleo de Dirichlet.

cos 5 — cos(n + %)t sen—sen(n +1)%

(¢) sent + ...+ sennt = ,

13
2sen 5 sent 5

este é 0 n-ésimo nicleo conjugado de Dirichlet .

Sugestao: compute as partes real e imaginaria da expressao em (a).

+o00
3. Mostre que as séries ), <2 e Z SERL convergem, para todo x € R.

n=1 =1
Sugestao: Utilize o exercicio anterior e o critério de Dirichlet.

4. Determine o limite f(x) =lim f,,(z), Yz € X, e mostre que a sequéncia (f,,)

nao converge uniformemente a f, nos casos abaixo.

(a) fu(x)= jef,ﬁg‘jz), X =R. Dica: analise 0 que ocorre nos pontos &, = g-.
(b

L X =[0,+00). Dica: analise o que ocorre nos pontos x, = n.
(c) fa(x)= (Senx) ,sex+0e f,(0)=1, onde X =R.
(

)

)

)

d) fu(z) = (1 2na?)em= com X = R.

¢) fu(z) = <Zhr, com X =R.
) X

(
(f) X=[0,1] e

fn(l‘):{ (n_l)x, OSZL’S%

l-z, <<l
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5. Mostre a convergéncia uniforme de (f,,) em X c R nos casos abaixo.

(a) fo(x) =72 onde X =R.
(b) fu(z) =em™sinz, onde X = [0, +0c0).
(¢) fu(z) = zem=* onde X =R.

6. Determine o limite f(x) = 1ir+n fn(x), onde z € [0,1], e mostre que

n—+oo

1 1
lim [ fn(x)dxqt[ (lim f,(x))dx, supondo
0 0 n—>+00

1
71237 O <x < on
fa(x) =3 n2(5 -2), 5, <o <4,
0,f<x<1

7. Sendo f,(z) =

(determine f) mas nao uniformemente. Ainda assim,

1+n2x2, x € [-1,1], mostre que f, converge simplesmente a f

n—>+oo

lim /11 fo(x)dx = /11 nlignoo fulx)dz .

8. Para cadan > 1, seja f,(z) = x € R. Consideremos f(z) = lim fo(2).

nw2+1’

(a) Determine o dominio de convergéncia da sequéncia (f,). Esboce os

graficos de f e das funcoes f,.

(b) A convergéncia da sequéncia (f,) a funcao f é uniforme sobre R 7 E

sobre o intervalo [r,+00),7 >0 7

9. Paracadan > 1, seja f,(x) = 551, € R. Consideremos f(x) = hm fn(x).

1+n2

(a) Determine o dominio de convergéncia. Esboce os graficos de f e das

funcoes f,.

(b) A convergéncia ¢ uniforme sobre [0,1] ? Justifique. Vide sugestao no

livro.

(d) Mostre que fol[nlgn fu(@)]dz # lim [ fol)dz
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Mostre que a série dada converge uniformemente no intervalo dado.

(a) e = ¥ 2 em [-r,r],7 > 0. (b) Y 52 em [-r,r],0<7 < 1.
n=0 n=1

Mostre que a funcao dada é continua.

(a) f(z) = X 2=, weR (b) f(2) = 3 5z, v € [1,+00).
Seja f(x) = EO:O —1—=. Justifique a igualdade: fol f(z)dz =3 EO:O log(1+ ).
n=1 n=1

Sejam (ay, )nso € (bn)ns1 duas sequéncias em R. Suponhamos que

+00
F(;(;):% + Y [ancosnz + bysennz], e [-m, +7],

n=1

a convergencia sendo uniforme. Mostre que:

(i) a, =21 [T F(z)cosnzdr,¥n>0.

(i) b, =1 [77 F(x)sennzdr,Vn > 1,

A série é acima é a série de Fourier de F' e os numeros a,,n >0, e b,,n>1,

sao os coeficientes de Fourier de F.
Determine os coeficientes de Fourier de f(x) =22, -m <z <.
Determine os coeficientes de Fourier de f(z) = |z|, -7 <z < 7.

(a) Descreva o dominio da fungao g(z) = £ + ﬁi, (z =z +1y).

(b) Seja Q={x+iy:x>0e |yl <1} e considere a fungao f:Q - C,
+00 +oo
f(z):y[ e tdt+iy y", z=x+iyeQ.
0 n=0
Mostre que 2 ¢ Dom(g) e que f(z) =g(z), Vz e

Mostre que a fun¢do Re: z € C »Re(z) € C nédo ¢é derivavel em nenhum

ponto de C.
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18.

19.

Considerando o isomorfismo canonico entre R? e C, dado Q aberto em C
indiquemos por Q c R? o aberto identificado a Q por tal isomorfismo. Ainda,

dada f:Q - C indiquemos por f:Q - R? a funcio:

() = (Re(f(2)), Im(f(2))), z=a+iy .
Suponha que existe f*), Vk € N [em breve veremos que se existe f’ entdo
existe () Vk e N]. Entao, verifique os itens abaixo.

(a) Mostre que f é de classe C2.

(b) Compute a matriz jacobiana de f e mostre que o determinante jaco-

biano de f no ponto (x,y) € Q é |f(2)|, com z = x + iy.
Mostre que para uma funcao L : C - C sao equivalentes :

(i) L é C-homogénea [isto é, L(zw) = zL(w), Yz,w € C].
(ii) L é C-linear.

(iii) L é uma homotetia; isto é, existe A € C tal que L(z) = Az,Vz e C.
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