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6.1 - Introducgao

O conceito de convergeéncia de uma série ja havia sido utilizado algumas vezes
por Euler (no século XVIII também foi utilizado, entre outros, o de que o termo
geral tende a zero) e muitos matematicos haviam operado livremente com séries
divergentes e Euler tentara formalizar o estudo destas séries . Com Cauchy e sua
insisténcia em que as séries divergentes nao possuem soma, e o sucesso de Cours
d’Analyse (1821), a definicao atual se estabeleceu.

Em 1833, Cauchy notou que uma série de termos reais nao todos positivos
poderia ter uma sub-série divergente e Dirichlet (1837) apresentou os rearranjos
da série harmonica alternada: log2=1-3+3-T+..eSlog2=1+3—g+1+1-1+..
e provou a comutatividade para séries absolutamente convergentes.

Em 1854, Riemann escreveu (em seu Habilitationsschrift) que “ja em 1829,
Dirichlet sabia que as séries infinitas caem em duas classes essencialmente dife-
rentes, conforme permanecem convergentes ou nao apods seus termos terem sido
feitos positivos. Em séries do primeiro tipo os termos podem ser arbitrariamente
permutados; em constraste, o valor de uma série do segundo tipo depende da or-
dem de seus termos” e prova seu teorema do rearranjo: Uma série convergente (de
termos reais) que nao é absolutamente convergente pode convergir a um arbitrario

dado valor real C' apos uma apropriada reordenagao de seus termos.



Com o conceito de somabilidade, para efetuarmos a soma nao ordenada de
uma familia (a;);e; ¢ K, J um conjunto enumeravel arbitrario de indices, dife-
rentemente do conceito de séries desprezamos a ordem dos termos e veremos que
somabilidade e convergéncia absoluta sao conceitos equivalentes. Porém, a soma-
bilidade permite um melhor entendimento da convergéncia absoluta e generalizar

a propriedade associativa para séries, apresentada no Apéndice 6-A.

6.2 - Séries Absolutamente Convergentes e Comutatividade

+o0 +oo
Recordemos que Y a,, é absolutamente convergente se Y. |a,| < co.

+ 00
6.1 Definicao. A série Y a, € comutativamente convergente se todo rearranjo
+ 00
(reordenagdo) seu, Y. ay(n), com o : N — N bijetora, converge (a um mesmo

nimero). Dizemos entao que todo rearranjo tem mesma soma (finita).

(_1)n+1

nao é
n

6.2 Exemplo. (Dirichlet, 1837) A série harménica alternada f
n=1

comutativamente convergente.

Verificagao. Ja vimos, no Exemplo 5.14, que Y =log?2 = s. Entao,
n=1

+oo (71)'n+1
n

1 1 1 1 1 1 1
S = 1——+———+—__+___--'7
2 4 5 6 7 8

s 1 1 1

1
—= - —— +- ——+
2 2 4 6 8

e ¢ facil ver vale a identidade

1
—+ ..,
10

§:O+%+O—}l+0+é+0—%+0+1—10+...,

pois uma soma parcial de ordem 2n (par) da terceira e ultima série acima é igual
a soma parcial de ordem n da segunda série acima e, uma soma parcial de ordem
2n + 1 (Impar) da terceira série acima é igual a sua respectiva soma parcial de

ordem 2n. Somando a primeira série com a terceira série, ambas acima, obtemos

1 1 1 1 1
o —+t—t+—=—=+ ...,
7T 4 9 11 6

3s
2

| =

+

N —

:1+l—
3

que é um rearranjo da série inicial mas com valor diferente. m



Um exemplo como acima, em R, s6 poderia ocorrer com uma série alternada
pois, felizmente e como é esperado e mostramos abaixo, todos os rearranjos de
uma série de termos positivos tem um mesmo limite em [0, +o0]. Se este limite é

+00 dizemos que a série diverge comutativamente a +oo.

+00 +00

Recordemos que uma série Y. z, converge condicionalmente se ) 2, < oo e,

+o00

+o00o
ainda, Y |z,| = +00. Se z é o nimero tal que z = ¥ z, entdao z é a soma da série.

+00
6.3 Observacao. Para uma série Y, p, de termos positivos (isto €, p, > 0),

convergente ou nao, e com sequéncia de somas parciais (s,), € facil ver que

lim s, =Y p,€[0,+00] .

n—+oo

+00
6.4 Teorema (Convergéncia e Comutatividade). Seja ¥ p, uma série de

termos positivos (convergente ou nao) e o : N - N uma bije¢ao arbitrdria. Entdo,

+00 +00
Z Pn = Z Po(n)-

Prova. Computando o limite para n - +oo da trivial desigualdade

n +00
sz < Zpo(n)avneNa
=1 n=1

+00 +00

+00 +o0
segue que Y. pp < ) Po(n)- Vice-versa, também temos ) py(n) < X p, ®

+o00

6.5 Definicao. Seja Y a, uma série em R. A parte positiva de a,,, indicada p, ,

e a parte negativa de a,,, indicada q,, sio dadas por

Qn, Sea, > 0 0, sea, >
Pn = dn =
0, sea, < 0 -a,, Ssea, <
Para todo n € N temos,
0<p,<la Ay = Py — = lenltan
(65.1) Pn < an] | n = DPn = n . Pn N
0 < gn < |any] |an| = Pr + Gn Gn = 5

Mantendo a notagao na Definicao 6.5 investigamos abaixo as convergéncias ab-
soluta, comutativa e condicional de uma série de termo geral a,, € R, para todo

n € N, analisando as séries determinadas pelas sequéncias (p,) e (¢n)-



+00

6.6 Teorema. Seja Y a, uma série arbitraria de nimeros reais. Entao,
+00 +00 +00
(a) Zlan|=Xpu+ ¥ tn-
+0oo
(b) 1Se a série Y. a, converge absolutamente entao ela é comutativamente con-

vergente, as séries geradas pelas sequéncias (p,) e (qn) convergem e,
+o00 +o00 +o00
Zan = an_ ZQn
+00

+00 g
(c) Se a série Y, a, converge condicionalmente entio Y. p, = Y. G, = +00.

+0o0

+00
(d) 2 Se ¥ a, converge condicionalmente, existe rearranjo divergente de Y. a,.
Prova. Utilizemos as relacoes em 6.5.1.

(a) Pela Observacao 6.3 segue,

m

+00 m m +00o +0o
Z la,| = lim Z la,] = lim an + Z gl = Z lpn| + Z |qn] -
n=1 n=1 n=1 n n=1 n=1

m—+00o m—+0o —1

+00 +00
(b) Como 0 < p, < |a,| e 0 < g, < |ay,|, as séries Y p, e ¥ g, sdo convergen-
tes e pelo Teorema 6.4 comutativamente convergentes. Logo, é claro que a
+00

+o00 +o00
diferenca > p, — Y. ¢, = Y. a, ¢ também uma série comutativamente con-

vergente. De fato, supondo que ¢ : N — N é bijetora temos,

+00 +00 +00 +00 +00 +00
Zaa(n) = Zpa(n) - ZQJ(n) = an - ZQn = Zan .
+00 +o00 +00

(¢) Como ¥ a, converge, de a,, = p,—g, concluimos que Y p, converge < ¥ ¢,
+00
converge. Porém, de ¥ |a,| = +c0 vemos por (a) que ao menos uma entre
+00 +00

as séries Y, p, e > q, diverge. Logo, estas duas tltimas séries divergem.

+00

o0
(d) Por (c) temos +Z Pn = Y qn = +00 e reordenamos a série da seguinte forma:
na etapa 1, coletamos os primeiros termos, a, > 0, com soma > 1; na etapa
2, 0s primeiros termos negativos cuja soma com os anteriores é < 0, na etapa
3, subtraidos de N os ja escolhidos, coletamos os proximos termos positivos
cuja soma com os anteriores ¢ > 1. Por indugao, o rearranjo obtido ¢é tal
que a sequéncia (t,,) de suas somas parciais, admite subsequéncia (t,, ) com

tn, > 1,Yk, e uma outra de termos negativos e portanto, (t,) diverge m

!Teorema de Dirichlet, 1837.
2 A argumentacio na prova deste resultado provém da famosa prova do Teorema de Riemann.
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+o00

6.7 Corolario. Para uma série Y, a, em R, arbitrdria, sao equivalentes:
(a) A série e todos os seus rearranjos sao convergentes.
(b) A série é absolutamente convergente.
+0oo +00
(c) As séries Y. p, € ¥ q, sao convergentes.
(d) A série é comutativamente convergente.

Prova.

+o00
(a) =(b) Pelo Teorema 6.6 (d), a série Y a,, convergente por hipétese, nao é

condicionalmente convergente e consequentemente segue E:o |a,| < oo.
(b) < (c) Segue do Teorema 6.6 (a).
(b) =(d) Segue do Teorema 6.6 (b).

(d) =(a) Obvio =

+00
6.8 Observacao. Dada uma série Y., z, em C € claro que (verifique),

+o00
o A série complexa Y. z, € comutativamente convergente se e somente se as
+ 00 +00
séries reais Y, Re(z,) e ¥ Im(z,) sao comutativamente convergentes.

o Valem as desigualdades, para todo natural n,

(6.8.1) 0<|Re(z0)| < |zn] 5 O<|Im(z0)] < znl € |zn| < |Re(zn)|+[Im(2,)] -

Com tais observagoes obtemos o resultado abaixo para séries complexas.

+00
6.9 Corolario. Seja ) z, uma série complexa. Sdo equivalentes :
+00
(a) A série Y z, € absolutamente convergente.
+o0 +00
(b) As séries ¥, Re(z,) e Y Im(z,) sdo absolutamente convergentes.

+o00
(c) A série ¥ z, € comutativamente convergente.

Prova. Segue das observacoes acima e do Corolario 6.7 =
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6.3 - Somas Nao Ordenadas e Comutatividade

Abaixo mostramos uma forma de estimarmos o valor de uma série de termos
positivos que independe da ordem de seus termos, o que sera ttil para definirmos
somas de familias enumeraveis e, em particular, somas de sequéncias.

+o0o

6.10 Teorema. Seja Y p, uma série de termos positivos arbitraria. Temos,

+00
an = p, compzsup{ an:FcNeFfinito} € [0,+00] .

ner

Prova.
Consideremos (s,,) a sequéncia (crescente) das somas parciais da série dada

e FFc N, F finito e arbitrario. Pelas desigualdades,

+00
D, P S Smax(r) S D Pn € Sm= ), PRSP,
meF n=1 ke{l,...,m}

+o00
é 6bvio que p=sup{ ¥ pn: FcNe F finito} < ¥ p, = 111{1 Sp<p A
meF n=1 m=+oo

O teorema acima sugere o estudo de somas n3o ordenadas e para tal introdu-
zimos o conceito de familia somdvel. Somas nao ordenadas ocorrem naturalmente
em Teoria da Probabilidade e em Andlise Funcional. O tratamento geral de uma
soma de elementos x;, com ¢ € I, I um conjunto de indices, supoe I um con-
junto de indices totalmente arbitrério (vide Beardon [11]). Ao longo deste texto

o conjunto no qual uma soma ¢ indexada é sempre um conjunto enumeravel.
6.11 Definigao. Seja I um conjunto de indices enumerdvel e K fizo.

e Uma familia em K, indexada em I, € uma funcao x : I - K, que notamos

(z;),, onde x; = x(i) € o i-termo da familia, para todo i € I.

e Dadas duas familias (x;), e (v;), e A um escalar em K, definimos a adi¢do

(z:), + (y:i), = (z; +y;), e a multiplicagdo por um escalar A(z;), = (A\z;),.

Toda sequéncia é, claramente, uma familia. Nesta se¢ao I e J indicam conjuntos
enumeraveis de indices . Se I = Nx N =N? entdo z: Nx N - K é uma sequéncia
dupla. Se I =N x N x N =N3 entao x : N3 - K é uma sequéncia tripla.

Baseando-nos no Teorema 6.10 apresentamos as seguintes notacao e definigoes.

12



6.12 Definigoes. Dada uma familia (p;)icr de termos positivos indicamos

Yopi = SUP{ Zpi:FcIeFfim'to} :

el
e Se Y p; < oo, dizemos que (p;); € uma familia somével (ou, brevemente,

somavel) com soma Y. p;, também indicada Y. p; ou ¥ p;.
I iel

e SeI=N e (p,)n € somdvel, chamamos (p,) de sequéncia somavel.

6.13 Observagoes. Seja (p;); uma familia de termos positivos arbitrdria.

e Seja o:J — I uma bijecao. Efcicil ver que vale a igualdade Y. p; = Y Po(j)-
T J

Logo, a familia (p;); € somadvel se e so se a familia (py(j))s € somdvel.
+o00
e Sel=N, pelo Teorema 6.10 temos Y. p, = 3. Pn.

6.14 Coroldrio. Seja (p,) uma sequéncia de termos positivos. Entao, (p,) €
+00

uma sequéncia somdvel se e S0 se a série Y, p, € convergente. Nestes casos temos,

+00
an = an .

Prova. Segue da Observagao 6.13 =

6.15 Coroldario. Seja (p;); uma familia de termos positivos e 0 : N — [ uma

+00
bijecdo. Entao, (p;)r € uma familia somdvel se e somente se a série Y. Dy(n) €
convergente. Nestes casos temos,

+0oo

sz = Zpa(n) .

Prova. Segue da Observacao 6.13 e do Coroldrio 6.14 m

Comentarios.
+00
e A notagao para séries, Y. x,, indica que estamos somando os termos ordena-
damente: desde o prim%:ilro, x1, € entao o segundo x5 € assim sucessivamente
“ad infinitum”. A notagao ) x, para a soma da sequéncia (z,) indica que
estamos usando N apenas cgmo conjunto, sem relevancia das propriedades
de sua ordem. Assim, para a soma de uma sequéncia podemos substituir o

conjunto de indices N por qualquer outro conjunto enumeravel (infinito).

13



+00

e Visto que para uma série Y. p, de termos reais e positivos, convergente ou

divergente (para +oc0), vale a igualdade:

+00
an = me

concluimos que, para séries de termos positivos podemos utilizar livremente
a notacao Y p, pois nao ha risco de dubiedade se a interpretarmos como

uma série ou como uma soma (ndo ordenada).

6.16 Definigao. Seja J um conjunto de indices enumerdvel.

o Uma familia (x;); de nimeros reais é somavel se as familias (p;)s e (g;)s
das partes positivas e negativas de x;,j € J, respectivamente (v. Defini¢ao

6.5), sio somdveis. Se (x;); € somdvel, sua soma (ndo ordenada) ¢
2.% = P~ 245

o Uma familia (z;),; de nimeros complexos € somavel se as familias (Re(zj))J
e ([m(zj))J, das partes reais e imagindrias de z;, j € J, respectivamente,

sao somdveis. Se (z;); € somdvel, sua soma (ndo ordenada) €

Yzj = > Re(zj) + iy, Im(z) .

s

o Uma familia (z;); de nimeros reais ou complexos é uma familia absoluta-

mente somavel se a familia (|zj|); € somdvel. Isto é, se
Z|Zj| < 00

Comentarios.
e Escrevemos Y a; < oo para indicar que a familia (a;); é somavel.

e A definicao de familias soméveis dada acima é equivalente a usualmente
apresentada nos textos que abordam somas nao ordenadas (ou, dito de

outra forma, somabilidade). Vide Apéndice 6-C.

14



6.17 Lema. Seja (z;); uma familia em C e o : N - J bijetora. Sao equivalentes:
(a) (z;); € somdvel.
(b) (z;)s € absolutamente somdvel.
(c) +§|zg(n)| ¢ (absolutamente) convergente.

Ainda, ocorrendo (a) ou (b) ou (c) temos,

+o00
2% = D) -

Prova. Consideremos as familias (Re(zj)) e (Im(zj)) , e as familias de suas

partes positivas, (p;)s e (P;),, respectivamente, e de suas partes negativas, (g;);

e (Q;)J, também respectivamente.
(a) <(b) Utilizando 6.5.1 e 6.8.1 é facil ver que para todo j € J segue,
0 < max{p;,q;, P;,Q;} < || < pj+¢;+P+Q; .

Logo, temos Y. |2;]| < co se e somente se Y p;, Y q;, > P e ¥ Q; sdo finitas.

Donde, a familia (|z;|); é somével se e somente se (z;) é somével.

(b) <(c) Segue do Corolario 6.15.

Para finalizar, suponhamos que (a) ou (b) ou (c) vale. Pela Defini¢ao 6.16 temos

Y z; = Y Re(zj) +iXIm(z;), X Re(z;) = Xp;j -2 ¢ e XIm(z;) = X P - Y Q5.

Entao, aplicando o Corolario 6.15 obtemos

YPi= X Pon)s 20 = Loy, 2Ei=X Poy € Q=% Qom) -

Donde segue,

sz = [ Z Po(n) — Z qg(n)] + ZI: Z Pa(n) - Z Qa(n)]

+00 +00 1o
= Z Re[zo(n)] + 1 Z Im[zg(n)] = Z Zo(n) |

15



6.18 Coroldario. Seja (z;); uma familia somdvel e J um subconjunto de I.

Entao, a familia (z;)ies € também somavel.

Prova.

Pelo Lema 6.17 (b) temos ¥, |z;] < oo e, pela inclusdo J c I, a desigualdade
iel

Portanto, pelo Lema 6.17 (a), a familia (z;); é somdvel m

6.19 Proposigao. Seja K fizo. Sejam (a;); e (b;); familias somdveis em K e

A e K. Entao, as familias (a;+b;); e (Aa;); sao somdveis e valem as propriedades:
(a) Y(aj+b;) = Ya; + Xb;.
(b)) X ha; = XX a; .

Prova. Seja 0 : N - J uma bijecao arbitraria.

+00 + 00
a) Pelo Lema 6.17, as séries Y |ao(m)| € 2 |bo(n)| convergem. Entao, pela de-
(n) (n)
+00
sigualdade triangular a série Y, |ag(n) + bg(n)| também converge. Portanto,

pelo Lema 6.17 a familia (a; + b;); é soméavel e
+00 +o00 +o00
2.005+b5) = 2(aot) + boe) = 2o + Lboty = 205+ Qb

(b) Este caso é andlogo ao caso (a) e o deixamos ao leitor m

16



6.4 - Somas Nao Ordenadas e Associatividade

A associatividade para séries se encontra no Apéndice 6-A.

A associatividade para somas, diferentemente da restrita associatividade para
séries, se dd4 mesmo particionando N em uma quantidade infinita de subconjuntos
infinitos de N, o que pode ser obtido, por exemplo, listando os niimeros primos
I={1,2,3,5,7,.....}, em ordem crescente, e definindo F; = {1}; F5: o conjunto
dos naturais multiplos de 2; F3: o conjunto dos naturais multiplos de 3 mas nao
de 2; F5: o conjunto dos naturais multipos de 5 mas nao de 2 ou 3, e assim

sucessivamente e entao escrevendo N =U, F},, com F,nF, =@ se p#q.

Enfatizamos que os resultados nesta secao, para sequéncias somaveis, se es-
tendem trivialmente a familias somaveis indexadas em um conjunto enumeravel
I ao utilizarmos uma bijecao arbitraria ¢ : N - [. Os enunciamos e provamos

para sequéncias por comodidade.

O primeiro destes trés resultados mostra que podemos: (1) associar livremente
uma familia de nimeros positivos e (2) dissociar cada termo de uma familia de
nimeros positivos livremente como uma familia de niimeros também positivos; no
sentido de que tais operagoes nao alteram a somabilidade ou a nao somabilidade
da familia original. Em suma, para computarmos a soma de uma familia de

nimeros positivos podemos introduzir ou suprimir parenteses livremente.
Nesta secao utilizaremos as notagoes abaixo:
e O sfmbolo | indica uma reuniao de conjuntos dois a dois disjuntos.

¢ Uma particao de N é uma reuniao N = ) J;, onde I é um conjunto de indices
T

(enumerédvel), satisfazendo as seguintes condigoes:
(a) JinJy =@ sei+i', quaisquer que sejam i e i’ em 1.

(b) J; # @ para todo i€ I.

Meramente sugerimos ao leitor que antes de prosseguir na leitura mostre : “Dados
A e B, dois subconjuntos nao vazios de R, entao vale sup A+sup B = sup(A+ B),

com a convenc¢ao sup X = +oo se X nao é majorado superiormente”.

17



6.20 Teorema (Associatividade e Dissociatividade) Seja (p,) uma sequéncia

arbitraria de termos positivos. Seja N =) J; uma particao qualquer de N. Entao,
T

D Pa=) 2, Du

ielneld;

COM a4 CONVENCAO Y, Y. Pp =400, S Y. P, =+00 para algum i€ I.
ielned; ned;

Prova. Analisemos dois casos.

(1 ) Suponhamos Y. p, =+oo para algum ig € I. Pela Definicao 6.12 é ébvia
nEJiO

a desigualdade Y. p, =>p, > Y. p,. Donde segue ) p, = +o0, como desejado.
N

nEJiO

(2 ) Suponhamos Y p, < oo, Vi € I. Provemos duas desigualdades. Dado
neJi
F finito em N, por hipdtese existe um subconjunto finito de indices distintos

{i1,...,i} c I tal que F'c J;, u...u J; . Donde segue,

an < an+ e an < Z Z Pn

nel’ Jil Jik iel TLEJZ'
e entao, pela definicao de ) p,, obtemos a primeira desigualdade:

Yon £ DD P
icelned;
Para obtermos a desigualdade reversa, notemos que dado um conjunto finito

de indices distintos {41, ...,i;} ¢ I e conjuntos finitos F;_, com F; c J; se 1 <r <k,
entao os conjuntos J;,,...,J;, sao dois a dois disjuntos e portanto os conjuntos

i
F,,...,F;, também. Assim temos,

Z Pnt...+ Z Pn < an_

"€Fi1 nEFik

190"

Na desigualdade acima, fixando os conjuntos Fi,, ..., F;, e computando o supremo
sobre a familia dos conjuntos finitos Fj, contidos em J;, obtemos a desigualdade

Y Pt 2 Dnt..t ) Dy <) pn. Nesta desigualdade, fixos Fg, ..., F;, , computando
Ty F, Fy,

o supremo sobre a familia de conjuntos finitos F;, c J;, obtemos a desigualdade

Y Pt X Pnt X Pnt .t D Pn <Y pn. Assim, por inducao encontramos

Jiy T Fiy F,

> Pat Y Pat ot D Dp < DDy
Ty Ty iy
Por fim, como {i1,1s, ...,ix } é qualquer subconjunto finito de I concluimos

PIDIS I

i€l neJ;

18



6.21 Corolario (Lei Associativa Para Somas) Seja (a,,) uma sequéncia somdvel.

Suponha N = \JJ; uma particio arbitrdria de N. Entao, a famiia (ap)nes, €
T

somavel, para todo 1€ 1, e

INEDIPIS

1 neJi

Prova. Pelo Corolario 6.18 a familia (a, ), ¢ somavel, para todo i € [.

Em R, a identidade anunciada segue da decomposigao (vide Definigao 6.16)
Yan =Y. Pn— 2 qn, cOM P, € ¢, as partes positiva e negativa de a,, respectiva-
mente, para todo n € N, do Teorema 6.20 e da Proposicao 6.19.

Em C, a identidade segue da decomposicao ¥ a, = ¥ Re(a,) +¢Y Im(a,), do

caso real acima provado e da Proposicao 6.19 m

6.22 Proposicao. Seja (a,) uma sequéncia somdvel. Suponha (I,,) uma sequéncia
crescente arbitrdria de subconjuntos de N tal que UI,, = N (dita uma sequéncia

exaustiva para N). Entdo, a familia (a,)ner,, € somavel, para todo m e N, e

lim Z an:Zan.

m—+0oo
nelm,

Prova. Mantenhamos a notacao na prova do Corolario 6.21. Pelo Corolario 6.18,

a familia (a,)r,,,m € N, é somavel. Dividamos a prova em trés casos.

(a) Suponhamos a, > 0, para todo n € N. E facil ver que 0 < 3 ap < Y an,

nelm,

para todo m € N, que a sequéncia ( > an) ¢é crescente e que vale a
nelm
desigualdade lim Y a, <) a,, para a qual mostraremos sua reversa. De

m—+oo nEIm

fato, é facil ver que dado F' um subconjunto finito arbitrario de N, existe

meN

n € N tal que F c I, e obtemos ) a,< Y a,< lim ) a,. Donde segue,

neF nelm M=+ per .
> a, < lim Y a,. Porfim, como F' é um subconjunto finito arbitrario
neF m—+00 pey
de N, pela Definicao 6.12 segue a desigualdade desejada > a, < lim Y a,.
m—+0o0 TLGIm

(b) Suponhamos a, € R, para todo n € N. A demonstracao segue entao da

decomposicao Y a, = Y. pp — X ¢, € do caso (a).

(¢) Suponhamos a, € C, para todo n € N. A demonstracao segue entao da

decomposicao Y a, = ¥ Re(a,) +iY Im(a,) e do caso (b) m
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6.5 - Soma de uma Sequéncia Dupla e o Produto de Séries

Seguem versoes analogas ao Corolario 6.21 e Proposi¢ao 6.22 para uma sequéncia
dupla complexa (G(m)) nxn. Indicamos @y, = @(nm) 08 termos de uma sequéncia
duplae ¥ apm = Y Gpm = X @nm a soma (ndo ordenada) de uma sequéncia dupla.

NxN n,m

Ainda, indicamos a sequéncia dupla com a matriz infinita:

Teorema 6.23 Se Y || < 00 entdo (an,) € somdvel e,

(a) Se NxN=1JJ;, é€uma particio de NxN entao,
iel

Yo m = G

i€l (n,m)eJ;

(b) Se (Ix)ren € uma sequéncia crescente de subconjuntos de NxN satisfazendo

UIx = NxN (dita uma sequéncia exaustiva para N x N) entao,

lim Z Anm = Zanm.

fi=o0 (n,m)ely
+00 +00 +00 +00
(c) ¥ um= 2 ¥ Qun =2 anm (Séries iteradas/ somatorio duplo).
n=0m=0 m=0n=0

(d) Para toda bije¢ao o : N - N x N temos: kzz Ao(k) = 2 Qnm-

Prova. A somabilidade de (a,,,) segue do Lema 6.17.

(a) Segue do Coroldrio 6.21 (vide Figura 6.1 a seguir).
(b) Segue da Proposicao 6.22 (vide Figura 6.1. a seguir).

(c) Aplicando o item (a) e o Lema 6.17 (duas vezes), nesta ordem, temos

+0o0 +00

Zanmzz Zanmzz Zanma
NxN neN meN n=0m=0
+o00 +00
o resultado é andlogo para Y. ¥ an, (v. Figuras 6.2 e 6.3(a), a seguir ).
m=0n=0

(d) Segue do Lema 6.17 =
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+00 +00
6.24 Observacgao. Supondo Y. a,=a e Y by, =b, é facil ver que

+0o0 +o00 +0oo0 +oo

ZZanbmz ZZanbm:ab.

n=0m=0 m=0n=0

+oo

+oo
Antes de definirmos o produto de duas séries notemos que dadas ) a, e Y b,,
h4 infinitas maneiras de associarmos os termos da sequéncia dupla (a,b,,) para

formarmos uma série. Nestas notas usaremos apenas o produto de Cauchy abaixo.

+00 +00
6.25 Definigao. Dadas ) a, e Y b,,, seu produto de Cauchy ¢€ a série
+00
(aoho) + (aghy + arbg) + ... = Y ¢y, comec, = Y. apby
p=0 n+m=p
O produto de Cauchy surge, no caso finito, com a multiplicacao de dois po-
linémios arbitrarios e, no caso infinito, com o produto de duas séries de poténcias

arbitrarias. Vide Exemplo 6.27 e Figura 6.3(b), a seguir.

6.26 Corolario. Sejam > a, =a e Y b, =b séries absolutamente convergentes.

Entdo temos Y| anby,| < 0o e ainda,
(a) ¥ anby,, = ab.
(b) O produto de Cauchy das séries apresentadas € também uma série absolu-
tamente convergente e tem por soma

i)( Z anbm) =ab.

4
p= n+m=p

Prova. E claro que Y |anbym| = (Zlanl) (Z|bml) < 0o Assim, (anbn) é somavel.

+o00 +o00

(a) Pelo Teorema 6.23 (c) segue trivialmente Y a,b, = ¥ > anb,, = ab.

n=0m=0
(b) Considerando a parti¢ao (J,)pey de Nx N, J, = {(n,m) e NxN:n+m =p}
e entao aplicando o item (a) e o Teorema 6.23 (a) e o Lema 6.17 obtemos
+00 +o00
ab =Y apby = Y cp =D ¢y, cOmey = . Apbym € Y |g/<oo ®

peN p=0 n+m=p p=0
Comentario. Apresentamos a prova acima para o Corolario 6.26 (b), utilizando
o conceito de somas nao ordenadas, devido a: (1) sua concisao e (2) tal conceito
serd muito 1til para provarmos, também concisamente, alguns teoremas e regras
operatorias para séries de poténcias no préximo capitulo. Vide Exercicios 18 e

19 para provas muito simples (mas nao curtas) do Corolédrio 6.26 (b).
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lim Z Q5 = Z Apm
n—+oo In NxN
(a) Sequéncia exaustiva para NxN.

IL.NL,+ad,n+m, e Ul,=NxN

22 A= )
N I NxN

(b) Associatividade.

Figura 6.1: Ilustragdo ao Teorema 6.23 (b) e (a), respectivamente.

oo
Y aim
m=0

Figura 6.2: Tlustragdo ao Teorema 6.23 (¢) - ¥ ¥ anm

+00 +00
X X Gnm
n=0m=0
too
Y Gnm
m=0
+00 400
= Z Apm
n=0m=0 NxN

> apbp,

n+m=p

+00

Y X apby

p=0n+m=p

(b) NxN= U {(n.m) i+ m =)

Y X anm
m:OT:U
+oo
Y an
n=0
+oo
2_:00,7“
2. anbm
+m=1
N X N = UnEN N X {TL} g g’rﬁoduto de Cauchy
+00 +00
(a) 2 X Gum = 2 Gnm
m=0n=0 NxN

Figura 6.3: Ilustragdo ao Teorema 6.23 (¢)
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6.27 Exemplo. Justifiguemos a formula para o produto de Cauchy.

(a) Se ag+ajz+...+ap,z" e bg+b1z+ ...+ b, 2™ sao polindomios na varidvel z € C,

com coeficientes complexos, é claro que

n+m
(ap+ar1z+...+a,z")(bo+ b1z + ... + b, 2™) = Z cp2P, com ¢, = Z nbpm,
p=0 n+m=p

(b) Sejam f(z) = Z apz" e g(z) = Z by, 2™ séries em C e absolutamente con-

vergentes qualquer que seja z € C Pelo Corolério 6.26 (a) temos,

F()9() = T b = Y ab2
e pelo Teorema 6.23 (a),

Zanbmz”*m = Z Z by 2P = Z cp2P, com ¢, = Z b,

peN n+m=p pEN n+m=p

+00
Pelo Lema 6.17 temos ). ¢,2? = . c,2P. Por fim concluimos,
peN p=0

+00
F)9(2) = Lanbnz™™ = 50,27, comey= Y anb
p=0 n+m=p
6.28 Exemplo. Se |z| < 1, entdo a soma da sequéncia dupla dada pela matriz

. . L,
finita abaizo é Ty

z 22 2 24
22 23 A 5
23z 25 6

Verificagao. Inicialmente mostremos que a sequéncia dupla é somével.

A soma dos valores absolutos dos elementos na n-ésima linha, n=1,2,... é

n+p _ n+p _ |Z|n
pE Z 2]

peN |Z|

e, somando tais resultados obtemos,

4 b
21 X

neN + |Z |
Entao, pelo Teorema 6.23 (c) a soma da sequéncia dupla é

(1—Zz)2
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6.6 -A Funcao Exponencial Complexa e as

Funcoes Trigonométricas

6.29 Teorema. A funcao exponencial complexa,

+00 on

exp(z)zzo:% ,2€C
¢ bem definida, satisfazendo as propriedades abaixo.
(a) exp(z +w) =exp(z)exp(w), V z,weC .
(b) exp(0) =1, e para todo z € C, exp(z) ™" = exp(~z) e exp(z) # 0.
(c) A restri¢io de exp: C - C ao conjunto R € a fun¢do exp: R — (0,+00).
(d) exp(l) =e= +§Z$, onde e € o nimero de Euler (vide Defini¢io 3.81).
(e) Introduzindo a notagao e* = exp(z) temos,

e =e e || = eRe®)

(f) lim @1 _ 1, onde heC*.

(g) exp(z) € continua em C.

(h) }LH% ew;l_ez =e*,VzeC; onde heC*.

Prova.

(a) Utilizando a férmula para o produto de Cauchy das séries absolutamente

convergentes exp(z) e exp(w) obtemos,

+0o Zn +o00 wm +00 1
exp(z) exp(w) = (Z;}H (mZzom) = ;)m;:p n!m!z we =

L S U L Y CRa ) L
_p:op!,;n!(p_n);zw _p; Dl =exp(z+w) .

(b) E ébvio que exp(0) = 1. Assim, dado z € C e empregando (a) obtemos,
1 =exp(0) =exp(z — 2) = exp(z) exp(-2) .
Donde segue exp(z) # 0. Ainda mais, exp(z)~! = exp(-2).
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(c) e (d) Sao afirmagoes triviais (vide Proposigao 3.86).

(e) Como [Z| = |z|, segue que a funcdo conjugado C 5 z —» Z € C é continua.
Donde segue (vide Corolério 3.64),

- - ;
e? = lim ZZ—]:hm (Zz—')zhm Z——eg.

n—+oo A_O j n—>+00 j=0 n—+oo A_O j'

Q

Ainda mais,
|€z|2 = e%eZ = 767 = 717 = eZRe(z) — (6Re(z) )2
Entao, utilizando que e®¢(#) > 0 (vide Definigao 3.82) obtemos eRe(2) = |ez|.

(f) E f4cil ver que temos,

eh -1 1 (X hn 13X hn h  h?
== —-1] = = 1l+—=+—=+...
h h\= n! h = n! 21 3!
Logo, supondo |h| <1 e h # 0, obtemos
el -1 |h| |h|? 1 1
T— _§+?+ _|h||:5+§+:lg €|h|
Donde segue,
tim [ 2 1] =0
e -
(g) Dado z € C temos, pelo item anterior,
oh
lim(e“h—ez):limez( )hze 1.0=0
h—0 h—0
(h) Temos, pelo item (f),
llmw = llmw = lemeh_l = z .
-0  h om0 h I

Definamos a seguir as funcoes trigonométricas complexas sen z e cos z, z € C.
Notemos que até aqui, neste texto, a apresentagao das fungoes trigonométricas
esteve baseada em consideragoes geométricas.

Observemos que dado 0 € R temos,
2n 3 92n+1

(6.29.1) ez’e:[ - (= 1)n(2 ) ] " i[e_e (- )n(2n+1)' ]

Ainda, as partes real e imaginérla da série acima sao as séries de Taylor na origem

das funcgoes reais cos# e senf, respectivamente [vide Exemplos 3.10 (b) e (c)].
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Apresentamos entao as seguintes definicoes analiticas.

6.30 Definicao. Dado z € C, indicamos

2n 22n+1
+ ... = + "
(2n)! B e TR S s s

52
cosz=1- o ~(-1)

6.31 Coroléario (Férmula de Euler). Dado 0 € R temos,

e = cosf +isenf .

Prova. Segue da férmula 6.29.1 e da Definicao 6.30 =

A seguir, verifiquemos que as funcoes cosx e senx, com x € R, obtidas restrin-
gindo as funcoes complexas cosz e senz ao eixo real, possuem as propriedades

geométricas e analiticas que esperamos.
6.32 Teorema. As funcoes cosx e senx sao derivdaveis e satisfazem, Yx € R,
cos’' x = —senx e sen'r = cosw .

Prova. Do teorema 6.29 (h) segue, supondo a variavel h € R no computo abaixo,
ez‘x+ih _ eiz ei(z+h) — el
T=lim ——— = —lim
h—0 ih h—0 h

Logo, identificando as partes reais e imaginérias na identidade acima temos,

. sen(z+h)-senz ’
COST = lim ——~—— =sen’x
h—0
. s(x+h)—cos
senx = — hmw =cos’r m

h—0

A seguir, apresentamos a definicado do niimero 7 dada por Landau.?
6.33 Teorema. FExiste o menor numero estritamente positivo | tal que cosl =0
Prova. E ébvio que cos0 = 1. Mostremos que cos2 < 0. Escrevendo

22 24 26 28 210 212
cos2 = (1 3 + ﬁ) + [(—E + g) + (—(10)! + (12)!) ] ,

3Landau foi perseguido durante o nazismo por ser judeu, perdendo seu posto de professor em

Berlim. Bierberbach, um des seus detratores, alegara que sua matematica nao era germanica.

Provavelmente se referindo, entre outras “razdes”, a definicdo do nimero 7 sugerida por Landau.
) b)
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2 4
temos 1 — % + i—, = -1+ % = —% e com cada uma das parcelas entre colchetes

. 2n 2n+2 2n ,
satisfazendo _(22n)! + (§n+2)! = —én)! (1 - (2n+2)4(2n+1)) < 0, com n fmpar e n > 3.

Segue entao que cos2 < 0.
Assim, como a funcao cosz = Re(e™®), z € R, é continua, pelo Teorema do
Valor Intermediédrio ela se anula em algum ponto entre 0 e 2. Entao, ¢é facil

concluir que existe o menor real estritamente positivo [ tal cosl = 0 (verifique) =

6.34 Definicao (O nimero 7). Indicamos m=2l, | como no teorema acima.

6.35 Proposicao. Valem as propriedades abaizxo.
(a) |e?]=1=cos?0 + sen?0, VO e R.
(b) ei™2 =4 e €™ =-1.
(c) A fun¢ao exp(z) € periddica com periodo 2mi. Isto €, e**?™ =e* VzeC .
(d) Se 6 € (0,2m) entao e # 1.
(e) e# =1 se e somente se z € 2miZ.
(f) Se weC € tal que |w| =1 entao, existe um nico 0 € [0,27) tal que ¥ = w.
(9) A imagem da fung¢ao exponencial, exp: C — C, é C*.
Prova.
(a) Temos, |e?|? = ¢if ¢i0 = ¢i¥e=i0 = 0 = (cos @ + isen ) (cos @ — isen §) = 1.
(b) Pela Férmula de Euler e pela defini¢ao de 7 segue
™2 = cos(m/2) +isen(w/2) = isen(7/2) .

Pelo ftem (b) temos 1 = [¢i™/2] = [sen(7/2)|. Logo, sen(7/2) = +1. E facil ver
que cos é positiva em (0,%), implicando que senf é crescente em (0,%),

com [senf| < |e?| = 1, VO € R. Segue entao que sen(7/2) = +1 e /2 = 4.

(c) Temos e**27 = eze?™ = e#(e'™/2)* = e#4* = ¢,
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(d)

Dado 6 € (0,27), consideremos « = 4 € (0,%). Como cos0 =1 e cosZ =0
e a funcdo cosz (com cosx = sen’ x) é estritamente positiva neste intervalo
temos que a fungao senx é estritamente crescente neste intervalo. E claro
que sen0 = 0 e, pelo item (b), sen(5) = 1. Logo, concluimos que senx € (0, 1)
se z € (0,%). Portanto, supondo 1 = e¥ = (¢'®)* obtemos (/)2 = £1 e assim

e e {+1,-1,+i,—i}. Logo, sena € {0,+1,-1}, com ae (0,%) ¥

Dado n € Z temos, pelo item (c), e?™ = (e?™)n = ()" = 1.

Inversamente, se € = 1 entao 1 = |e?| = eR¢Z. Logo, pelo Teorema 6.29 (¢) e
(e), obtemos Rez = 0. Assim, podemos escrever z = iy, com y € R. E f4cil
ver que existe um tnico nimero inteiro n € Z tal que y € [2nm,2(n + 1)7).
Logo, y — 2nm € [0,27). Desta forma, utilizando o item (c) seguem as
identidades 1 = e* = e¥ = =227 = ¢(y=20m)i com y — 2n7 € [0,27). Entao,

pelo item (d) obtemos y — 2n7 = 0, Portanto, z = iy € 2miZ.

Seja w = a+ib, com 1 = |w| = Va? + b2.

Suponhamos a >0 e b> 0 [logo, a,b e (0,1)]. Como a fungao cosx restrita a
[0,7/2] é continua, estritamente decrescente e satisfaz cos0 =1 e cosm/2 =0,
pelo Teorema do Valor Intermendiério segue que existe 6 € (0,7/2) tal que
cosf = a. Entao, sen?6 =1-cos?6 = 1-a? = b2. Assim, como a funcao senx
é positiva em [0,7/2] [vide a prova do item (b)], segue que senf = b. Logo,

e = cosf +isenf = a+ib=w.

Suponhamos a < 0 e b > 0. Entao, existe 6 € (0,7/2) tal que e® = b - ai.
Assim, a =0 +7/2 € (7/2,7) e ei@ = el0+7/2) = ¢ilcin/2 = (b—qai)i = a+bi = w.
Suponhamos b < 0 e a # 0. Pelos casos acima existe 0 € (0,7) tal que

e = —a—bi. Assim, a =0+ € (0,27) e e’ = ee'™ = (—a—bi)(-1) = a+bi = w.
Os casos a =0 ou b =0 sao triviais.

A unicidade segue do item (d). De fato, dados 60 e 65 em [0,27) tais que
e = 2 ¢ claro que podemos supor 6, > 0;. Logo, temos 6, — 6, € [0,27)

e ainda, ei(02-01) = gif2e-if1 = pif1e=if1 = o0 = 1. Portanto, 0 —0; =0 e 0y = 0.

Dado w € C~ {0}, temos |w| # 0 e assim, pelo Teorema 3.83 existe z € R tal

que e* = |w|. Ainda mais, como ﬁ tem médulo 1, pelo item (f) segue que

w

- Logo, et =w m

existe y € R tal que e¥ =
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6.36 Proposicao. Peclo isomorfismo C = R?, para todo k € Z, € uma bijecao a
restricao,
{ exp: R x [k, km +21) — R?,

exp(x,y) = (e® cosy, e*siny).

' R2~{(0,0)}
exp

,,,,,,,,,,,,,,,,,, i
i 27TZ ~ \ /

R R

—9mi
””””””””” - 477;2 / \

Figura 6.4: A aplicacdo exp : R? - R2~ {(0,0)}

Prova. Deixamos ao leitor verificar m

Abaixo utilizamos a férmula, onde N é impar e z,w € C (v. Exercicio 6.23),

(Z+IU)N= Z [(N)ZQnJrlem + (2 ]\j_l)Zme2n+1] )
n

on+14om=N L\2m

6.37 Teorema. Sejam z e w arbitrdrios em € C. Entao,

sen(z +w) = senzcosw + Senw cos z .

Prova. Vide Exercicio 6.24.
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6.7 - O Produto de Duas Séries

Nao Necessariamente Absolutamente Convergentes

Consideremos a série

a qual nao é absolutamente convergente pois temos

1 S 1 Zl N
> e — =400,
vn+1l n+l n

mas ¢é condicionalmente convergente pelo Critério de Leibnitz.

+0oo

6.38 Exemplo. O produto de Cauchy da série Y. % por si mesma diverge.
n=1 V"

Verificagao.

Seja a,, = %, n € N. Dados m,n € N temos, 0 < (m-n)2=m?-2mn+n?e

2vm+1lvn+1l1<m+1l+n+l=m+n+2.

Entao, supondo m + n = p obtemos (-1)Pa,a, = m > z% e,

2 2
-1)P Ay > =(p+1)——=2>1, VpeN.
1) m;:p m;=pp+2 ( )p+2
Entao, como o termo geral ¢, = ). apna, do produto de Cauchy nao tende a
m+n=p

zero, segue que o produto de Cauchy é uma série divergente m

+00 +00 +oo
6.39 Definicao. Dadas ). a, e Y b, e uma bijecio 0 : NxN - N, a série Y c,,
+00 +00
com ¢, = apby, € p=0o(n,m), € um produto das séries Y. a, e Y by,.

+00 +00

Notemos que o produto de Cauchy entre duas séries . a,, e > b, nao é, em geral,
um produto. Porém, ele pode ser obtido por associacao de algumas das séries

definidas como um produto das duas citadas séries.
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+o00
6.40 Teorema (Mertens, 1875).* Se ¥ a, = A, com convergéncia absoluta, e
+

> b, = B, entao o produto de Cauchy destas séries converge e tem soma AB.

Prova.

n
Sejam ¢, = Y agb,_i €
k=0

Anziaky anibk‘a Onzicku Bn=B,-B.
k=0 k=0 k=0
Entao,

Cn  =agbg + (aghy + arbg) + ... + (aghy, + arb,_1 + ... + aybo)
=ayB,+a1B,-1+... +a, By
=ag(B+ Bp) +a1(B+fh1)+ ... + an(B + o)
=A,B+ (aofBn+a18p1+ ... +a,fo) -

Destacando a segunda parcela entre parenteses no ultimo membro acima,

Tn = @on + a1Bn-1 + ... + anfo ,

temos C,, = A, B+, e como lim A, B = AB, resta apenas verificarmos lim -y, = 0.

Por hipoétese,

+ 00
a=>la,)<o0 e limp,=0,
e dado € > 0 existe N € N tal que |3, <€, Vn > N. Donde, para n > N segue
|%| < |ﬁ0an + -~5N%-N| + |6N+1%-N—1| +...0+ |Bna0|
<|Boan + .08, N| +ea .

Assim, como lim a, =0, temos nl_1>r+no<> |Boan + ...0nan-n| = 0 e consequentemente,

n—+oo

limsup|y,|<ea Ve>0 m

4Franz C. J. Mertens (1840-1927), de ancestralidade germanica, nasceu em uma vila & época

na Prussia e hoje na Polonia e foi aluno de Weierstrass em Berlim.
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No capitulo sobre séries de poténcias, provaremos facilmente o resultado abaixo.

+00 + 00
6.41 Teorema (Abel, 1826). Suponhamos que as séries Y, a, € Y. b, e também
+o00
seu produto de Cauchy Y. ¢, convergem. Entao,
+o00

e (Sa)(X0).

+0oo

6.42 Definigao. A série Y. a,, a, =0, Vn e N, ¢ a série nula.

+00 +00
6.43 Teorema. Sejam Y. a, = a e Y b, = b séries convergentes nao nulas.

+00
Consideremos uma bijecao arbitrdria e fixra 0 : NxN — N e a série produto }. cp,
p=0
¢p = apby,, com o(n,m) = Entao tal série produto € absolutamente convergente

+oo

se e somente se as séries Y. a, € Z by, sao também absolutamente convergentes.

Ainda mais, sob tais hipdteses temos,
+00
Z cp=ab .
p=0

Prova.

(=) Por hipétese temos Y |a,by,| < oo e entao, para a,, # 0,

|ano| Z |bm| = Z |ano||bm| < Z |anbm| <oo,

e portanto Y. |b,,| < co. Analogamente obtemos ¥ |a,| < oo

(<) E claro que N
2 lepl < (lanl) (L bl) . VN €N

+00

Logo, 3’ ¢, ¢ uma série absolutamente convergente.

Por fim, ocorrendo uma das hipoteses no enunciado, temos que a sequéncia

dupla (a,b,,) é somavel e, pelo Lema 6.17 segue

Zanbm = iocpzab [ ]
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6.8 - Somabilidade de Cesaro

A Soma de Cesaro é uma das mais tuteis formas de somabilidade e muito
importante em Séries de Fourier (ja citamos que também o Critério de Dirichlet é
importante para Séries de Fourier). No Exemplo 3.53 (3) mostramos que se uma
sequéncia (z,) converge a z entao a sequéncia formada pelas médias aritméticas
de (z,) também converge a z. Vejamos entao que o conceito de somabilidade

segundo Cesaro ¢ mais geral que o de série.

+00

6.44 Definigao. Dada Y. z,, seja s, a n-ésima soma parcial desta série e

A série Y, z, é Cesaro-somavel [ou (C,1) somdvel] se (1,,) converge. Se limT, = s
+00

entao s € a soma de Cesaro [ou soma (C,1)/ de ¥ z, e escrevemos,
Yz=s (C1).
+00
6.45 Teorema. Se Y z,=s¢C entao
+00
Yz=s (C1).
Prova: Consequéncia imediata do Exemplo 2.46 (3) pois lims, =s =

6.46 Exemplo. Seja a, = 2", |z| =1, z # 1. Entao,

+00 1 +00

IEEL C.1) e Zl(—l)”‘l:% (€.1) .

n=1 _

z

Verificagao. Pela formula para a soma de uma progressao geométrica temos,

1 Al
Sp = -
"l-z 1-z
1
st s, 1o -ip(etez”) 1 12z(1-2m)
Tn = = = T 2
n n -2 n (1-2)
. 1-27 1-2n ,
Desta forma, visto que ‘Z((1_5)2)| = || 1_;2‘ < |1_2Z‘2, concluimos
. 1
Iim 7, =—— m
n—+00 1-2
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Apéndice 6-A - Associatividade para Séries

Nesta secao sao feitos alguns comentarios sobre a associatividade para séries.
Sendo que a se¢ao nao é imprescindivel para o entendimento do capitulo.

+o00

Dada uma série Y, a,, = a;+as+as+... com sequéncia das somas parciais (s,) a
+00

insercao de parenteses, ainda que infinitos, gera uma série Y b, cuja sequéncia das
somas parciais (,,) é, evidentemente, subsequéncia de (s,). Assim, a inser¢ao de
parenteses nao altera a soma de uma série convergente; mas, se esta é divergente,
pode até mesmo resultar em uma série convergente, como é o caso com a série
1-1+1-1+1-1+1.... que apds inserirmos determinados parenteses torna-se a
sérienula (1-1)+(1-1)+(1-1) +....

Para uma sequéncia (a,), real e somavel, provamos que Y |a,| < oo e desta
forma, escrevendo Y a,, = Y. pn—>. ¢n, Pn € G, as partes positivas e negativas de a,,,
veremos que podemos associar os termos, todos positivos, das somas Y. p, € Y. ¢,
de forma totalmente arbitraria e assim também com os termos da soma Y a,,.
Notemos para exemphﬁcar que para séries nao é em geral correto escrevermos

+00

Z an, =Y a,, + Z a, ., mas, para somas efetivamente temos (provaremos)
Yan=Y a,+ Y a,.
N 2N 2N+1

O caso de uma sequéncia complexa é facilmente redutivel ao caso real. Assim,
tendo em vista que ja provamos que as séries absolutamente convergentes sao
comutativamente convergentes, ganhamos muita liberdade ao lidarmos com tais
séries ao aplicarmos a elas o conceito de associatividade para familias somaveis, ao
invés da restrita associatividade para séries. As séries absolutamente convergentes
foram interpretadas pelo uruguaio J. L. Massera (1915-2002) como “séries de

borracha” e a tal comentario, modestamente adicionariamos “acrobaticas”

6.47 Observacao. Consideremos uma aplzcag:ao o : N - N estritamente cres-

+o0o

cente e as séries, reais ou complexas, Y. a,, € Z b,, relacionadas por:

bl =aptaz+..+0a5(1) ,...,bn+1 =0g(n)+1 T Ao (n)+2 + ... T Qg (n+1), N = 1,2, e

+00o +0o0

A série Y. b, € dita obtida da série Y. a, por assouacao (ou, brevemente,

+00

dizemos que a série Y, b, € uma associacao da série Z an)

+00

Inversamente, a série Y. a, € dita obtida da série Z b, por dlssoua(;ao (ou,

+0o

brevemente, dizemos que a série Y, a, € uma dissociacao da série Z by ).
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+00
Exemplifiquemos com a série harmonica ). % e a aplicacao estritamente cres-
cente 0 : N - N dada por o(n) = 2n. Entdo temos, by =1+3, by =3+, b3 =3 +¢
e portanto, de maneira geral, by = 1/(2k — 1) + 1/(2k) para todo k € N,

6.48 Observagao (Lei Associativa Para Séries). Suponhamos que a série

+o00 +00 +00

> b, € uma associacao da série Y, a, =a € K. Entao, Y b, =a.

Prova. Mantendo a notacao s, = a; + .... +a, e t, = by + ..... + b, = S5(n) SEgUE
trivialmente, lim¢?, =lim s,(,) = lims, =

+00

6.49 Observacgao. Seja Y a, uma série em K e absolutamente convergente.
Consideremos N = U F;, com F; finito e nao vazio para todo 1 € I, e tal que

F,nFj =& para i # j, uma particao de N por conjuntos finitos. Temos,

+ 00 +0o
Zan:Zui ;ose U= Z Gn, V1 el .
n=1 i=1 nek;
[Os conguntos F; i€, sao ditos dois a dois disjuntos se F;nFj =@, i+ j.]
+0oo
Prova. Segue da comutatividade da série Y. a,, vide Corolario 6.9(c), listando
sucessivamente, na etapa ¢, com ¢ = 1,2, ..., os termos a,, tais que n € F; e entao

agrupando-os pela associatividade para séries acima vista na Observacao 6.48 m
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Apéndice 6-B - Teorema de Riemann

+o00
6.50 Teorema (Riemann) Seja Y. a, uma série real e condicionalmente con-
+00

vergente. Dados x,y € [-oo0,+00], x <y, existe uma rearranjo Y. b, de ¥ a, tal

que, se S, =by +.... + by,
liminfs, =x e limsups,=y .

Prova. Sejam p, a parte positiva de a, e ¢, a parte negativa de a,. Como

+00

> a, < oo, temos 0 = lima,, = limp, = lim qn Entretanto > |an| = 400, donde

Y pn = +00 Ou Y. g, = +00 e, como existe lim Z a; = lim( Z Di — Z gi), concluimos
1=1 i=1 i=1
que Y. p, =Y. g, = +o0. Consideremos agora a particao

N=Pu@, com P={i:q;=p; 20} e Q={j:a;=-¢q; <0},

+00

e dois nimeros reais arbitrarios x e y. Reordenemos a série Y. a,, tomando os n;

primeiros indices em P, indicados {1,....,n1}, tais que

pP1+...+Dp, >y .

A seguir, tomamos os ny primeiros indices em @, indicados {1,2,...,n2}, tais que

Pr+Pe+ ..t Pny —q1—Q2— ... —(Qpy, <T .

Subtraidos em P os indices ja selecionados, escolhemos os novos primeiros indices,

indicados {ny + 1, ....,n3}, tais que

Pr+P2+ ...t Pny —q1—G2— .. —Qny T Pnyr1t oo Py > Y

Procedendo analogamente com @), retirados os indices ja coletados, pegamos os

primeiros indices {ns + 1, ...,ny} satisfazendo

Pr+p2t..tPny —Q1=Gq2= - —Qny T Pny+1 t oo T Png —Qng+1 = oo Gy <T .

+o0o +00

Continuando este processo ad infinitum obtemos um rearranjo Y b, de Y. a, tal

que se (s,) é a sequéncia de suas somas parciais temos, para ¢ impar,

Snjpy ST SY<Spgs Sny =Pny SY € Snyyy Fngy 2T 5
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donde segue 0 < = — Sy, < @ny+1 € 0< 5, —y < pp, € entdo (s,,), ¢ par, converge
a z e (s,), ¢ impar, converge a y. Além disso, é facil ver que para i fmpar,
n; <n < mngyq implica $,,41 < S, < Sy, Assim, se s é um valor de aderéncia de (s,,)
nao é possivel s > y e também nao é possivel s < . Logo, temos = < s <y e,
como x e y sdo valores de aderéncia de (s, ), concluimos que z é o menor valor de
aderéncia (i.e., z =liminfs,) e y o maior valor de aderéncia (i.e., y = limsup s,).

Os casos T = —00 ou y = +0o sao analogos, e simples, e os deixamos ao leitor m

+o00
6.51 Corolario. Seja Y. a, uma série real e condicionalmente convergente e x
+00
um numero real arbitrdrio. Entao, existe um rearranjo de Y. a, convergente a x.

Prova. Caso particular do Teorema 6.50, com z =y =
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Apéndice 6-C - Equivaléncia das Definicoes de Somabilidade

Com o Teorema 6.52 abaixo mostramos que em K é equivalente a definicao de
familia somavel apresentada neste texto, vide Defini¢ao 6.12, e a usual enunciada

no item (b) do resultado a seguir.

6.52 Teorema. Dada uma familia (a;);, sdo equivalentes:
(a) A familia (a;); € somdvel.

(b) Existe a€ C tal que Ve >0, existe um conjunto finito F, c J tal que

ZCLJ'—Oé

jeF

<e€,

qualquer que seja o conjunto finito F tal que F.c F c J.

Prova.

(a) =(b) Por hipétese, as familias (Re(aj))J e (Im(aj))J sao somaveis. Donde,
escrevendo a = Re(a) + iIm(«) e utilizando as desigualdades [Re(2)| < |z,
Im(z)| < |z| e |z] < [Re(z)| + |[Im(2)|, podemos supor (a;) e & em R. Entao,
as familias (p;)s e (¢;)s, das partes positivas e negativas de (a;),, respec-

tivamente, sao somaveis e temos

Ypj =P = sup{ij : F é finito e contido em J} < 0.
F
Dado € > 0 existe, por definicao de sup, F, finito contido em J tal que
P-e < ij < P.
Fe
Entao, se F' ¢ finito, com F, c F' c J, temos P-€< Y p; < ). p; < P e assim,
F. F
P-e< yp <P
F
Analogamente existe () € R e G, finito tal que, se G € finito e G, c G c J,

Q—ESZ(]J'SQ.
G
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Consideremos H, = F, u G,.. Para H finito tal que H, c H c J temos,
P-e<Ypi <P e Q-€e<>q <Q.
0 0
Portanto,
P-e-Q < Ypj - >q < P-Q+e,
H H
o que implica
e < Y pi-4)-(P-Q) < ¢
H

e, finalmente, pondo a = P - () e recordando a identidade a; = p; - ¢;,

| Z a; — Oé‘ < €,
H
para todo conjunto H finito tal que H, c H c J. Isto encerra este caso.

=(a) Analogamente ao caso “(a)=(b)”, podemos supor (a;) e o em R.

Dado € =1 existe F' finito (que fixamos) em J tal que
|Zaj—a|< 1, para todo G finito tal que FcGc J .
jeG
Seja H finito e arbitrédrio, com H c J. Seja H' = {j € H : a; = p; > 0}.

Entao, da desigualdade ). a; <Y p; segue facilmente
H'AF F

ZPJ':Z%Z Z%’Jf Zaj
H H'

H'nF H'\F

ij-i- Z a; —Oé+Oé—ZCLj.
F F

FU(H'~F)

IN

Assim, como p; ¢ positivo para todo j, pela desigualdade triangular segue

ijs ij+| Z a; —a|+|a—2aj| < ij+1+ 1.
H F F F

FU(H'~F)

Sendo F' fixo, Y. p; € um real fixo. Logo, da defini¢ao de supremo segue
F

J F

Ainda, como (-a;); também satisfaz (b) também temos Y ¢; < oo (com g;
T

a parte negativa de a;). Logo, por defini¢do, (a;); é somavel m
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EXERCICIOS - CAPITULO 6

+00

. Suponha que a série Y a, converge absolutamente. Mostre que também

convergem absolutamente as séries

(a) > al () > I se an # -1, () >

l1+a,’

2
an

5 -
1+a2
. Mostre que converge condicionalmente a série

n=1

+00
. Mostre, usando o produto de Cauchy de séries que se f(z) = ¥ a,z" entao,

n=0
1 +00 .
l—f(z) = > (ap+ ... +a,)2" .
-z n=0

. Mostre que o produto de Cauchy de duas séries absolutamente convergentes

¢ uma série absolutamente convergente.

. Mostre: converge absolutamente o produto de Cauchy das séries divergentes

(2+2+22+23 420+ )(-1+1+1+1+1+1+..).

. Sejam (a;); e (bj); duas familias somaveis (/ e J enumeraveis). Mostre
(5)(h) - Sobs

. Mostre que se |z| < 1 entao

T

+ + + + .. =
1+22  (a+22)?2  (1+a2)4

5 x 2 2 10 sex=0
21+22, seO<|z|<1.

Isot mostra que a soma infinita de fungoes continuas nao é necessariamente

uma funcao continua.
. Compute, para |z| < 1,
1+22+322+42%+ ... .
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9. Seja r > 1. Mostre que
1 1 2 4 8

= + = +— + + ...
r—1 r+1 r2+1 7r4+1 ¢8+1

10. Seja (f,) a sequéncia de Fibonacci, definida por fo =0, fi=1, fo=1e

fnio = fns1+ fn, paratodo n >0.

(i) Prove que existe ¢ = lim % Compute ¢, dita razao aurea.

n—+oo

(ii) Mostre que

+00 1

n=2 fn+1fn71 -

[fn+2]: [1 1 ][fn+1:|,sen20.
fn+l Lo fn

[;ﬂﬂ ;n ]:[1 (1) ] ,sen>1.
n n-1

(v) Determine uma férmula para f,.

1.

(iii) Mostre que

(iv) Mostre que

Sugestao: Suponha valida a férmula f, = a«A™ + B™, ¥n € N, para
especificos A, B, «a e 5. Entao, ache A e B tais que a formula seja valida

para quaisquer « e 3. Por fim, determine « e 3 tais que f; = fo = 1.

11. Seja x > 1. Mostre que a série abaixo converge e compute sua soma:

x x? x2"

“T1vz (1+2)(1+22) Tt (I+2)(1+22)...(1+22")

12. Suponha O<a<1e0<b<1. Compute

Z a™b"™ .

NxN

13. Seja Z o conjuntos dos inteiros. Mostre a divergéncia da soma
1

2 2 :
(m,n)eZxZ m* +n?+1
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14.

15.

16.

17.

18.

Expresse f(z) =

- 2)3, para |z| < 1, como uma série ag + a1z + asz? + ...

Suponha |z| < 1. Mostre,

+0oo nzn +00 Zn
i) (1-z7)2
n=1 n=1

Dica: Expresse uma série como um somatoério duplo.

Suponha |z| < 1. Mostre,

8z .\ 1622 .\ 2423 L 8z .\ 822 s 823 .
l-z 1+22 1-22 7 (1-2)2 (1+22)2 (1-23)2
Seja apy, = (_1”1?“, com m,n € {1,2,...}. Mostre que nao existe

D Qmn -

NxN
Porém, existem
+00 +00 +0o0 +00
[VIDID TN 35 SYUREED 35 ye
N—+o0
m=1n=1 m=1n=1 n=1m=1

+00
Roteiro para uma prova muito simples e muito facil de que dadas Y a, = «

e Z b, 5 duas series absolutamente convergentes entao o produto de

Cauchy, Z Cp, COM Cp = Y. apby,, satisfaz Z cp = af.

(a)

n+m=p

Suponha a,, e b, positivos para todo n € N. Sejam sy e ty as N-ésimas

+o00

+o00
somas parciais das séries ) a, =a e ). b, = 3. Verifique:

SNtN = (Cl0+...+CLN)(b0+...+bN) < cgt+ep+...+cony < SQNtQN.

+00
Conclua que Y ¢, = af (note que ¢, >0, Vp).

p=0
Suponha a,,, b, € R, para todo n € N. Sejam (p,) e (g,) as respectivas
sequéncias das partes positivas e negativas de a,,, n € N, e (P,,) e (Q.,)
as respectivas sequéncias das partes positivas e negativas de b,,, m € N.
Portanto temos a,, = p, — g, € b, = P, — Q,,. Entao, desenvolvendo e

aplicando (a) obtemos
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—
Mg
s
3
N—
—
M3
(wy)
3
N—
1

(Eopn _EOQn)(EOPm —+Zoon)

(En)(Er)-(En)(Ee)
{EEr)+(Eu)Ea)

+00 +00

_ (m;:ppnpm) -y (m%:panm)
= (L2 anPn)+ b ([ aQn)
= T 2 (0uPupuQu 0P 0Qu)]-

(¢) Desenvolva o caso em que Y z, e Y. w, sdo séries complexas absolu-

tamente convergentes.

Sugestoes:

(1) Utilize as notagoes z, = a, +1b,, com a, e b, em R, e w,, = ¢;, +id,,
com ¢, € d,,, em R.

(2) Devido as desigualdades
|an] < |2als bl <20l lom| < lwm| e |dn| < wal,

+00 +00 +00 +00
as séries Y. a,, Y. by, > ¢pn € Y. d,, convergem absolutamente.

(3) Desenvolvendo e aplicando o item (b) escreva

(52)(Fun) =(Fanri ) (FensiFan)-
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+00 +00

19. Roteiro para uma prova simples e facil de que dadas Y a, =« e Y b, =0,
+o00

duas series absolutamente convergentes, entao o produto de Cauchy } c,,

+00
com ¢, = . apby,, converge absolutamente e Y ¢, = a5. Verifique:
n+m=p

(a) Qualquer que seja a ordenagao atribuida aos termos da sequéncia dupla
(anby, ), obtemos uma série absolutamente convergente (e convergente).

Assim podemos considerar z € C o valor da série
z = aobo +CL0b1 +CL1b1 +CL1b0 +aobz+albg+a2b2+a2b1 +a2b0+

+CLOb3 + a163 + CLng + (l3b3 + CL3b2 + a361 + a3b0 +

(b) Introduzindo parenteses na série em (a) obtemos a série
(Gobg) + (a0b1 + Glbo + (Zlbl) + (a062 + ale + a2b0 + agbl + G2b2)+

+(aobs + a1bs + asbs + azbg + azby + azbs + asbz) +

com N-ésima soma parcial

(ag+ay+...+ayn)(bp+...+by) = sytn,

+o00 +0o0

sy ety as N-ésimas somas parciais de Y a, e >, b,,, respectivamente.

Logo, a série considerada neste item converge a af3.

(c) A série em (b) é tal que a sequéncia de suas somas parciais é sub-
sequéncia da sequéncia das somas parciais da série em (a), que con-

verge a z. Assim, a série em (b) converge a z. Donde, z = af.

(d) Reordene e associe apropriadamente a serie absolutamente em (a) para
obter a série, também absolutamente convergente, que é o produto de

Cauchy desejado, sem alterar a soma da série.

20. Dado N € N, verifique a féormula :

2NJ_F 1)22jw2k+1 N (2N+ 1)Z2k+1w2j]

)2N+1 — [(
2j+2k+1=2N+1 2] 2k +1

(z+w
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Prove (refaga a demonstracdo quando for o caso ou dé outra prova), para

z,w e C:

e? = ez+27ri

exp(2) = exp(2)

)
)

(C) exp(z) _
)

o) = exp(z - w).
Mostre que sen?z +cos?z =1, Vz € C.

Sugestao: Utilize as séries para sen z e cos z.

Verifique a férmula, onde N é impar e z,w € C.

N N
(Z + UJ)N — Z [( )22n+1w2m + ( )ZQmw2n+1] )
on+15am=n L\2m 2n+1

Sugestao: Teste o caso N =5.

Verifique a férmula, para z e w arbitrarios em C,
senzcosw + coszsenw = sen (z +w) .

Sugestao: utilize séries e o Exercicio 6.23.

Verifique a féormula, para z e w arbitrarios em C,

cos(z +w) = cos zcosw — sen zsen w .

Dado 6 € R, verifique a validade das definicoes de Euler para as fungoes
trigonométricas:
i 4 o-if il _ it

cost) = ——— , senf = :
2 27

+00
Considere a série . (z + ). Verifique:

(a) A série converge se |z + 1| < 1.

(b) Se as poténcias de (z + 3) sdo expandidas e o resultado ¢ entdo re-
arranjado como uma série em poténcias de z, entao a nova série de

poténcias nao converge em z = —1.

(c¢) Explique porque nao valeu a Lei Associativa neste caso.
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