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5.1 - Introducao

Talvez o mais antigo e famoso argumento envolvendo um somatorio infinito
seja o paradoxo “Dicotomia”, de Zenao de Eléia (entre 490 e 485 - c¢. 430 a.C.),

“Um corredor nunca pode chegar ao fim

de uma corrida pois antes de chegar

ao fim, ele precisa chegar ao meio.

Depois, ao meio do que falta

e assim sucessivamente ad infinitum?”.

Atualmente, interpretamos tal paradoxo como o computo do somatorio dos
termos de uma progressao geométrica infinita de razao 1/2 e, é claro, tal soma é 1.
Porém, para Zenao um somatorio infinito nao poderia ter soma finita. Quase um
século depois, Eudoxo (408-3557 a.C.) utilizou somatérios infinitos e computou
dreas e volumes (método da exaust3o).

Somatoérios infinitos enumerdveis sao a base do calculo integral e surgem
também com a férmula de Taylor e outros processos de aproximacao. Tendo
definido uma forma de somar, dada uma sequéncia investigaremos se é possivel
atibuir a ela um valor (a soma da série) e veremos que com frequéncia nao seremos

capazes de responder qual é este valor.



O axioma do supremo ¢ a ferramenta tedrica a indicar a soma de uma série de
termos positivos. Na pratica, comparamos a série com uma série geométrica para
decidir se existe ou ndo a soma da série [vide Exemplos 3.53 1(d) e 1(e)]. Séries
de nimeros reais que apresentam tanto termos positivos como termos negativos
requerem, em geral, cuidados extras e para estas mostraremos uns poucos critérios
neste capitulo e o Teorema de Riemann! no préximo capitulo. Séries de niimeros

complexos sao, é facil intuir, redutiveis a duas séries de niimeros reais.

Com a teoria de séries infinitas introduzida neste capitulo apresentaremos a

importante série binomial complexa.

As séries condicionalmente convergentes e as séries absolutamente convergen-

tes, introduzidas neste capitulo, serao analisadas mais detidamente no capitulo 6
(Somas N3o Ordenadas).

10 tedesco G. F. B. Riemann (1826-1866) criou a geometria que veio a ser utilizada na fisica

relativistica.



5.2 - O Limite de uma Série Convergente. Propriedades Operatdrias

Consideremos K = R ou K = C. Na defini¢cao a seguir enfatizamos que uma

série é determinada por uma sequéncia e uma particular forma de somaé-la.

5.1 Definigao. Dada uma sequéncia (a,) c K, a série de termo geral a,, [ou série
gerada pela sequéncia (a,)/ € o par ordenado ((a),(ss)), com (s,) a sequéncia
das somas parciais de (a,) € s, =ag+aj +..... +ay,, n €N, a soma parcial de ordem

n da série.

5.2 Definigao. A série de termo geral a, ¢ convergente se (s,) € convergente

e, neste caso, s = lim s, € K é a soma da série [ou limite da série/ indicada por

n—+oo
+00
s= Y a,. A série de termo geral a,, € divergente se (s,) € divergente.
n=0

+o00
Por tradi¢ao indicamos ambiguamente a série ((an), (sn)) pelos simbolos ¥, a,,
n=0
+00
> a, ou Y a,, que denotam a soma da série de termo geral a,,, se esta converge.
n>0

+oo +o00 +00
Indicamos que a série Y. a, converge por Z a, < 00 € pomos Y. a, = £00 se
n=0 n=0

lim s, = +00, onde s,, n € N, é a soma par(:lal de ordem n da Serle considerada.

n—+oo

+00
Ainda, escrevemos Y a, = Y. a, para indicar a sequéncia das somas parciais da
n2p n=p

sequéncia (b,), com b, =0sen<peb,=a,sen>p.
+o0

Para analisarmos se a série Z a, converge ou nao podemos ignorar qualquer

quantidade finita de seus termos pois fixado p € N temos,

n
Sp = Sp + Z Am, Y n>p,

m=p+1
+0oo
e é claro que existe lim Sp SE € SO se existe lim Z (075 isto e a série Z Qp
n—+oo n—>+oo —
m=p+1 n=0
+00
converge se € So se Z a, converge. Amda, se uma destas séries converge entao,
n=p+1

Zan—sp+ Z a,, VpeN .

n=p+1



+o00
5.3 Proposicao. Seja a, > 0,Yn € N. A série Y a, converge se, e 0 se, a

sequéncia das somas parciais, Sp, = aq + ..... + ay,, € limitada.

Prova. Imediata consequéncia do Axioma do Supremo ®

5.4 Proposigao. O espaco das séries convergentes em K € um K-espago vetorial.
+00

+00
Isto €, dadas Y a, e Y. b, séries convergentes em K e A arbitrario em K entao,
n=0 n=0

+00 +00
as séries Y. (an +b,) e ¥ Aa, sao convergentes em K e, ainda mais,
n=0 n=0

(1) T (an+b)= % an+ 3 by.
n=0 n=0 n=0

+o00 +00
(b) ¥ Aa, =AY a,.
n=0 n=0
Prova. Segue da Proposigao 3.28 (a) e (b). Deixamos a verificagao ao leitor. m

+00
5.5 Proposicao (Condicao Necessaria). Se Y. a,, converge entao lim a, = 0.

n—>+00

Prova.

Como S,,1 — Sp, = ay, , Vn, e por hipétese existe lim s, =x = lim s,,1, temos

n—>+00 n—>+00
lim a, = lim ($,41-8,) = lim s, — lim s, = z—-2 =0 m
n—>+00 n—>+oo n—>+oo

n—+oo

+00
5.6 Exemplo. A série Y sin(%) diverge pois, lir+n sin(%r) # 0.

[ee]
5.7 Exemplo. A série geométrica Y 2" =1+z+2%2+ ... +z"...,2€C, satisfaz:

n=0
+00 1
Zz"zl , se|z| <1, e diverge se|z|>1.
n=0 -z

Verificacao.

Pela féormula para a soma de uma progressao geométrica finita temos,

1_zn+l
L+z2+22+... +z"=1—, sez %1,
-z
e jd vimos que lim z"*1 =0, se |z| < 1. Logo,

n—+oo
+oo 1 n+1

. . -z 1
Yz"=lim (1+z+2% +... +2") = lim = , selz|<1.
n=0 nereo n—+oo ] — 2z 1-2

Se |z| 21 temos lim 2" # 0 e entdo, pela Proposi¢ao 5.5 a série dada diverge m

n—+oo



+00

A seguir ilustramos geométricamente a série Y. ¢", ¢ >0 e g # 1. Notemos que
0

n=
se 0 é o angulo indicado na Figura 5.1, a cotangente de 6 é

1+qg+....+q"+ ... 1 q qn
cotf = = = S S
1 l-q q-¢ q" - q*!

Figura 5.1: Série Geométrica de Razao ¢ >0, ¢ # 1.

Q
W
L)
N
T
(S

5.8 Definicao. A série de Taylor? de f : (a,b) > R, f e C*, em torno de xq,

calculada em x, €

(n) xO

A série de Taylor de f avaliada em x pode convergir ou nao a f(x) e pode divergir

(v. Exercicios). O polinémio de Taylor de ordem n de f em torno de xg é
(n) T
Pu@) = flao) + O e0) - m0) + Lt (g v L0 e
O erro cometido ao aproximarmos f (:c) por P,(z) é
Ry(z) = f(x) - Po(x) .

A série de Taylor de f no ponto x converge a f(x) se, e s se, lir+n R,.(x) =0.

No apéndice provamos as férmulas de Taylor com resto infinitesimal, integral,

de Cauchy e de Lagrange.

5.9 Definigao. A série de Maclaurin? de uma funcao f: (-r,r) >R, comr >0 e

feC>, ¢ a série de Taylor de f em torno do ponto x = 0.

2B. Taylor (1715). Tal série j4 era conhecida pelo escocés J. Gregory (1638-1675) e, na India,

antes de 1550.
30 escocés C. Maclaurin (1698-1746), em 1742. Alguns mateméticos a anteciparam e Gre-

gory ja as conhecia para tanz, secz, arcsecx e arctanx, vide Exemplo 3.14. Clio, a musa da

histéria, é com frequéncia caprichosa ao batizar teoremas.

10



5.10 Exemplos. As séries de Maclaurin das funcoes reais e*, senx e cos.

+00
(a) Pela Proposigao 3.86 segue que e* = Y, %T,L, VxeR.
n=0

(b) Pela férmula de Taylor com resto de Lagrange para a fungao sen x na origem

temos, fixado = € R,
k1

(E+1)1°

2 k
senz =sen(0) +sen’(0)x +sen"(0)%+ ..... + sen(k)(O)%+ sen 1) ()

para algum T entre 0 e 2. E claro que senn("(z) = (~1)"senz e também

sen(2*1)(z) = (=1)"cosx e assim, sen®(0) = O e sen®*(0) = (-1)™
k+1

Ainda mais, é ébvio que |Sen(’“+1)(:v) G Lzt

< Gt k+1), sendo que pelo Exemplo

3.53 2(b) temos |(k|+—1), — 0 quando k — +o0. Logo,
x?) 1'5 .’L'7 $2n+1 x2n+1
- =+ — - " . " :
sen(w) =2 51+ 5 MRS oy T Z( V' @ns

(c) Similarmente a (b) temos cos®*® z = (=1)" cos z, cos®***1) z = (=1)"*! sin z,
cos (0 = (-1)", cos@*D 0 =0 e

4 2n 2n

Gyt 2D G

5.11 Exemplo. A série harménica, Zo:o L. diverge*. Vide Exemplo 3.53 1(c).

n=1

5.12 Exemplo. A série harmonica generalizada Z =5, converge se p > 1 e diverge

sep<1.

Verificagdo. Fixo p> 1, se sgn_; é a (2" — 1)-ésima soma parcial da série temos

sznl—1+(l i) (i i l 1)+...+[( 1 + 1 Fot 1

o 3p 4p 5p 6r Tp 2n—1)p (2n—1+1)p
4 on-1 n-1 1 um 1
<At —t ot = Y (=—)"< . Vn,
N O]

+0oo

e como Y, # é uma série de termos positivos, a sua sequéncia (s,) das somas

parciais é limitada e pela Proposicao 5.3 a série converge. Desta forma, se p <1

temos ), n—lp >y % e, pelo Exemplo 5.11, a série dada diverge.
n=1 n=1

4N. Oresme (13237-1382), parisiense e bispo catélico, provou este resultado em 1350, um

grande feito a época.
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5.3 - Convergéncias Absoluta e Condicional. Critério de Cauchy.

+o00
5.13 Definigao. A série Y. a, €
+o00
(a) absolutamente convergente se Y. |a,| < co.

+0oo
(b) condicionalmente convergente se é convergente e Y. |a,| = +oo.

5.14 Exemplo. Mostremos a convergéncia da série para logx, chamada série de

Mercator (1668)°, e a convergéncia condicional da série harmdnica alternada dadas

respectivamente por:

22 3 ph B n+l
log(1 =r—- —+ — - —+ —+... +(-1)" + e -1< z< 1
11 1 1
log2 =1- -4+ —— —+ —+..... -1)" F o
o8 273 15 R
Verificacao.
Da progressao geométrica 1 —¢ +¢2 -3+ ....(=t)" = %, t # —1, obtemos
1 _t)n+l
T =1—t+t?—t3+....(—t)”+L t+-1

+t 1+t

que integrando acarreta

z ] 2 3 4 xn+l n+l
log(1+x):[0 mdt:x—x—+x——x—+ A+(- 1)" +[o (=) dt, ze(-1,1].

2 3 4 n+1 1+¢

Caso x €[0,1]: se0<t<x<1entdotemos 1<1+te
z (—+)n+l T n+2
‘f (=) dt| < f A T < I noves 0.
o 1+t 0 n+2 n+2
Caso x € (-1,0): se 1<z <t<Oentdao 0<l+a<1+¢<1, 1< <,
tn+1 1 0 1 n+2 1 s 00
’f ( ) ‘S [ ’(_t)n+1|dt: |.1'| < + 0m
1+t 1+z Ja l+zn+2 = (1+2)(n+2)

°0 danés N. Mercator (1620-1687), que desenhou as fontes de Versailles. Pietro Mengoli

(1625-1686), também danés e um dos principais precursores do estudo de séries infinitas, obteve

o mesmo resultado e chamou de logaritmo natural os valores determinados por tal série.
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5.15 Exemplos Mostremos a convergéncia da série para arctanx, dita série de

Gregory(1671)5 e da série de Leibnitz, dadas respectivamente por:

3 I p2n+l
arctanr= r—- — + — ——....+ (-1)" o, o<1,
3 5 7 2n+1
11 1 1 1
(Leibnitz) == 1- =+ —— —+ —+..(-1)"*! +
4 3 5 7 9 2n+1
Verificagao.
Similarmente ao Exemplo 5.14, integrando
1 $2(n+1)
=1-t2+tt+ L+ (D) + (1) —— | teR
1+ ¢2 (-1) (=1) 1+¢2 7
obtemos,
3 5 7 n+1 @ 42(n+1)
arctan(z) = x - S x—....+(—1)"x + (=1)"*! dt ,zeR
3 5 7 2n+ 1 o 1+t

Concluimos entao mostrando que para |x| < 1 a parcela contendo a integral na

equacao acima tende a zero se n - +oo. Temos,

/$t2(n+1) dt
0

Observacdo: A série de Leibnitz converge condicionalmente pois, claramente,

x $2(n+1)
1+¢2

Q:2n+3
2n+3

1 n—>+oo

2n+ 3

dt <

0O m

<

I

+00 +00
1 1 8 1L _1v1_
5.7 2 5, e, utilizando o Exemplo 5.11, 3} 5-=5 ) - = +oo.

+o00
5.16 Critério (de Cauchy para séries numéricas).” A série ¥ a,, em K, é

convergente se e somente se ¥ e >0, existe ng € N tal que
|Gyt + Qoo + ... + Qpip| < €,YN >0, VpeN .

Prova.
E claro que |ay 1 + Gpio + ... + Apip| = |Snip — Snls Sn a n-ésima soma parcial da

série, que converge se e s6 se (s,) é uma sequéncia de Cauchy. Donde, a tese m

O teorema a seguir é fundamental, segue trivialmente do Critério de Cauchy
(5.16) (solicitamos ao leitor verificar), serd provado elementarmente no Lema 6.2,

e abaixo mostramos uma outra e simples prova.

6Gregory foi o introdutor do termo convergéncia e deduziu a série de Leibnitz antes que este.
"Bolzano, em 1817, antecipou o Critério de Cauchy, com uma prova “circular”, como era de

Se esperar.

13



5.17 Teorema. Toda série, em K, absolutamente convergente é convergente.

Prova.
+00
Inicialmente notemos que uma série . z, em C converge absolutamente se, e
+00 +00
sé se, suas partes real e imagindria, Y. Re(z,) e Y Im(z,), respectivamente, sao
séries absolutamente convergentes em R, pois
max { [Re(z)|, Im(2)| } <|z| < [Re(2)|+ |Im(2)|,VzeC .

+00

Assim sendo, ¢é suficiente provarmos o teorema para uma série real Y. a,, a, € R,

+00
tal que Y |a,| < +oo0. Neste caso temos,
0< ap+|ay < 2lay,|, VneN,

e Z (an+|ay|) é uma serle em [0, +00) cuja sequéncia das somas parciais é limitada
superiormente por 2 Z |an|. Pela Proposmao 5.3 segue que Z (a, +]ay,|) converge

e entao, como Z (=] an]) < oo, Z ap = Z (an+|an]) + Z -|a,| também converge m

5.4 - Critérios para Convergéncia Absoluta

+00 +00

5.18 Critério da Comparacao. Sejam Y a, e > b, séries em C. Suponhamos

que existem ¢ >0 e ng € N tais que
+00
lan| <c|byl, VR>ng, e D |bpl<oo.
+00
Entao, ¥ |a,| < .

Prova. Segue trivialmente da Proposicao 5.3 m

+00
5.19 Exemplo. A série Y. %sin% ¢ convergente.
n=1
Verificac3o.
Pela conhecida desigualdade sind| < |6], 6 € R, segue |tseni| < L, VneN.

Pelo Exemplo 5.12 temos Z > < 0o0. Entao, pelo Critério da Comparacao 5.18 e

Teorema 5.17 a série dada converge m

+00
5.20 Exemplo. Temos, . 0 = +00.
n=2

Verificacao.
+o00
Como e = Y, ’;—f >n, Vn € N, computando o logaritmo natural nos dois lados
p=0 "~
desta inequacao obtemos, Vn € N, logn <n e @ > % Mas, pelo Exemplo 5.11,
+00

3 % = +o00 e assim, pelo Critério 5.18 ou Proposicao 5.3, a série dada diverge m

14



+o00 +o00
5.21 Critério do Limite. Suponhamos, em C, as séries Y. a, e Y. b, ,bys #0,

satisfazendo lim% =L e [0,+00]. Valem as propriedades abaizo:

+00 +00
(a) Se L=0 entao, Y |by| < o0 = ¥ |ay|< 0.
+00 +00
(b) Se 0 < L<+oo entdo, ¥ |a,|< oo <= ¥ |b,|< co.
+o00 +o00
(c) Se L =+o00 entao, Y |b,|=+00 =3 |a,|=+co.
Prova.
(a) Se L =0, existe ng € N tal que |a,| < |b,|, Vn > ng. Logo, ¥ |an| < Y |by| < +o0.
ng ng

(b) Existe ng tal que, se n > ng, |by|% < |a,| < 3£[b,|. A tese segue do Crit. 5.18.

+00 +00
(c) Existe ng € N tal que, se n > ng, |a,| > |by]. Logo, ¥ |ax|> ¥ |by|=+c0 =
nxngo

n2ngo

+0oo

3 4on_
5.22 Exemplo. Temos, Y, —ont2io3 < oo

Verificagao.

+00
Como a série ), # é, pelo Exemplo 5.12, convergente e

13n3+2n-3 2 3

: n”+4n°-3n2+20 : n4(13n3 +2n - 3) : 13+ n2 _ n%
lim === = lim = lim Y EE—T
n—+oo = notoo N7 +4nd —3n2 + 20 mnotoo | + = -2 4=
n n nS ' n?

=13,

pelo Critério do Limite (5.21) a série dada, de termos positivos, é convergente m
+o00

5.23 Exemplo. Temos, Y ﬁ = +00.

Verificagdo.
1

Pelo Exemplo 3.53 1(f) temos lim 25 = im ,%n =1 e pelo Exemplo 5.11

n—+oo

n

+00
segue que Y, % = +o00. Logo, pelo critério 5.21, a série dada também diverge m

A apresentagao dos critérios da raiz e da razao é razoavelmente geral, e utiliza
os conceitos de limsup e liminf. Com frequéncia, mas nao sempre, poderemos
substituir tais limites pelo usual. Abaixo, enfatizamos tais fatos e relacionamos

estes trés referidos limites com os dois mencionados critérios.
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5.24 Teste da Raiz.® Seja Jrfjoan, em C, tal que limsup {/]a,| = R € [0,+00].
(a) Se R<1, a série +Zo:o a, € absolutamente convergente.
(b) Se R>1, a série +Zo:o a, € divergente.
(c) Se R=1, o teste é ineficiente.

Prova.

(a) Fixando A tal que 0 < R < A < 1, pelo Corolario 3.50 existe ny € N tal
que, se n > ng entdo {/|a,| < A e assim, |a,| < A". Logo, pelo Critério da

+00
Comparagao 5.18 a série Y. |a,| converge.

(b) Para A tal que lim sup3/|a,| > A > 1, pela definicao de limsup existe uma
subsequéncia (an,) de (a,) satisfazendo "¢/|a,,|> A, Yk € N. Desta forma
+00
obtemos, |a,, | > A" > 1, Vk, e portanto Y. |a,| = +oo.

+o00

(c) A série Z diverge enquanto a série Y - ~5, para p > 1 arbitrario, converge.

Entretanto temos, lim n— lim n— =1m

n—>+oo n—+oo

Adendo ao Teste da Raiz. Se llm Vl|an| = pe[0,+00] entdo R =p. Se p¢{0,1,+0c0}

+00

in off” que a série Z la,| se comporta como a série geométrica Y, R™.

[44

dizemos
~ +oo .
5.25 Teste da Razao® Dada Y a,, em C, a5 #0, consideremos

r= liminfw e R= limsmpM :
[ [

+00
(a) Se R<1, a série ¥, a, € absolutamente convergente.
+00

(b) Ser>1, our=+o0, a série ¥, a, € divergente.

(c) Ser<1<R, o teste é ineficiente.

8Também dito Critério de Cauchy (1821), o qual o enunciou: “ Ache o limite ou os limites

. ~ 1 . .
para os quais a expressdo (u,)= converge quando n cresce indefinidamente e denote por k o
maior destes limites, ou, em outras palavras, o limite dos maiores valores da dita expressdo. A

série serd convergente se k < 1 e divergente se k > 1”.
9Também chamado Critério ou Teste de d’Alembert. Este teste j& era bem conhecido

anteriormente a d’Alembert.
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Prova.

(a) Seja A € R tal que R < A < 1. Pelo Coroldrio 3.50 existe ny € N tal que

para n > ng temos % < A. Entao, para n > ng obtemos a desigualdade
n

lan| |an-1] |lln0+1|

+00
ou] = e 2ol | < vl donde sege 5 | < +oo.

(b) E claro que existe ng tal que n > ng implica “T’”‘l' > 151080, |ani1| 2 |an| > |an,|-

(c) Vide exemplos no Critério da Raiz 5.24 (c) (v. também Exemplos 5.26) m

Adendo ao Teste da Razdo. Se lim‘M

= p € [0,+00] entdo r = R = p. Se

p¢{0,1,+00}, dizemos “in oft” que Z la,| se comporta como a série Y, pn.

5.26 Exemplos. As séries abaizo convergem pelo teste da raiz enquanto o teste

da razao € inconclusivo para ambas.

fon Ll 1 111
(a) Dada a série 5 + 3 + 57 + 37 + 55 + 35 + ... temos,

11 , a1 1
liminf /a, = lim /< = 75 lmsup Yan=lim () o = —

lim inf

2 g
anl :1im(§)" =0, lim sup it zhm(i)" = +00,

fri 1 1,11 1,1 1
(b) Dada a série 5 +1+ 5+ 7+ 35+ 35+ 55 + g1 + -~ t€mos,

. opOp 1 . An+1
liminf ——~ = =, limsup — =2,
an, 8 an,
/ay, = 2 se n é impar, /a, n_l = 2 1 sen é par e assim, lim ¢/a,, %

5.27 Exemplos. As séries complexas obtidas das séries de Maclaurin de e*,

senx e cosz, trocando a varidvel x € R pela varidvel z € C convergem absoluta-

mente em todo o plano complexo.
Verificagdo. Sendo as séries, respectivamente, Z z ( )”% e g %
(vide Exemplo 5.10), basta mostrar Z |n < oo pois as outras duas sao, em valor

absoluto, majoradas por esta. Aplicando o Teste da Razao 5.25, e observacao que

o segue, encontramos lim ‘ (;1),2,1‘ = lim % =0,VzeC*m
n—+oo
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5.28 Teorema. Seja (x,) uma sequéncia limitada em (0,+00). Temos,

.. Tp+1 .. . . Tnal
liminf =~ < liminf /z, < limsup {/z, < limsup —
Tn Ty

Em particular, se lim 22 = [, € [0, +o00] entdo lim {/x, = lim *=

n—+oo In n—+oo n—+oo In

Prova. Basta provar limsup ¢/z, < limsup *2£ pois assim, para a sequéncia
n

1 : 1 : n : 1 _ 1
(;-) teremos limsup 7= < limsup == Logo, de limsup U= = e ©

lim sup

Tn+1 lim inf

In_ - 1 seque a desigualdade para o liminf.
~ , . n 1 x 1 . . n
Entao, é suficiente provarmos que ¢ > ¢ = limsup =2+ jmplica limsup /z, < c.
Dado ¢ > ¢, onde ¢ é o maior valor de aderéncia da sequéncia (1), sabemos que
n
. TR
existe p € N tal que n > p implica =2 < c. Logo, para n > p segue

Tp+1 Tp+2 x
e, <o ceeny =
Tn-1

<c

)
Ty Tpr1
Multiplicando estas desigualdades membro a membro obtemos 7= < ¢"P = &
p
Pondo k = gcc—p vemos que k independe de n e, x, < kc",Vn > p. Assim, vale a

P

desigualdade ¢/z,, < Vke,Vn > p. Portanto, como lim ¥k = 1, concluimos que
limsup /z, <limsup(Vke) =lim Vke=c =

Adendo. Portanto, lim% = L € [0,+00] implica lim {/|a,| = L. No Apéndice

5-B temos outra prova deste fato.

5.29 Exemplo. Suponha 0 <a<b e (x,) = (a,ab,a?b,a’b?, a3b?, a3b3, ...... ). Se

s n ;. s s
n € par temos, * = a, x, = (ab)2 e /T, = Vab. Caso contrdrio, se n € impar,

n

temos *2:t = b, x, = (ab) Ta e /T, = (ab)%‘i a=+ab 2::};%

. Por fim temos,

Tn+l T+

lim inf

L - max(a,b), lim ¥/z,=Vab m

=min(a,b), limsup

Pelos Exemplos 5.26 (b) e 5.29 vemos que pode existir o limite da raiz e néo o da

razao. O teste da razao é em geral mais “facil”. Porém, o da raiz é mais eficiente.

+00 n
5.30 Exemplo. Temos lian = e. Ainda mais, 3 "y = +oo, lim V/n! = +o0 e

Vnl
. 1 _
lim ol 0.
Verificagdo. Aplicando o teste da razao a série dada encontramos lim % =

lim(2L)? = lim(1+-)" = e; logo, a série diverge. Ainda, pelo Teorema 5.28 temos,

lim {/%7 = lim 7= = € ¢ por fim, limﬁ=lim%,&%=0.e=0 [
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+00

5.31 Exemplo. A série Y. nz" converge absolutamente se |z| < 1 e diverge se

|2| > 1.

Verificagdo. Pelo teste da raiz (é também facil aplicar o da razao) obtemos,
+o00
lim {/n|z|" = |z|lim /n = |z| e ¥ |nz"| < oo se |z] < 1. Por outro lado, se |z| > 1
+00
temos |z|" > 1, limn|z|? = 400, limnz® 0 e 3 nz" diverge ®
+00
5.32 Critério da Integral. Seja Y a,,a, >0, e f : [p,+00) — [0,+00),

continua e decrescente, com a, = f(n),Vn>p. Temos,

+00 +0o
f f(z)dr < +00 <= " a, < +00
p n=0

Prova.

Sek>pewxelk, k+1]entdo, ap1 < f() <ag, age1 < _[:H f(z)dz < ay e,

Zn:a/ﬁl < Zn:_/kkﬂf(a:)dx = /pn+1f(x)dx Siak.

P
toe . n+1 +00
Logo, Y a, < oo se, e somente se, lim [" f(z)dx= [ f(z)dx <o m
n=1 n—+oo0’ P p
Yy
y=f(2)
area Gy
area a2
%érea an,
p p+lp+2 .. n T

Figura 5.2: Tlustracao para o Critério da Integral.

+00
Dada uma série de numeros reais arbitraria, ) a,, uma funcao como no
critério da integral sempre existe [definimos f em [n,n + 1] tendo por gréfico

o segmento unindo (n,a,) e (n+1,a,1)] mas, em geral, tal fungao nao é util.
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5.33 Exemplo. Pelo critério da integral a série harmonica generalizada, Z 5

com p e R, converge se e somente se p> 1.

De fato, se p < 0 é ébvia a divergéncia. Se p > 0, a funcao real e continua

[1,+00) 52+ f(x) = & ¢é decrescente. O resultado segue entao da férmula

1
MP—

= ~ p#1,

. P+l M .
lim il = lim
-p

[+0<> dl’ M —+o00 1 M —+o0
1

xrp

lim log| :Mlim logM,p=1 =

M —+o00

+00
5.34 Exemplo. Supondo o, >0, temos Y. m < oo se e somente se vale
n=3

uma das condigoes: a>1 ou entdo, a« =1 e f>1 (vide Figuras 5.3 e 5.4).

x® (a> 1)

ogw

‘1 z
Figura 5.3: Graficos de x®, com a > 1, e log .

+o00
Verificagdo. Se o > 1 entao temos W <= na e, como Z =5 < 00, segue que a

série dada converge.
Suponhamos agora 0 < a < 1. Como a funcao f(z) = > 3, é

dx. Com a mudanca de

1
z*(logz)P?

3 . . +o00
continua e decrescente analisemos a integral [, W

variavel y = logx obtemos x = €Y, ‘f =e¥ e
Y

+o00 1 d +00 ey d +00 6(1*a)yd
—_—axr = = .
f:s z%(log x)”? [log?) ecvys Y [log?) ys Y

Se aw <1, dado N € N, N > 3, existe ¢y > 0 tal que e(:=9v > cyyN, Vy > 0.

Entao temos, fg;,) e(ly;‘ & dy = +o0 e pelo Critério da Integral (5.32) a série diverge.

Se o = 1 temos, /logS de = flogS y—ﬁdy <ooseesomentese 5>1m
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‘ a>lef 20
ou
a=lef >1

1 o

—_

Figura 5.4: {(Ol,ﬁ) W < OO}

Abaixo estd hachurada a regiao dos parametros «, 8 > 0 tais que a série no
Exemplo 5.34 acima converge.
As séries de Abel sao as séries do tipo n% m, £ > 0. Pelo Exemplo 5.34

concluimos que tais séries convergem se > 1 e divergem se 3 = 1.

+00 +00
5.35 Critério da Comparacgao de Razoes. Sejam Y. ai e Y by em C~ {0}.
Suponhamos que exista p € N tal que

bk+1
b

k41
Qg

, VEkE >p.

Se a seme Z |bx| converge entao a seme Z |ax| converge. Equivalentemente, se

a série Z |ay| diverge entao a série Z |br| diverge.

Prova. Da hipétese temos, para k > p, [ < [|3E[. Logo, para k > p

a sequéncia |b—’€|‘ decresce; donde segue, IIZ_ZI‘ < ||a—§|‘ e entao, |ay| < %|bk| Pelo

Critério da Comparacao (5.18), segue a tese ®

+00

, 0 teste da razao (e o da raiz) aplicado a série Y. a, é inconclusivo.

Se lim | Sntl

Em tal caso, é ttil o Critério de Raabe abaixo descrito. Antes, mostremos uma

generalizacao simples da Desigualdade de Bernoulli 3.12.

5.36 Lema (Generalizacao da Desigualdade de Bernoulli). Seja a>1 e

x>-1. Entao, (1+x)*>1+azx.

Prova. Para f(z) = (1+x)%, z € R, temos f” >0 e portanto f tem concavidade
voltada para cima. Também temos, f/(0) = a, e assim a reta tangente ao grafico

de fem (0,1) é dada por y=1+ax. Logo, (1+z)* >1+az m
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+o00
5.37 Critério de Raabe. Seja Y a, uma série em C* satisfazendo

Ap+1

lim n(1-| [)=Le[-o00,+00] .

n—+oo
n

+00
(a) Se L>1, ¥ a, € absolutamente convergente.

+00 +0
(b) Se L<1, Y |a,| diverge. Pode ocorrer que Y. a, convirja.
(c) Se L =1 o critério € ineficiente.

Prova.

(a) Seja « tal que 1< «a < L. Entao, existe N € N para o qual

k(1—|“’“1|) >a,vVk > N,
Qg

e assim, [“1| <1- 2. Aplicando o Lema 5.36 com z = —+ obtemos,
1
Ar+1 « 1 ko bk+1 1
| | < 1-— < (1-2)*= = ——, com by
(07% k k (=G bk (/{Z - 1)0‘

+ 00
Como Y 7= < oo (j& que por hipdtese temos a > 1), pelo Critério de Com-
+00

paragao de Razdes (5.35) a série Y |ay| converge.

(b) Seja N €N tal que para todo k > N temos k(1 - |“§—;1|) < 1. Assim,

Ak+1 B br+1 1

by com by1 = E

|>—t‘?r|»—l

1 k-1
>1-- = =
k k

ay

E

-1

Como a série harmonica diverge, pelo Critério de Comparagao de Razodes a

+00

série Y ap também diverge.
No Exemplo 5.49 veremos que a série

Ra(a-1)..(a-n+1)

2.

é condicionalmente convergente. No préximo exemplo (Exemplo 5.38) ve-

' , com —1<a<0,
n!

remos que tal série satisfaz a condi¢ao lim n(l-|®2|) = a+ 1 < 1, com
n—+oo n

a(a-1)...(a-n+1)

] , para todo n € N.

Ay =
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(c) Pelo Exemplo 5.34, a série Z klog - ¢ divergente e o Teste de Raabe nos

leva a analisar o limite para k — +00 da expressao

o1 Klogh _ k[, lee(te )t
(k+1)log(k+1)) k+1 log(k+1) |

Ainda pelo Exemplo 5.34, a série Z m é convergente e o Teste de
k=2
Raabe nos leva a analisar o limite para k — +oco da expressao

klog? k log? (k+1) log?k] _ k. log(1+4)F log k(k+1)
k [1 - (k+l)log2(k+1)] k+1 [1 +k log? (k+1) :| T k+1 [1 + 10g(k+k1) log(k+1) :

E claro que
k B . IOg(l + k)k
kel M log(k+ 1)

e, pela regra de L’'Hospital,

lim

i logr(z+1) r+1

= 20+1) = 2.
z—+oo log(x + 1) :H+°°:E(a:+1)( r+1)

Assim, o limite obtido pelo Teste de Raabe para ambas as séries é 1 m

5.38 Exemplo. Seja o e RN N. Entdao, a série

Ria(a-1)(a=-2)..(a—n+ 1)‘

2|

¢ convergente se a> 0 e divergente se a < 0.

n!

Verificagdo. Seja a, o termo geral da série dada. Temos, para n - +oo,

An+ly _04—77/ _ _n—a
n(l— an)—n(l |n+1‘) n(l n+1)—>a+1.

A afirmagao segue entao imediatamente do Critério 5.37, de Raabe m
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5.5 - Série Binomiall0

Generalizemos a conhecida formula binomial dada para um expoente m € N,

(1+$)m:i(:)xn:i m/! mn:im(m—l)...(m—n+1)xn’

n=0 n=0 n'(m - n)' n=0 n!

! , . s N . .
comzeR, (") =="21¢e (") =1, trocando no tdltimo somatdrio a direita na
' \n nl(n-m)! 0 )

férmula acima a variavel inteira e positiva m por uma variavel a € R \ N.
iy a(a-1)...(a-n+1)

5.39 Lema. Se o e R\N a série infinita Y, =—3"——=1" converge se |z| < 1.
n=0 )

Prova. Notemos que os coeficientes desta série sao niimeros reais nao nulos.

Aplicando o Teste da Razao obtemos:

1) (a- n+l !
lim a(a-1)..(a=n)x n

(a- n)x
n—>+00 (n+1)! a(a—l)...(a—n+1)m” | ‘

|

n—>+<>o

A seguir, mostremos que a série apresentada no Lema 5.39 converge a fungao

f(z)=(1+z)> onde x € (-1,+1), o que nao é ébvio. Inicialmente observemos:

fx)=(1+z) f(0)=1,

fi(w) = a1+ )t F1(0)=a
f'(@)=ala-1)(1+z)*2  f"(0)=a(a-1)
etc.

a(a-1)...(a-n+1)

Desta forma, introduzindo a notacao (z) = =

, onde a € R\ N, vemos

que os coeficientes da série de Maclaurin de f sao,

[(0) _ala-1)(@-2)..(a=n+1) _ (%)

n! n! n

10Gua descoberta é atribuida a Newton (em uma carta de 1664 ou 1665) que nunca a publicou
ou provou e, ainda, outros ja a haviam estudado. O destaque de Newton deve-se a ele ter
mostrado que as séries infinitas ndo deviam ser vistas como aproximacbes mas como outras
formas das fungoes que representam e estabelecido regras operatérias para séries reais da forma
> an,x™ tais como divisdo e multiplicagdo. Abel mostrou a série binomial complexa para (1+2)7,

com z €C, |z|] <1, e 0 € C\ N, sujeita a uma defini¢do apropriada de (1 + 2)°.
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5.40 Teorema Binomial. Seja o € R\ N. FEntao,
+00o o
(1+2)" = z( )x” Vae(-1,1) .
n=0 \T
Prova.

Pela férmula de Taylor em torno de x = 0 com resto integral, dado N € N
temos,

(1+2)° = i(g)x" + Byo(z) . Rwolz) = fo %(gg _ )Nt .

Mostremos que Nlim Ry.o(z) =0, se |z < 1. E facil ver que
—+00
() a(a-1)..(

Oé—N) a-N-1 _ a-1 a-N-1
i N (1+1) —a( N )(1+t) ,

Ryo(x) = a(a&l) [Ox(1 + ) Nz -t)Ndt .

Analisemos o valor absoluto do integrando na férmula para Ry, o: ‘(1+t)a‘1(

AN

=)'
Consideremos x € (-1, 1) e t arbitrario entre 0 e z. Seja = positivo ou negativo,
é claro que 1+t estd entre 1 e 1 + 2 > 0. Logo,

0<(1+t)* ' <C=C(x) =max (1, (1+2)*).

Ainda, se z >0 entdo 0 < &£ < L < 2. Ainda mais, se 2 <0, entao -z = |z ¢
t—xz  tlz|+|x|
< < = |z .
1+t 1+t
Logo, para z € (=1,1) e t arbitrario entre 0 e x temos,

r-1

@+ () | < Clal™

Consequentemente, se x € (—1,1) temos que

a-1
R <Cla( )t

Pelo Lema 5.39 a série +Zo (agl)x”, |z| < 1, converge e seu termo geral tende a zero.

n=

Finalmente, pelos casos acima deduzimos que Ry(z) A 0sexe (-1,1) m
Tal série inclui varias fungoes (vide um exemplo abaixo) e é 1til para obter

desenvolvimentos em séries para outras fungoes (veremos outros exemplos no

Capitulo 6). Quanto a convergéncia nos extremos z = +1, consulte os Exemplos
5.38 e 5.49 e o Exercicio 18, neste capitulo.
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5.41 Exemplo. Temos,

l\Dl»—A

, se x| < 1.

)x% S 1.3...2n+1) o,

\/1 = (- 2_2( 2 ( 24 (2n)

Verificagao.

n=1

Mera consequéncia do Teorema Binomial pois,

(-1)" ( 1/2) (-1)" (3)(3 -1 (—-—n+1)

n!

C(1/2)3/2).(1/2 +n —1) _1/2.3/2...2n+1)/2
- n! - n! -
1320 +1)  1.3...(2n+1)

= = ;tO .
2n 7l 24..(2n) "

5.6 - Critérios para Convergéncia Nao Necessariamente Absoluta

+00

5.42 Proposigao (Série Telescépica). Dada (b,)ns0 ¢ C, a série ¥ a,, com
n=0

an = b, — by, converge se, e somente se, a sequéncia (b,) converge e, neste caso,

+00 +00
Z ay, = Z(bn —bpy1) = bo—lim b,
n=0 n=0
+o00
Prova. Trivial pois a série ) a, converge se e somente se a sequéncia das somas
parciais s, = (bg —b1) + .... + (b, = bps1) = bg — bys1, n > 0, converge e, sendo este o

caso, o limite da série é lims,, = by —limb, m

5.43 Exemplo. A série Z "D +1) € telescopica e Z (n+1) =1.

N
e LY_ 1 1)
Verificagdo. Basta notar que, hm SN = ]\}ir}—loo n21 ( m) = ]Vlil-l;loo (1 - m) =1m
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+o00
5.44 Critério de Dirichlet!'l. Seja Y z, uma série em C com sequéncia das
somas parciais limitada (convergente ou nao) e (b,) uma sequéncia em R e de-
+00

crescente, com lim b, =0. Entao, a série Y, z,b, € convergente.

Prova.
Seja (s,) a sequéncia das somas parciais de +§ Zn,. Temos,
2101 + 29bo = 21 (b1 — ba) + (21 + 22)ba = $1(b1 — b2) + Sabo,
2101 + 29bg + 23b3 = 51(by — ba) + Saba + 23h3 = $1(by — by) + s9(by — b3) + S3b3,

e, de forma geral (verifique, a indugao é simples),
n
Zlbl + Zgbg + + ann = Z Si—l(bi—l - bz) + Snbn
i=2
Para M € R tal que |s,| < M, Vn e N, temos

Z |Si_1(b2‘_1 - bl)| < M Z(bi_l - bz) = Mb1 .
n=2 n=2

+oo
Logo, a série Y. s;-1(b;-1 — b;) converge absolutamente e é entdao convergente.
n=2

+00

Entao, como lim s,b, =0, a série Y. z,b, é também convergente m

+00
5.45 Critério de Abel'? Seja Y. z, uma série em C e convergente e (by,)

uma sequéncia decrescente de nimeros positivos (nao necessariamente tendendo

+00

a zero). Entdo, a série ¥, z,b, € convergente.

Prova.

Para ¢ =1limb,, temos (b, — ¢) N 0. Entao, pelo Critério de Dirichlet a série
+00 +00 +00
> zn (b, —¢) é convergente e, devido a hipdtese, a série Y ¢z, =¢ Y z, também é
+o00

convergente. Logo, a série ) z,b, é convergente m

1O alemio P. G. L. Dirichlet (1805-1859) é o precursor do conceito moderno de fungao como

correspondeéncia.
120 noruegués N. H. Abel (1802-1829), aos 19 anos, provou a impossibilidade da resolucio

por radicais das equagoes algébricas de grau maior ou igual a cinco. O italiano P. Ruffini (1765-

1822) dera uma prova (1799) de tal resultado, menos satisfatéria e que passara impercebida.
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5.7 - Critério para Convergéncia de uma Série Alternada

5.46 Critério de Leibnitz (1682). Seja (a,) uma sequéncia decrescente tal
+00

que lima, = 0. Entdo, a serie Y, (-1)"a, € convergente e

+0o0o
|Z(—1)”an —sm‘ <Omitl, Sm=01+...+0p,VmeN .

81 SWM S9 S0 = ag

+ay ay

Figura 5.5: Critério de Leibnitz.

o0
Prova. Seja (s,) a sequéncia das somas parciais de +Z (-1)"a,. Mostremos que
a sequéncia (sg2,) é decrescente e a sequéncia (Sa,,1) é crescente.

Como (a,) é decrescente temos S, = Sop_2 — (A2,-1 — A2,) < S92 €, analoga-
mente, Sops1 = Son-1 + (A2n — Qons1) > Son-1.

Ainda, como $s, — So,41 = Q2,41 = 0, dados ¢ impar e p par, para ¢* impar e

maior que ¢ e p temos, s; < 5+ < 851 < 5p. Isto é,
51<8;<8,<8p, Vi impar , Vp par.

Logo, as sequéncias (So,+1) € (S2,) sd0 mondtonas limitadas e convergentes. Se
a = lim S9,,41 € 5 = lim s9, temos, 5 — « = lim[ Sa, — S2p41 | = limag,,; = 0 e assim
concluimos lim s,, = «.

Seja m par ou nao, « estd entre S, € Syy1 € | =S| < [Sm = Smi1| = Ay =~ 0 M

+00
5.47 Exemplo A série Y, (—1)”senn%, a >0, converge absolutamente se a > 1 e
n=1
condicionalmente se 0 < a < 1.

Verificagao.

1
. sen—x s . . .
Claramente senn% >0,se a>0, lim —= =1 e pelo Critério do Limite

n—->+oo L«

(3.21), %ojsenn% < o0 < %o:nla < o00. Logo (vide Exemplo 5.12), a série dada

converge absolutamente se e s se a > 1.
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Ainda, como sen’0 = cos0 = 1> 0, a funcao 6 — senf é crescente num intervalo
centrado em 0 e (sen-=) ~ 0, se @ > 0. Pelo Critério de Leibnitz a série dada
converge se 0 <a <1l m

Mostremos que a hipdtese (a,,) decrescente ¢é essencial no enunciado do Critério
de Leibnitz.

oo
5.48 Exemplo. A série ¥.(-1)"a,, a, = = se n € impar e a, = & sendo, diverge

e lima, =0.

Verificagao.

E ¢bvio que lima, = 0. Como Z - € convergente, segue que a série an,
com b, =0 se n é fmpar e b, = & se n é par, ¢ convergente. Portanto, se a série
oo oo o0 o0
> (-1)"a, for convergente entao a série Y (-1)"a, - Y. b, = ¥ ¢,, com ¢, = —% sen
¢ fmpar e ¢, =0 se n é par, ¢ também uma série convergente. Encontramos uma

contradicao pois 1 + % + % + ... diverge (vide Observagao ao Exemplo 5.15) m

5.49 Exemplo. A série abaizo € condicionalmente convergente:
RKRa(a-1)(a-2)-(a-n+1)

2

n=1

, —l<a<0.
n!

a(a-1)(a- 2') (a- n+1)

Verificacao. Seja a,, =

Pelo Exemplo 5.38 temos Z |an| = +o0.

n-—o

Porém, sendo |*2£| =
an n+l1

< 1, pois —a < 1, temos que a sequéncia (|a,|) é
decrescente e existe lim |a,|= L. Mostremos que L = 0.
n—>+00
Fixando n € N e escrevendo (8 = 1+ «, da dupla desigualdade —1 < a < 0 segue

a dupla desigualdade 0 < 8 < 1 e, para p € N arbitrario,

|an+1‘ n-o n+1—(1+a):1_ I6;
an, n+1 n+1 n+1’

‘an+p|_|an+p CLn+pl“ a'n+1‘ (1_i)(1_ B ) (1_ B )7

a, (pap-1 Qpip-2 a, n+p n+p-17"" n+1
Qn p B \p+n B\
(*) |a—j\3(1—n—w)pﬁ(1—n—w)p+ (1—n—+p) :

Como lim (1-2)* = ¢ tomando em (*) o limite para p - +oo obtemos

T—>+00

L
—<eP ¥neN.
Qp

Desta forma obtemos 0 < ¢’L < lima, = L, o que implica L = 0 pois ef > 1.

+00 +o00
Logo, pelo critério de Leibnitz a série Y (-1)?|a,|= ¥ a, é convergente m
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5.8 - Aproximagao e Representagao Decimal'® de um Numero Real

Um numero real z da forma

T .
r=a —_— —_— _—
07 10t T 102 107

com ag um natural arbitrario e aq,as,...,a, naturais tais que 0 < a; <9, é usu-
almente indicado em sua representagao decimal finita x = ag,aias ... a, e é claro
que z € Q. Porém, nem todos os racionais tem representacao decimal finita. Por
exemplo, se % = 157> com a,n € N entao 3a = 10" o que ¢ imposssivel pois 3 nao
divide 10.

5.50 Lema. Dado x € R, é bem definido [x| := max{n e Z:n <z} € Z e, ainda,

[x] <z < [zf + 1.

Prova. Mostremos que S = {n € Z : n < z}, obviamente limitado superiormente,
é nao vazio. Se x > 0 entao 0 € S. Se x <0 entao —x > 0 e entao, como N nao
é limitado superiormente (v. Lema 3.5), segue que existe p € N tal que p > -z e
portanto —p < x; donde, —p € S. Seja [z] = sup S.

Pela Propriedade Arquimediana (3.6) existe n € S tal que [z -1 < n < [z].
Portanto, n < [z <n+1eentdfon+1>supS, n+1¢ S ex <n+1. Logo,

S={..,n-2,n-1,n}en=maxS=supS=[z] m

[©N

O ntumero [x]] é o maior inteiro menor ou igual a x e a fungdo .| : R > Z

denominada a fungcdo maior inteiro.

5.51 Teorema. Seja x > 0. Para todo n € N existe um decimal finito r,
ag, aq ... an tal que

Tn§I<Tn+W.

Prova. Pelo Lema 5.50 é ébvio que ag = [|z[] é um inteiro positivo e,

ag<r<ap+1.

13Em 1790, na Franca, com a nova ordem , foi criada uma comissdo para a reforma dos pesos
e medidas e em 1799 o sistema métrico como hoje o conhecemos e o sistema decimal foram
adotados. Haviam proponentes do sistema duodecimal, A. M. Legendre (1752-1833) néao foi
apontado por nao ser claramente pré-revoluciondrio (mediu o comprimento de um meridiano
facilitando a adogao do metro e talvez para provocar os duodecimalistas tenha aventado o

sistema de base onze) e Lagrange, a principio , também nao, por ser estrangeiro.

30



Consideremos a; = [[10(x - ag)[]. Como 0 < 10(z — ag) < 10, segue que 0 < a; <9,

ap aq 1
<10(x - <ap+1 +—<x<ag+—+—.
a; (xr—ap) <ay e ap 10 T < ag TRET

Analogamente, se as = [10?(z — ag - §5)]] obtemos 0 < a; <9,

aq aq (05} 1
— <xr<ag+—+

ay 2
<10%(z-ag-—)<az+1 +—=+—=< — 4+ — .
@ (#=a0=75) <@ TP 10 102 102

Procedendo por inducao, obtemos o resultado desejado m

5.52 Corolario. Mantenhamos a notacdo acima. Temos, r, / x.

Prova. E ébvio que () é crescente e, ainda, 0 <x -7, < ﬁ, VneN m
5.53 Definicao. Se x>0 e ag,ay,...,a,,... sdo dados pelo Teorema 5.51 entdao

X =ag,a1a2a3.... € uma representagao decimal infinita de x.

A representacao decimal infinita de x > 0 nao é necessariamente tnica. Uma
outra surge ao escolhermos ag o maior inteiro estritamente menor que x e tro-

carmos a desigualdade imposta no enunciado do Teorema 5.51 pela condigao

L

Tow- Assim procedendo obtemos

T <T<Tp+

9
l=—+—+ ... +—+ .=
10 + e + .+ Ton + 0,999999...;

e também,

1 9 9 9
+

W - 107+ + 107+ to 107+

+...=0,0....0999...,

com os 9's ocorrendo a partir da (n + 1)-ésima casa decimal.

Desta forma, para %, por exemplo, temos as representagoes:

1 1 2

5
=—+—+-—=0,12
3= 10 + e + T 0,125000... e

1 1 2 4 9

e 0124999,
810 102105 T 107 T 105 !
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5.54 Proposigao. Os mimeros x = 15z > 0, com m,n € N, tem apenas duas

representacoes decimais:
(a) ag,ay.....ap-1.a,.9.9.9...., a, # 9, e ap, ay....a,-1.(a,+1).0.0.0. ..., caso x ¢ N.
(b) ap,999... € (ag+1),000..., caso x € N.

Os demais nimeros em [0,+00) tem representacao unica.

Prova. Suponhamos duas representacoes distintas de x > 0,

aq a b1 b
T=0g+—+ oo + — + .= by + — -

—_— < Ab,< . ]
10 10m TR , 0<a;,b;<9,1€N

Seja p=min{i e N:q; # b;}. Caso p>1, temos a; =b; se 0<i<p-1 e portanto,

Ap | el An_ _ b, ben bu
Tor T + o + .= Top + Lol + .+ o7 + .., ap#by .

Admitamos, sem perda de generalidade, b, = a, + k, k > 1. Entao,

ap+1 an, k bp+1 bn
+ ...+ — 4+ ... = —+ + ...+ — + ...
10p+1 10™ 10r  10p+1 107

Na equacao acima, o maximo no lado esquerdo ocorre se e s se a; =9, Vi >p+1

e é &5 e o minimo no lado direito ocorre se e s6 k = 1 (estamos supondo k> 1) e

b;=0,Vi>p+1leé ﬁ. Assim, como vale a igualdade, temos b, = a, + 1 e, para

todoi>p+1,a;=9eb;=0¢
ap-1 Qap 9 9 b1 bp—l ap+1

a0+ﬂ+...+ +—+ foo—+ . =bo+—=+.. +
10 0=t 100 10r*! 10m 10 0=t 10»

O caso p=0 ¢ andlogo =
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Apéndice 1 - Formulas de Taylor com Resto Integral e de Lagrange.

Integrando ¢ : [0,1] = R, com ¢("*1) integrdvel, sucessivamente por partes

obtemos,

p(1) = (0) = Jy ' (t)dt
= fol 1L.o'(t)dt  (substituamos u' =1 e v =)
=t/ (8)], ~ J t" (t)dt
= ¢'(1) - [y t"(t)dt
= '(0) + /(1) = ¢ (0) — fy te"(t)dt
= ' (0) + [y @ (t)dt — [t (t)dt
=" (0) + [y (1=t)p"(t)dt  (pomos w/ =1-tew=g")
=¢'(

1
/ O) _ (1—2'5)2 ¢ll(t)|0 n 01 (I;t)2(p"(t)dt

!
!

=/ (0)+ £+ [T O 0 (t)dt (pomos u = Y55 e v =)
1
:go(l)(o)Jrso(‘z;(O) _ (1—6t)3g0(3)(t)| + 01 (1_6t)390(4)(t)dt:
0
@ ®) 1 (1ot)3
= oM(0) + 902_!(0) + @3_!(0) + %gﬂ‘”(t)dt -

@) (o 3 (o ) (o 1 p(n+1)
SRLIO] (1) Erpac Qe O R di O NI N QTS I LS

5.55 Teorema (Férmula de Taylor com resto integral). Seja f: (a,b) > R
tal que f(*1) € integrdvel. Dados xg,x € (a,b) existe & entre zy e x, tais que

&+ a9 e &+, satisfazendo

(n) z f(n+l)
f(x) = f(xo)+f(1)(x0)(a:—x0)+....+fn—(!x(])(x—:c0)”+fx fT!(t)(g;—t)”dt _
Prova. Seja ¢(t) = f(xo +t(x - xo)), t € [0,1]. Entao,

©(0) = f(@o)

e(1) = f(2)

Q'(t) = f’(xo +t(x—x0))(x - )
o' (t) = f”(:vo +t(x —a:o))(:z—:vo)2

eM(t) = [ (zo+t(x —20))(x —20)*, 1<k<n+1,
©e®(0) = f®) (o) (z —mo)*, 1<k<n+1,
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[}1 M(l_t)”dt ) [)1 f("+1)(x0+t(x—:r0))(l’—l’o)"+1(1_t)ndt _

n! n!

[com a mudanga linear de varidvel y = zo + t(z — o), dy = (x —xo)dt e t = %]

xf("+1)(y)($—xo)"+1(1_y—%)n dy
n! r—-x0" -2

z f(n+l)
:Lof '(y)(a:—y)”dy m

n:

Chamamos P, (x) = Z 1 )(mo)(x x)* de polindmio de Taylor de ordem n de

f, no ponto xg, e R, xo(x) f(x) P,..,(x) de resto.

Fln+ >
A expressao R, = [ FAARIG] (z —t)"dt é a forma integral do resto.

xo
O resultado abaixo generahza o Teorema do Valor Médio (TVM). Considere-

mos I = (a,b) c R.

5.56 Teorema (Férmula de Taylor com resto de Lagrange). Seja f: I - R
tal que existe f(*V) n fivo em N. Dados xg,x € I, com x # zg, existe um nimero

& entre xg e x, com & +xg e &+ x, tal que

f) (20) ALY
n! (o0 + (n+1)!

Prova. Pelo TVM existe & entre x e xg, & ¢ {x,20}, com Ha)=f(zo) _ (&) e,

T—x0

f() = f(zo)+ f'(wo)(z—0)+ ... + (z-20)""", £=&(2).

f(x) = f(xo) + f'(&1) (7 —20)

Seja n € R determinado pela equacao f(z) — f(xo) - f'(z0)(x — o) = n(x — 20)?.

Entao,
p(t) = f(x) = f(t) = f'(t)(x = t) = n(x - 1)? satisfaz (o) =0 =p(z) .
Logo, existe & entre xg e x, & # 1 € & + x, tal que 0= ¢'(&;). Porém,

P'(t) = =f'(t) = f'(t)(x =) + f'(t) + 20(z ~ 1) = [20 - f" () [(x - 1),

e avaliando tal identidade em & obtemos 2n— f"(&)=0en = £ (52)

f"(&)

(S

f(z) = f(zo) + f'(w0) + (v - )
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De forma anéloga, determinando A\ pela equacao

F(&) = Fx) - F o) (@ - a0) - o~ L (o= n gyt

definimos a funcao derivavel ¥,

0(0) = 1)~ 1O -0-LD ey L gy a1 o) = 0= 0),

cuja derivada é a soma abaixo, em que cada segundo termo entre colchetes cancela

com o primeiro termo entre os dois colchetes imediatamente anteriores,

V() =[-FO]+ [-rO@-1)+ @]+ [-52@ =02+ fr(t)(w—1)]....+
bt [ LSO gy LG ()] 4 A(n+ 1) (2 - t)" =

= Oy A+ D) (-t

Uma vez mais, existe £ entre xg e x, £ # zg e  # x, tal que ¥'(£) =0 e portanto,

(n+1) (n+1)
/\(n+1)($—€)”=le(g)(as—g)"zA:—f(nH(i) .

- (n+1) ,
A expressao Ry, = f(n+1§!£) é a forma de Lagrange do resto.
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Apéndice 5-B

Segunda Prova da Comparacao entre os Testes da Razao e da Raiz

Abaixo, uma forma mais fraca do Teorema 3.28 evitando o uso de limsup ou
de liminf.
‘an+1|

5.57 Proposigao. Se hm

—>+00 |n‘

=L €[0,+00] entao lim lan| = L.

Prova. SeL<ooee>(),seja0<(5<een0talque,senZno,L—5<%<L+5.

Logo,

a Ay a
(L_ 5)n—no|an0| < |6Ln| = |C|1, n| | :an 1: """ | |n0+|1|| n0| < (L+ 5)71 n0|an0|
n—1 n-2 no

e, ainda para n > nyg,

(L-0) _ las _ (L+8)"
(L0 Jan] = Loy

Sendo L -6 < L < L+§ temos (omitimos o caso L =0, que é similar)

(L8 _ au| _ (L+d)"

L 7 ay| —  Lmo
e, definindo o = |ZZLL%|,
Va(L-0)< Vlan| < Va(L+8), ¥n>n,.
Como £=£ <1< £ ¢ hm Yo =1, fixamos N >ng tal que, se n> N,

L+e
\/_

L (5

e concluimos este caso observando as desigualdades

(L-€) < Ya(L-0)< an] < Va(L+6)<(L+e), V>N .

O caso L = +o00 é redutivel ao caso L =0 aplicando este a sequéncia (ai) [ ]
n
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EXERCICIOS - CAPITULO 5

1. Mostre que Vz € C~ {1} e quaisquer que sejam n, N € N, com N >n, temos

N Zn__zn+N+1
I
j:n 1_2

2. Verifique as férmulas abaixo.

(a) ¥ ="

J=1 2
b ™2 n(n+1)(@2n+1)
(b) j§1] 6
& n(n+1) 2
c 3=
() ngj ( 2 )

3. Mostre que ) ) zjwp = ) > zjwg = (Z Zj) ( > wk,).
j=1k=1 k=1j=1 j=1 k=1

Sejam (2;)1<j<n € (Wk)1<ken duas sequéncias finitas em C. Verifique

n 2 n n
Z;ij_j = (Z;IszQ) (];|wk|2) - > lzwk -zl
j= j= =

1<j<k<n

Utilizando (a), deduza a desigualdade de Cauchy (vide Exercicio 2.8).

Verifique a Propriedade Telescopica:

> (Zhe1 = 2k) = Zne1 = Zm.

k=m

. Calcule, aplicando a propriedade telescopica,

() S[(k+1)%-k?].
k=1

(b) ]§2 G-
500

1
(c 400 7GTGD)

Sugestao para (¢): verique que

1 _;( 1 1 )
JG+DG+2) T 2 GG+ GHD(G+2)
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7. Calcule a soma da série dada.

+o00 k

@) ¥ (5)" (b) ki; k.

+00 +o0
1 1
(c) éé% (4k+1)(4k+5) * (d) ééa (1) (k+2)(k+3) "

8. Calcule a soma da série dada

+0oo

1
() 7Z%Vn(n+1)(n+2)(n+3)

(b) +§n0z”, O<a<l.

n=1
+00

1
(c) 72% 5??5137(51§77

+0oo

1 ,
(d) n; GV G B CET L onde p > 1 é um natural fixo.

9. Determine a convergéncia ou divergéncia das séries (v. Guidorizzi, Vol

+o00 10
(a) kgoﬁ : (b) kzgm :

Vk d +ool 2p iy n2-3n+1
(C) Z T+ k2 ( ) Z 0og pt+1 (e) n2+4 -
k=0 p=4 n=5
10. Determine se convergem ou nao as séries abaixo.
+0oo +o00
k (k+1)e™®
a) Y i . b) ¥
( ) P 4k3-k+10 ( ) P 2k+3
+o00 +
VE+ k 2
<C) ) k2+;k+11' (d) > % -
k=2 k=20
oo g ¢ +00 1 +00 1
(e) & k1 (£) ,23 (g k)10 () L et

11. Determine se convergem ou nao as séries abaixo.

1o 3" iy nl2m
(&) ¥ iz (b) X 55
+o00 +oo
(© T [Va+i-val QU
12. Estude, com relagao a convergéncia ou divergéncia:
+o00 1 + 00 k
(a) k§27klogk log(log k) (b) kz::O k2+1
- 1 T n & k%5
(c) ézé & Tlog(k) (d) Z n (e) 2; %2 (log k)3



13. Seja (z,) c C*. Mostre que

se lim n|1- 2] € (-00,+00) entdo lim 2] =1.
ntoo |2n41] n—+oo 2,1

14. Estude a série dada com relacao a convergéncia ou divergéncia.

+o00

(a) Zﬁogn’a>0'

+0oo

b)) ¥ — L 4>l

o7 Mlognflog(logn)]”
+o00 )

(©) n§7W7 O<a<l
+o0

d) ¥ Lt a>0

1 (o]
=, n(logn)

+00

(e) nggmj a > 0.

+ 00 + 00

/s 1 .
15. Dadas as séries nz_: e Y Togm?> S€ja an O termo geral de cada uma

delas. Verifique as aﬁrma(;ée:s abaixo.

nlogn

(a) lim |“g—;1

n—+oo

=1 (Teste da razao).

(b) lim n(l - ‘ag—:

n—+oo

) =1 (Critério de Raabe).

(c) A primeira diverge e a segunda converge.

16. Determine os valores de v > 0 e 3 > 0 tais que sao convergentes as séries:

+oo

1
(@) ¥ retogmr

+o0 B
b (10g;1) .
( ) n§2 "
17. Seja « € R~ N. Consideremos a sequéncia (|a,|), n > 1, dos coeficientes

a(a—l)(a—2)' ..... (a-n+1)

binomiais a,, = (2‘) = . Verifique as afirmagoes abaixo.

(a) Se -1 <« entdo lima, =0 e (|an|)nsng, Mo > v, decresce.
(b) Se v < -1, « inteiro ou nao, entao lima,, # 0.

(¢) Se a< -1 entao Jrf () diverge.

n=0
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18. Seja 0 < a < 1. Entao,
+00
(a) A série (nao alternada) Z—:1 (_1)“1% é convergente.
Lo R a(a-1)-(a-n+l) 4
(b) A série Y “=—"—""= ¢ alternada e convergente.

!
n.
n=1

+00
19. Se -1 <a <0 entao (z) converge condicionalmente.
n=0

+ 00
20. Mostre que Y (Z‘)x”, x € R, com a € R\ N, satisfaz,
n=0
(a) Diverge, se |z| > 1, qualquer que seja o« € R\ N,
(

)
b) Converge absolutamente, se |z| < 1, qualquer que seja v € R\ N.
(¢) Se >0, converge (absolutamente) se somente se x € [-1,1].

)

(d) Se -1 <« <0, converge se somente se z € (-1,1] e converge condicio-

nalmente se z = 1.

(e) Se ar < -1, converge se e somente se x € (-1,1).

. R 135(2n-1) . .
21. A série 21 ~Sio6an ¢ convergente ou divergente? Justifique.

n=

22. Determine se é convergente ou divergente a série dada abaixo.

ey COS2 n+n2 S5 2 !

(a) 21 T (b) 2—:1 n?(1 - cos —)
+00 too 3

(c) % log(1+ ) () 3 S
+00 1oom)3 +0o

(e) b (logn)” () ¥, arctan (m)
oo +00 n2

®) 2 (=5-1) (1) % log (3735,

23. Determine se é convergente ou divergente a série dada abaixo.

+00 on +oo 1 1

(2) ¥ o (b) n;z—n(“ 2"
+00 n2 +0o nl

© T4 (d) ¥ o=
n=0 n=1
+00 ol +oo nl

(e) nZ::lg Py () n; 35.7....(2n+1)
X 2.46....(2n)

(g) n§1 nmn :
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24. Determine se é convergente ou divergente a série dada abaixo.

+00 9 +oo
(a) ¥ % (b) ¥ =, com p fixo em N
n:O( n)! nsp n!
X 1.35...(2n+1) g
(c) nZ:: 168....(2n+4) (d) n; )
+00
25. Nos exercicios abaixo determine se a série Y a, é convergente ou diver-
n=3

gente. No caso de convergéncia, verifique se a convergéncia é absoluta ou

condicional.

_ sin(2n+1)
Apn = — 20

(a
(b) ay = (-1 57k

)
)
(c) an=(-1)"" s
)
)

(d a, = ( 1) logn
3
1.3.5.....(2n-1)
(e) an=(-1) [ 2.4.6....(2n) ]

(1) an = pagre

log(e™+e ") "

25. Determine z € C para que a série dada seja convergente:

+00

1.35-(2n-1)
(a) ¥ “Srear 2"

+o00

(b) Z 1.3-5--(2n—1) ,2n+l

2:4-6---2n 2n+1
n=1

+o0o

(c) ¥ 2nzn

n=1

+00

(d) ¥ =

+o0

(€) X &

(h) ¥ 1.3.5.. (2n+1)
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