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Capitulo 2

POLINOMIOS

2.1 - Polinémios com Coeficientes Complexos

2.1 Definicao. Uma fun¢ao polinomial de C em C € uma fung¢ao do tipo:
m .
p:ze(CHZajzm_] eC,
=0
com m €N e (a;)ocjem uma sequéncia em C. Os nimeros ay, .., @y, sdo os coefici-
entes de p e ag € por vezes dito primeiro coeficiente e p. Se ag #+ 0, m € o grau de
p, € escrevemos m = 0p. Se ag, ..., a4, =0, p € a funcdo polinomial nula e seu grau

¢ —o0; isto é, 0(0) = —oo.
O conjunto de toda as fungoes polinomiais é indicado por C[z].

2.2 Observagao. (a) Na notacio C[z], a letra z € uma varidvel muda e sua
escolha € determinada pela tradigao. (b) Estudaremos apenas fungoes polinomiais
em uma varidvel compleza, salientando que a teoria das fungoes polinomiais (ou
“polinomios”, ver Obs....) de vdrias (e até infinitas) varidveis existe de longa
data e € muito relevante em vdrias dreas da Matemdtica.

m n
Dados p,q € C[z], com p: z— ¥ a;z™ 7 e q: 2z~ Y bz"*, entdo a soma p+q e

5=0 k=0
o produto pg definidos por,

m n

prqiz—p(z)+q(z) =Y a;2" 7 + ) bz,
=0 k=0
pq:z— p(2)q(z) = (Y a;z")( Y brz"") |
=0 k=0



pertencem ambos a C[z]. Iniciando com o primeiro a afirmacao é clara se m =n

pois definidos os coeficientes ¢; = a; + b;, j =0,1,...m, tem-se
p(2) +q(2) =) a;z" 7 + > b2 =Y ;2™
J=0 J=0 Jj=0
donde p+q € C[z]. Se m # n, supomos sem perda de generalidade m > n e entao,
p(2) +q(2) =apz™+a1z2™ 1 + o+ Q12"+ (G + o) 27
H(mon1+01)2" 4 o+ (A1 +bp1) 2+ (am + b)),

e definindo a sequencia finita de nimeros (¢;)o<j<m pOr

c; = aj, se0<j<m-n-1,

Cm-n+k = Gm-n+k + bk7 se 0<k< n,

resulta p(z) + q(z) = ¥iyc;2™ 7, donde p+q € C[z] e d(p + q) = max(dp,Jq)
(mesmo se temos p=0 ou g =0).

Analogamente verificamos pq € C[z] pois

(a)(2) =p(2)q(2) = (:zo a; 25 )( kﬁo bez™*) = (a7 + .. + @) (b2 + ...by)

= agboz™" + (aghy + a1bg) 2™ + (aghs + a1by + asbg) 2™ 2 + .+ apbi,
m+n

onde ¢, = Y a,bs (0<p<m+n). Observe que, mesmo se p=0 ou g =0,
r+s=p

(2.2.1) d(pq) =9(p)+9(q) .

E claro que a operagao adigao (p,q) — p + g sobre C[z] é associativa, co-
mutativa, admite a funcao polinomial nula como elemento neutro e, ainda, cada

elemento p € C[z] tem elemento oposto —p,
(-p)(2) =D (~a;)2™ 7, VzeC, se p(z) =) a;z"7 VzeC.
=0 Jj=0
Analogamente, a operagao produto (p,q) — pq sobre C[z] é associativa, comuta-
tiva e tem por elemento neutro a funcao constante igual a 1 :
l:2zeC—1¢eC.

Notemos que 1 é uma funcao polinomial de grau zero. Por fim, se p,q e r perten-
cem a C[z], é imediato que p(q+7) = pg + qr. Reunimos as consideragoes acima

no resultado abaixo.



2.3 Proposicao. O conjunto C[z] das fungoes polinomiais de C em C, munido

das operagoes soma (p,q) — p+q e produto (p,q) — pq acima definidas, € um

anel unitario e comutativo.

2.4 Observagao. Usaremos a palavra polinbmio como sinonimo de fun¢ao po-
linomial e frequentemente citaremos os elementos de C[z] como polindmios com

coeficientes complexos.

2.5 Definigao. Dado pe C[z], p#0, se a € C € tal que p(a) =0, o é um zero,

ou raiz, de p.

Um resultado fundamental da teoria de polindmios expressa que um polinomio

de grau m tém no maximo m zeros distintos.

2.6 Teorema (Principio da Identidade) Se p(z) = apz™ + a12™ 1 + ... + a,, €
C[z], Op < m, tem mais de m zeros distintos entdo p = 0 (isto é, a; =0, j =
0,1,....,m, e Op=00—-00).

Prova. Sejam ay, ..., a4 € C, distintos, com p(a;) =0, Vj=1,...,m+ 1. Isto é,

plar) = apad® + araf + Qo1+ ap.1=0
plag) = apad® + a1 '+ .+ apaan + Gp1=0
(S
_ 1 _
P(Qms1) = Q™ | + 1T+ e+ Q1 Qi1 + G 1 =0

Utilizando o determinante de Vandermonde associado ao sistema linear ho-
mogéneo (S) de m + 1 equagoes, com coeficientes af (1<i<m+1,0<k<m)e

incognitas ag, @y, ..., Gm,

A= :H(ai—@j)?toa
i<j

m m—1
ar.oarr (eS|
resulta, pelo Teorema de Cramer, que (S) é determinado e ag = ay = ... = a,,0.



2.7 Corolario. Sejam p,q e C[z] tais que p+0 e ¢ + 0, dados por
p(z) = Zajzm_j e q(z) = Z bpz" % VzeC |
j=0 k=0
com ag#+0 eby#0 (isto é, Op>0 e dqg>0). Sao equivalentes:
(i) p=q (isto € p(2) =q(z),V2€C).
(ii) Existem [ :=max(m,n) + 1 nimeros complexos a,...qu, distintos, tais que
play) =q(a;),Vi=1,..,1.
(11t) m=nea;=b;, Vj=1,2,..,1L

Prova. Como as implicagoes (i) = (ui) e (i7i) = (¢) s@o triviais, verifiquemos
a implicagao (i7) = (iiz). Mostremos primeiro a igualdade m = n. Supondo por

absurdo que m > n, o polinomio diferenca d := p — ¢ se escreve:

d(2) = apz™ + ...+ Q12"+ (o = b0) 2" + .. + (A — by) , V2 € C,
e por (ii) é claro que
(2.7.1) d(ay)=0, Vj=1,2,..,l=m+1.

Como ag # 0 e dd = m, aplicando o Teorema 2.6 (Principio da Indentidade) ao
polinémio d, em vista de (2.7.1) concluimos que os coeficientes de d sao nulos e,

em particular, ag = 0, o que é absurdo. Logo, temos m =n e
m .
d(z) =Y (a;—b;)z"7, VzeC,
=0

e, em consequéncia, de novo pelo Teorema 2.6 e (2.7.1), obtemos a; = b;, se
7=0,1,2,...mm

Uma das principais aplicagdes do Teorema 2.6 (ou do Coroldrio 2.7) é o
Método dos Coeficientes a Determinar para encontrar um ou varios po-
linomios, de grau e forma pré-fixados, que submetidos a certas operacoes dao um

resultado conhecido. Ilustremos com dois exemplos.

2.8 Exemplos. (a) Transformar z — z%2+3/4 em diferenca de quadrados de dois
trinomios: z v (22+az+b)2 - (22 +a’z+b')>2.
(b) Achar m e n tais que o polindmio p(z) = z4 = 1023 + mz? =50z +n € um

quadrado perfeito.



Solucao.

(a) Impondo 22+3/4=(22+az+b)? - (22+d'z+b")?, VzeC, desenvolvemos:
22+3/4=2(a-a")2?+(a®2+2b-a?-20")2* +2(ab-a't' )z + (b*-b"?) (2 €C).
Portanto, pelo Corolério 2.7 seguem as quatro equagoes:

2(a-a')=0, a*+2b-a?-2b'=1, 2(ab-d'b')=0 e b*-0?*=3/4.

Da primeira equagao resulta a = a’, da segunda equagao segue b—b' = 1/2, o
que junto com a terceira equagao e a igualdade a = a’ implica a(b-b") = 0,
isto é, a’ = a = 0. Da quarta equagao temos (b—0")(b+b") = 3/4, donde
(b+0')=3/2e,comob-b=1/2,b=1e ' =1/2. Logo, a tinica solu¢ao do
problema é

22 +3[4=(22+1)2-(22+1/2)%.

(b) Como dp = 4 e o primeiro coeficiente de p é 1, o polinémio solu¢ao, se existir,

é da forma ¢(z) = 22 + az + b. Impondo
(¢(2))? = 2*+2a23+(a?+2b) 22 +2abz+b* = p(2) = 2'-1023+m2?-50z+n , ¥z € C,
obtemos, pelo Corolario 2.7,

2a = -10, a*+2b=m, 2ab=-50 e V¥ =n,

que é um sistema trivial com solucao a = -5, b="5, n =25 e m =35. A tnica

solugao do problema ¢é entao

22 -1023+3522 =502 +25 = (22 =52 +5)? =

Como no anel Z, no anel C[z] é vélida a divisao inteira, isto é,



2.9 Proposicao. Dados dois polindmios P, D € C[z], com D + 0, erxiste um

tnico par de polinomios Q e R em C[z] verificando,
P=DQ+R, ¢ OR<ID .

Prova.
Existéncia. Se (P) < d(D) pomos Q=0e R=P.

Suponhamos agora o caso 0 < (D) =m <n =0(P) e escrevamos

{ P(z)=apz"+a, 12" '+ ... +a1z+ay, comayseC ea,+0,

D(z) =bp2™ + b1z + .+ b1z + by, com bygeC eby, #0 .

Definindo os polinomios @Q1(2) = 72z"™ e Ry = P - Q1D ¢ fécil ver que
obtemos J(Ry) <n e P =@QD+ R;. Assim, se 9(R;) < m findamos a tarefa.
Caso contrario, aplicando um argumento andlogo ao polinomio R; determinamos
()» € C[z] tal que o polinémio Ry = R1—QD satisfaz 9( Ry) < d(Ry) e a identidade
Ry = Q2D + Ry. Novamente, se 9(Rs) < m encerramos a tarefa. Sendo, iteramos

0 processo até obtermos Ry_1 = QxD + Ry, (Ry) < m, e concluirmos
P=QiD+Q:D+ ...+ QD+ Ry=(Q1+...+Qr)D + Ry, .

Entao, definindo Q) = Q1 + ... + Qr e R = R;, completamos a prova da existéncia.
Unicidade.

Se Q1,Q2, Ry, Ry € C[z], max(9(Ry),0(Ry)) <d(D), e Q1D+ Ry =P =QyD+ Ry
entao temos (Q1 — Q2)D = Ry — Ry e, analisando graus, Q1 —Q2=0=Ry— R, =

Observacao: Com a notacao da Proposicao 2.9, os polinomios () e R sao ditos
quociente e resto da divisdo inteira de P por D. Se o resto R é zero dizemos que
D divide P e escrevemos D | P.

Uma consequéncia da Proposicao 2.9, importante no que segue, é o da divisao
inteira de um polinémio p € C[z] por um polinémio de 1 grau, z — z —«, o € C.
Como o resto r de tal divisao tem grau menor ou igual a 1, isto é, 0 ou —oo, segue

que temos r € C* ou r = 0.



2.10 Proposigao. Dados p(z) = Yilya;z™ 7 € C[z] e

a € C arbitrdrios, de-
finimos o polinémio de grau um p, € C[z] por ps(x)

z—a, Vz € C. Se
q(2) = Y epzm Ik e r e C sdo o quociente e o resto, respectivamente, da

divisao inteira do polinomio p por p,, valem as trés assergoes:
(a) co=ag, ¢1=coa+ay, Cy=c1Q+as, Cp1=CpoQ+ay1 € T'=Cp 10+ ay,.
m .
— — m-—
(b) r=pla) =X ajom.
Jj=0
(c) p é divisivel (exatamente) por a se e sé se p(a) = 0.

Na Proposigao 2.10, o item (a) é a regra dos quocientes de Ruffini e (b) é o
Teorema do resto. Do item (a) resulta o conhecido algoritmo (na divisao inteira

em R[z] pelo polinomio de grau 1 x — x — a)) que se estende facilmente a C[z],
como exemplificamos abaixo.

o™+ a1 2™+ 2™+ L+ A1 2 + Z-«

—Cp2™ + cooez™1 co2™ L+ 2m 2 + L+ e

C12m™ L 4+ ae2™ 24 12+ G

—c12m 1+ cpazm2

CoZ™ 2+ L+ A1 2+ Ay,

Cm-12 + Qy,

—Cmp-1% T Cp—1 X

r
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Exemplo 2.11 Diwvidir —224+322+@'z+% por z+1. De acordo com a Proposi¢ao

3.8(a) escrevemos:

—2(ap) | 0(a1) 2(az) | i(as) 5t (as)
—i(a) | 2 2 i 3

—2(00) 2@(01) %(Cg) 77&(03) —2— % —2—

N[

O proximo resultado, o “Teorema Fundamental da Algebra”, expressa que
cada polinémio p € C[z], dp > 1, tem pelo menos um zero em C. E pertinente
notar que o enunciado andlogo com R[z] no lugar de C[z] é falso (pois, por
exemplo, p(x) = 22+1, Vx € R, pertence a R[z] mas ndo tem nenhum zero em R).
O matematico francés d’Alembert pensou ter achado uma prova deste teorema ,
em 1746, mas seu argumento tinha um erro. A primeira “prova” conhecida deste
resultado é devida a Gauss, razao pela qual o resultado é também conhecido
como “Teorema de d’Alembert-Gauss”. A “Primeira Prova de Gauss”, de 1799,
também tinha erros, que s6 foram corrigidos em 1920 por A. Ostrowski. Em 1806
o livreiro sui¢o J. Argand publicou uma prova muito simples, ainda incompleta,

mas que ¢ para a matematica moderna correta.

2.12 Teorema Fundamental da Algebra. Cada p € Clz], Op 2 1, tem ao

menos um zero (real ou complexo). Isto €, existe ¢ € C tal que p(¢) = 0.

Duas das provas do Teorema Fundamental da Algebra (TFA) que apresentaremos
sao uma sutil variacdo da demonstracao de Argand. A terceira é a demonstracao
de Argand. As duas primeiras sao recentes (2011) e deslocam a prova do TFA do
ambito da Algeba e da Teoria das Fungoes de Uma Varidvel Complexa para os
cursos de Calculo de Duas Variaveis Reais. A mesma se apdia apenas em alguns
poucos fatos basicos da teoria dos numeros reais e em calculos com nimeros
complexos que, embora tenham um certo grau de sutileza, uma vez explicitados

sao de facil compreensao. A prova do Teorema 2.12 é deixada para o Capitulo 4.
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Centraremos nossa aten¢ao pelo momento nas consequéncias interessantes deste
resultado.
A primeira aplicagao importante do TFA diz respeito a decomposicao fatorial

de um polindmio e as relagoes entre coeficientes e raizes. Seja p € C[z],

1

P(z):aoszralzm‘ + ..+ Q12+ ay,,a0 #0, com a(p)=m21 )

Pelo Teorema 2.12 (TFA) existe (; € C tal que p(z1) =0 e entdo, pela Proposicao

2.10 (c), p é divisivel pelo polinémio z = z—(; !, portanto existe p; € C[z] tal que

p(2)=(2-C)p1(2),VzeC, com d(p1)=m - 1.

Se m —1 > 1, aplicando o Teorema Fundamental da Algebra ao polinomio py,
vemos que existe (5 € C com p;1((2) = 0 e entdo, pela Proposicao 2.10(c), existe

po € C[z], O(p2) =m—2, tal que p1(2) = (2= (2)p2(2),Vz € C e, em consequéncia,

p(2) = (2-G) (2= G)pa(2), ¥z e C .

Continuando com este processo 2, ap6s m — 1 passos obtemos:

p(2)=(z-G)(z=C)..coe(2 = Gne1)Pm-1(2), com Op,,1 =1,

e portanto p,,-1(2) =apz+b 3, Yz € C. O tnico zero de p,,_1 é (,, = —b/ag e assim

obtemos pp,-1(2) = ag(z = (), V2 € C, 0 que implica

[2.1] p(2) =ag(2=C1)(2=C2)....(2=Cn1)(2=Cn) , V2 € C .

Como p+#0em=030p=>1, o Teorema 2.6 mostra que o polindbmio p nao tem mais
que m zeros distintos em C. Porém, alguns destes zeros podem ser iguais e entao,
a forma mais precisa de escrever a decomposigao [2.1] do polinémio p em produto

de fatores lineares é:
p(2) =ag(z-C1)" (2= C)2...(2 = ()", Yz e C, com
[2.2] G#ECGsei#g, 1<i,j<r,v; eN* Vj=12 .1, ¢

N+Vs+...+v,=m=0p .

!Doravante indicaremos (abusivamente) o polinémio z ~ z — a por z — .
2Aqui vale uma observacdo andloga & ': a prova rigorosa deste fato deveria ser feita por

indugao mas € tao simples que nao vale o esforco fazer a formalizagao.
3 A Proposicao 2.10 mostra que o 1 coeficiente de cada um dos polinémios p1, ..., pm_1 ¢ ag.
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Com as notagoes de [2.2], o nimero natural v; é a multiplicidade do zero ; € C e (;
é um zero (raiz) do polinémio p de multiplicidade ;4. Claramente, qualquer que
seja a decomposicao de p em fatores lineares o conjunto de zeros nao se altera.
Mostremos que, analogamente, a multiplicidade de cada zero também nao muda

e, portanto, nao existem duas decomposigoes diferentes do tipo [2.2] para p:

ap(2 = G1)" (2= G2)" (2 = ()" = ao(z = (1)1 (2 = () 2e(2 = ), V2 eC

. . . . ! .
pois, se por exemplo v4 > v}, dividindo ambos os membros por (z—(;)" resultaria

agp(z - Cl)”l’”i(z ()2 (z2=-G) =ag(z - Cg)”é...(z - Q)Z’; , VzeC,

o que é absurdo pois o primeiro membro se anula para z = (; mas o segundo
membro nao, logo v; = 1] e, analogamente, vy = v),....,1, = V). Resumindo obtemos

o resultado abaixo.

2.13 Teorema. A todo p € C[z] com m = Op > 1 estd associado um tnico

conjunto finito nao vazio {(1,...,(.} € C, comr < m, determinado pelas condigoes:

p(¢)=0,Vi=1,2,...,1 e p(2)#0,YV2¢{C,....¢} .

Se v; e N* é a multiplicidade do zero (5, 1 < j <r,entao ¥y v; =m ep se escreve
como o produto de ag (primeiro coeficiente de p) por m fatores lineares na forma

[2.2] e, a menos da ordem dos fatores, esta decomposi¢ao € unica.

Para as aplicagoes é importante conhecer a estrutura (fatoracao) de um po-
linomio com os coeficientes em R através dos seus zeros. O muito util Teorema
2.15, a seguir, nos dara informagoes completamente precisas. Antes, provemos

um lema que tem interesse proprio.
2.14 Lema. Se p e C[z] tém todos o0s seus coeficientes reais, valem as asser¢oes:
(a) p(z) =p(z), Vz€C.

(b) Se (e C\R € um zero de p entdo { também é um zero de p e existe q € C[z]

tal que:

(i) p(2) = (=) (2= Q)g(2), Vz € C,

(ii) q tem todos os seus coeficientes reais.

4No caso vj =1 diz-se que {; é um zero (ou uma rafz) simples de p.
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Prova.

(a)

O caso em que p é um polinémio constante, p = a € R, é 6bvio. Suponhamos
p(2) =Xjtpa;z2m7,z€C, comm>1eap+0. Entao, pelas propriedades da

conjugacao, e utilizando que @; = a;, pois a; € R, obtemos

m . m m m
p(z)=>a;z"7 =Y a;zm I =Y a;zm I =y a2 =p(z),VzeC .
3=0 J=0 j=0 j=0

A primeira afirmacao é ébvia por (a) pois p(¢) =0 = p(¢) = p(¢) =0 = 0.
Ainda mais, como ( é zero de p, pela Proposigao 2.10 (c), o polinémio z -

divide o polinémio p, isto é, existe ¢; € C[z] tal que

(2.14.1) p(2) = (z=Q)q1(2), VzeC.

Como ¢ também é raiz de p, de (2.14.1) resulta 0 = p(¢) = (C - )q1(¢) e de
(- #0 (pois ¢ ¢ R), obtemos ¢;(¢) = 0 e entdo, pela Proposicao 2.10 (c)

concluimos que (z - ) | ¢1. Isto é, existe ¢ € C[z] tal que

(2.14.2) 1(2) = (2=0)q(2), VzeC.

De (2.14.1) e (2.14.2) resulta (i).
Verificacao de (ii): Seja ¢ =& +1in (£, €R). Entao,

(2=OE=0) =(-€&-in(z-E+in) = (2~ - (in)?
(2143) = (2—6)24")72

=22+az+b, coma=-2 eReb=£2+n?ecR.
Assim, escrevemos a relagao (i) como:

p(2)= (22 +az+b)q(z),VzeC .

Logo, q é o quociente (exato) da divisao inteira de p por z2+az+b, estes com
os coeficientes em R, e portanto ¢ tém os coeficientes em R [segue da prova
da Proposicao 2.9 pois, é claro que o quociente e o resto da divisao inteira
entre polinomios com os coeficientes em R também tém os coeficientes em
R, pois as operacoes envolvidas sao adigao, subtracao e multiplicacao de

nimeros reais| m
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2.15 Teorema Se pe C[z], p+ 0, tém todos o0s seus coeficientes reais tém-se:

(a) ¢ é um zero de multiplicidade v de p se, e somente se, ¢ também o é€.
(b) A fatoragao [2.2] do polinémio p pode ser escrita (de forma mais precisa):
p(z) = ao[(z -&)%+ nf]ul...[(z —£)%+ nf]“s.(z —b)M. (2 =b)M V2 eC

com ag o coeficiente dominante do polinomio p, com (; = &;+in; e Zj =§;—in;
(€;,m; € R,1<j<s) os zeros complexos ndo reais de p, com by (1 <k <t)

0s zeros reais de p, com i; a multiplicidade do zero (; e Ay, a do zero by,.

(c) Se Op é impar, p tem pelo menos uma raiz real.
Prova.

(a) Se ¢ € R, a afirmacao é Sbvia (e initil)® pois ¢ = (. Se ( e C\R entdo ¢ # ¢
e, pelo Lema 2.14 (b), ¢ é rafz de p e dp = m > 2. Ainda, pela definicao de
multiplicidade (vide [2.2]), temos (z-()" | p, isto é, existe @ € C[z] tal que
(2.15.1) p(2) =(2-0)"Q(z), VzeC.

Por (2.2.1) temos 0Q) =m —v e, é claro, () pode ser escrito na forma

Q(z)=ap+a1(z=C)+ ...+ apn,(z-0)™", VzeC; ag,a1,...,anm_, € C,

com ag # 0 (ap = 0 = ¢ é raiz de multiplicidade v + 1, contra a hipétese).

Entao, pela equagao (2.15.1) obtemos
p(z) = (2 -0)"Q(z) VxR,
e entdo, conjugando a equacao acima (os coeficientes de p e p(x) sao reais),
p(x) = p(x) = (2= 0)"[a + @@ =) + o + T (w -], Vo eR

e pondo G(2) =@y + ar(z=C) + ... + Gy (2 —C)™ v, para todo z € C, temos
p(z) = (z - ()*G(x), para todo z € R, e pelo Principio de Identidade de

Polin6émios (Teorema 2.6) ou Corolario 2.7,
p(2) = (2-C)"G(2), VzeC, com G({)=ag+0.

Logo, por [2.2], ¢ é rafz de multiplicidade v de p. Fim da prova de (a).

®De fato, se ¢ € R entdo p(¢) = 0 = p(¢) = 0 é uma tautologia. J4 no caso ¢ € C\ R, a
implicacdo “C é um zero de multiplicidade v de p = ¢ é um zero de multiplicidade v de p” nos

indica um novo zero, de multiplicidade v.
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(b) Pelo item (a) e pela fatoragao em [3.2] de p temos,

p(2) =ao(z=C)" (2 =C) (2= G (2= G) e (2 = by)M (2 = b))
= ap[ (2= ) (2 = Q)] [(2 = G) (2 = ()] (2 = )M (z = b

Aplicando (2.14.3) as expressoes entre colchetes segue a fatoracao citada.
(c) Obvio m

2.16 Observagao. Se os coeficientes de p € C[z], p # 0, sdo reais, entao a
restricio a R de p € um polinomio p = plgr € R[z] e as conclusées de Teorema

2.15 valem para p e, entre elas,
(2.16.1) p(x) = ao[(x—gl)zﬂﬁ]yl...[(z—fS)QJrnE]VS(m—bl)’\l...(x—bt)’\t , VreR.

Mais precisamente, podemos dizer que o Teorema 2.15 é essencialmente um re-
sultado de estrutura para elementos de R[z]. Notemos que em (2.16.1) todos os
nimeros sao reais mas, para obté-lo ampliamos o “campo de manobra”, de R
para C, onde sao possiveis muitas computacoes que nao em R. Este é um exem-
plo (entre muitos) de um fato geral: o desenvolvimento da teoria dos nimeros
complexos [e suas consequéncias: célculo diferencial e integral complexos, etc,],
além do seu enorme interesse proprio, permite entender bem mais profundamente
fendmenos puramente reais (por exemplo: como provarfamos (2.16.1) sem utili-
zarmos C 7). Neste ponto é interessante voltar a refletir sobre a atitude de R.

Bombelli mencionada no 0 desta notas.

2.17 Ezxemplo. Determinemos m e a reais tais que para o polinomio
p(2)=2"-2"+22-m2t+ 2 +a,

z =1 seja zero de multiplicidade 2 e, para tais m e a, mostremos as raizes de p.

Solugao. Como ¢ é zero duplo® de p, pelo Teorema 2.13 o polinémio pg(z) =
(z—1)% = 22 -2iz—1 divide (exatamente) p. Efetuando a trivial divisao inteira de
p por pg obtemos o quociente q(z) = 23+ (20 —=1)z2 = (1 +2i)z + (3-m) e o resto
r(z) =2i(2-m)z+a+3-m ( z € C). Impondo r =0 temos 2i(2-m) =a+3-m =0

e assim, m=2ea=-1.

6A expressao “zero duplo” é frequentemente empregada para um “zero de multiplicidade 2”.
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Desta forma obtemos,
p(2)=2" -2 +223-2224+2-1, VzeC.

Por fim, como os coeficientes de p sdo reais, pelo Teorema 2.15, o niimero ¢ = =4 é
zero duplo de p = (z—1)%q e portanto —i é raiz dupla de ¢q. Desta forma, aplicando

a ¢ o algoritmo de Ruffini (Proposi¢ao 2.10 e Exemplo 2.11) obtemos

1 “1+2i| -1-2 1
i) i 1+i -1
1 ~1+i | —i 0
—i) —i +i

1 -1 0

donde segue q(z) = (z+i)?(2-1), VzeC, e
p(2) = (z-0)*(z+i)*(z-1), VzeC,
e portanto as raizes de p sado i e —i (ambas duplas) e 1 (raiz simples) m

2.18 Observacao. A partir do Teorema 3.15 e do método dos coeficientes a de-
terminar (v. Ezemplo 3.8) € possivel obter (e nao € dificil) a decomposi¢cao de

uma funcgao racional em fracoes simples.

Lembremos que uma fragao racional real é uma funcao do tipo

L 'xHM= x x
’ =P[p: o) P(x)/p(x) ,

onde P,p € R[x] e p + 0, definida sobre o conjunto C\ F', onde F' é o conjunto finito
das raizes de p (vide Teorema 3.13). Notemos primeiro que, se dP > Jp, efetuando
a divisao inteira de P por p, se ¢ e r sao o quociente e o resto, respectivamente,
obtidos temos P = pq +r, Or < dp e entao,

P pg+r 1

(2.18.1) g+ .
p P q
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Como objetivamos escrever P/p como soma de expressoes mais simples que a
original e ¢ é um polinémio, de (2.18.1) resulta que sera suficiente estudar o termo
r/q onde Or < dq. Em consequéncia, podemos supor no que segue, 9P < dp. No

Apéndice B provamos (e mostramos algumas aplicagoes):

Teorema: Seja P/p uma fragdo racional real irredutivel 7, com 9P < dp. Se a
fatoracdo de p é a que consta no enunciado do Teorema 3.15 (b) entdo P/p se
escreve de modo Unico na forma:

P(x) zt:{ Aga ‘ Ak A }+ZS:{ Mz + N, +W+Mj,ujx+Nj7uj
p(z) o (o - bk)kk T by i (- &)? +77]2-]§ (x=&)2+n;

paracada z € R, x # by (1 <k <t).

(2.18.2)

O segundo membro de (2.18.2) é chamado decomposicdo de P/p em fra¢des
simples. A prova da existéncia da decomposigao (3.18.2) [“Analisis Matematico”,
R. Pastor et all, Cap XII, 46-4, pg 645 (4 ed., 1958)] é feita de modo construtivo
e pode ser util para a determinagao dos coeficientes Ay j, M;,,, ¢ N; . Porém, a
existéncia e a unicidade da decomposigao justificam o uso, as vezes mais comodo,
do método dos coeficientes a determinar, como ilustramos a seguir.

2.19 Ezemplo. Determinar a decomposi¢cao em fracoes simples de %

Neste caso temos P(x) :=2°+z e p(x) = (22 + 1)(2% + 2)?, isto é, p tem os zeros
conjugados simples +i e os zeros conjugados duplos +iv/2. Escrevemos

o+ _ax+b+ca:+d+ ex+ f Ve R
(22 +1)(22+2)2 22+1 22+2 (22+2)2’ ’

e entao, multiplicando ambos os membros por p(z) resulta

(2% +2) = (az+b)(2? +2)* + (cx +d)(2? + 1) (2® +2) + (ex + f)(z? + 1), Vo e R .
Efetuando as operacoes indicadas no 2 membro, a igualdade acima se escreve
2o+1 = (a+c)rd+(b+d)z +(4a+3cre)x3+(4b+3d+ )z +(4a+2c+e)r+4b+2d+f ,Vr e R,
e (v. Corolério 2.7) obtemos o sistema linear de 6 equagdes com 6 incognitas:

(1) a+c=1, (2) b+d=0, (3) da+3c+e=0, (4) 4b+3d+ f =0,

(5) da+2c+e=1, (6) 4b+2d+ f=1.

"Isto é, P e p ndo tém zeros comuns ou equivalentemente fatores lineares ou de 2 grau

comuns nas fatoragdes de ambos (Teor. 3.15 (b)).
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De (2) segue d = —b e portanto (4) e (6) se escrevem, respectivamente, b+ f = 0
e 2b+ f = 0 que é visivelmente um sistema determinado; donde, b = f = 0 e, entao,
d=0. De (1) segue ¢ = 1 —a e entao (3) e (5) se escrevem, respectivamente,
a+e=-3e2a+e=-1;cujasolugao éa=2ee=-5eportanto,c=1-a=1-2=-1
donde ¢ = -1. Consequentemente,
¥+ 2x x bx

= - - VreR m
(r2+1)(22+2)2 22+1 22+2 (22+2)%’ v

A decomposicao (2.18.2) é especialmente 1itil no célculo das primitivas

P(x)
[ p() o

de uma fracao racional real P/p.

Dado p € C[z], com Op > 1, suponhamos

n
p(z) =) a;z2"7 VzeC.
=0
Se F':= {ay,...,a,} é o conjunto dos zeros de p (r < m) e v; € N* denota a
T
multiplicidade de «; (1<j <7, ¥ =m), examinemos a sequéncia dos zeros de p:
j=1

(gj)lstm = (CI g oee ,Cm) = (Oél ],y gyl Oy ...Oér),

com «; ocorrendo v;-vezes na sequencia, para cada j = 1,,..,7. E claro que
para cada permutacao o € Sy,, a sequéncia ((y(1y,Co(2) »---Co(m)) ¢ também uma
sequéncia dos zeros de p e é irrelevante distingui-las, pois que todas dao a mesma
informagao. Assim, abusivamente, chamamos qualquer uma delas de a sequéncia

dos zeros de p. Logo, se como no Exemplo 2.17 temos
p(z)=2" -2 +22°-222+ 2 -1,

qualquer das sequéncias (i,i,-i,-4,1), (i,-1,-%,7,1), (1,4,-4,4,—1), etc., dao a
mesma informacao a respeito dos zeros de p, a saber, que p admite ¢ e —i como
raizes duplas e 1 como raiz simples. Posto isto, vamos ao proximo resultado que

fornece as relagdes existentes entre coeficientes e raizes de um polinémio.
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2.20 Teorema. Seja p € C[z] dado por

p(z):Zajzm_j,VzeC, m=0p>1 (i.e., ag#0),

a; a2 as m dm Al
—— =G —= Y GGy == Y GGG, L () =TT G
ap 531 Ao 1<i<j<m Ao 1<i<j<k<m Qo =1
Prova.

As hipdteses sobre p implicam que vale [2.1] (v. prova do Teor. 2.13). Isto é,

p(2)=ag(z-C1) (2= (). (2= Cn),V2zeC .

Efetuando os produtos indicados no 2 membro da relagao acima obtemos
apz™ +2"7! ( —aoG1—apCa— ... — aoCm) + 2m72(GOC1C2 +aoCi@z+ ... + OJOCmflé‘m) +...+

+ Zm_j[ao(—l)j z CSlCSQ"'CSj:I+ +a0(_1)m§1§2---<m )

1£31<32<...<stm
e como este polinomio é igual a p(z) = agz™ + a1 2™ ! + ... + a,,, pelo Principio de

Identidade dos Polinémios resulta:

. / a;
a1 = —aoC1 — apla = ... —aplm, istoé, ——=>¢
Qo =1
as = apCiCe + apCiCs + +a0Gm-1Gm, isto &, — = Z GiGj

. . ; Qs
a; = ao(_l)j Z C81CSQ'“CSJ~ ) 1sto €, (_1)]_] = Z €81C82“‘C5j
1<s1<82<...<5;<m Qo 1<s1<...<s;<m
m a m
amza(](_l)mHCia isto é7 (_1)m_m = HCz u
i=1 Qo =1
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2.2 - Resolucao Elementar de Equagoes por Radicais
A equagdo de 2 grau: é a equagao da forma
[2.3] az’*+bz+c=0 (a,b,ceC,a#0).
Multiplicando [2.3] por 4a obtemos a equagao equivalente
[2.3'] 4a*2*+4abz+4ac =0 (a,b,ceC,a+0).

e observando que (2az + b)? = 4a?2?% + 4abz + b?, se somamos e subtraimos b? em

[2.3’] e pomos A := b2 - 4ac, podemos escrever [2.3"] da maneira equivalente:
[2.4] (2az+b)* = A,

ou seja,

[2.47] (2az+b-VA)(2az+b+VA) =0,

e entdo, os zeros de [2.3] sdo os valores que anulam a um qualquer dos fatores em
[2.47], isto é,
-b-VA -b+VA
= e 2y = ———— .
2a 2a

O que usualmente se expressa pela férmula

b VA bV -dac

2a 2a

21

[2.5] 2

A diferenca entre as duas raizes é

\/K_ +0, se A#0
=0, se A=0.

22—21:—_
a

Se em [2.5] supomos A = 0, obtemos a raiz dupla

b
212222—%.

Em resumo temos o resultado abaixo.
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2.21 Proposicao. A equagao [2.8] tem duas raizes, reais ou complezras, que sGo

diferentes se A # 0 e coincidentes se A = 0.

Quando os coeficientes a, b, c em [2.3] sao reais (o que é frequente), as duas raizes
sao reais e diferentes se A > 0, sdo reais e coincidentes se A =0 e sao complexas
conjugadas se A < 0 pois, se A’ = —A entao de [2.5] resulta,

L —b+ivVA

2a
Voltando ao caso geral (a,b, c € C), somando as raizes [2.5] obtemos

b+ VA -b-VA

2. =
[ 6] Z1+29 5a 50

b
~
Multiplicando as raizes [2.5] resulta:

(-b+VA)(-b-VA)) ’-A dac ¢
2129 = = =—=—,
4a? 4a? 4a® a

e, convenientemente, re-encontramos neste caso particular as relagoes dadas pelo
Teor. 2.19.

O assunto que seria natural desenvolver a seguir é o estudo da variacao do
sinal de um trinomio REAL de 2 grau e sua aplicagdo a inequagoes de 2 grau.
Mas nao nos deteremos neste conhecido tépico, solicitando ao leitor desenvolve-lo

nos exercicios (v. Exercicios - Capitulo 2).
2.3 - Equacoes Redutiveis a Quadraticas

(A) Equagdes biquadradas: sdo as do tipo
[2.7] az*+br3+c=0 (a,b,ceC,a#0),
que se resolvem pela substituicao y = 22, que transforma [2.7] em
[2.7'] ay’+by+c=0,

cujas raizes sabemos calcular. Se y; e y, sdo as raizes de [2.7’] entdo as raizes de

[2.7] sd0 w1 = \ /Y1, T2 = —\/U1, T3 = /Y2 ¢ T —4 = — /Y3, as quais sao dadas pela

formula

x_i\/—bi\/bQ—llac

2a
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(B) Equagdes reciprocas: Sao as equagdes que tém os coeficientes equidistantes

dos extremos iguais. Assim, uma equacao recipoca de 4 grau tem o aspecto:
[2.8] az* +br+cx’+br+a=0.

Dividindo [2.8] por 22, a transformamos em

[2.8'] a(x2+%)+b(:c+§)+c:0.

A substitui¢do z =z + 1, que implica 22 + 2 = 22 - 2, transforma [2.8'] em
[2.9] az’+bz+c-2a=0 .

Resolvendo [2.9] obtemos dua raizes z1, z; cada uma das quais dd um par de raizes

de [2.8] que se obtém resolvendo as equagoes
?-ziz+1=0 (j=1,2).

A Equacdo Cibica: A equagao geral de grau 3 é,

ap?® +a122 +asz+a3=0,a9 %0,

e portanto, dividindo por ag podemos supor sem perda de generalidade que ag =1

e escreve-la
[2.10] 2ray 2 +agz+az =0 (a1, az,a3€C).

Faremos uma translacao z = x —k, onde a constante complexa k sera determinada
pela condigao de eliminar o monémio de 2 grau em [2.10]. Assim, substituindo
z por x — k em [2.10], apds efetuar as operages requeridas e agrupar termos
semelhantes e ordenar em poténcias decrescentes de x, obtemos uma equacao do
tipo:

23+ (a1 - 3k)x* + (...)x + termo indep. =0,
o que mostra que para k = 3, a equacao [2.10] toma a forma:
[2.11] 3 +pr+q=0.

As consideragoes acima mostram que equagoes da forma [2.10] podem ser trans-

formadas em equagdes do tipo [2.11] por meio da mudanga de varidvel z = z - 4.
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Assim, é claro que para resolver [2.10] basta saber resolver [2.11] (pois, se x;,1 <
j <3, sao as trés raizes de [2.11] entao z; = x; - 3,1 <j <3, sao as trés raizes de
[2.10]). Para resolver [2.11] introduzimos duas novas varidveis u,v com a substi-

tui¢ao = = u +v. Agrupando convenientemente, [2.11] toma a forma
ud + 03+ (Buv+p)(u+v)+q=0,

que tem por solucoes valores de u e v verificando as condigoes seguintes:

343 = — 343 =—
[2.12] {u oo = [2.13] {u oo

3uv = —p udvd = & .

27

De [2.13] resulta que u3 e v? sdo as raizes da equagao de 2 grau

p3
9.14 P
[2.14] yiray-5-=0,

chamada resolvente de [2.11]. Resultam entao os valores

2 3 2 3
3 4 q p 3 _ o2 4 q p
W=y =-s+\ [ +os, =yt=-o -\,
2 4 27 2 4 27
e entao extraindo as raizes cibicas obtemos trés valores para u e trés valores para
v, o que da nove pares de valores para u e v. Embora estes nove pares (u,v)
satisfazem [2.13], nem todos verificam [2.12] pois a elevagdo ao cubo introduziu
solugoes estranhas; devemos entao escolher apenas aqueles pares (u, v) de solugoes

que satisfazem a 2 equagao de [2.12], isto é,

b
2.15 = —=.
[ ] uv 3

Com esta restrigao, as trés raizes de [2.11] sdo dadas pela Férmula de Tartaglia
(as vezes erroneamente atribuida a Scipion del Ferro ou mesmo a Cardano, que

foi o primeiro a publicé-la):

2 3 2 3
[2.16] O | R A By
2 V1 27 2 V1 a7

Aqui é importante frisar que com o avanco das calculadoras que resolvem em ins-

tantes uma equagao do tipo [2.11], a férmula [2.16] tem interesse apenas histérico

e nao apresentaremos nenhum exemplo de sua aplicacao, relegando isto a um
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exercicio (vide Exercicios - Capitulo 2). Nos livros mais antigos era feita a dis-
cussao do tipo de raizes da equagao [2.11] quando p,q € R, segundo

2 3
Ly
4

J

fosse maior, igual ou menor que zero.

A equagdo do 4 grau: Se a férmula [2.16] dando as raizes da equagao ctibica
[2.11] é complicada demais para ter, na atualidade, algum valor prético, o que
dizer da féormula para as raizes da equacao geral de 4 grau, que é bem mais
dificil 7 A seguir mostraremos brevemente os passos principais que levam a esta
férmula apenas por razoes culturais e historicas.

Se na equacgao geral de 4 grau (apds prévia divisao pelo 1 coeficiente):

[2.17] a2 rag?razzray =0, (a;€C,1<5<4),

efetuamos a substituicao z = x — %', obtemos outra equagao sem segundo ermo,
do tipo:

[2.18] st +pr?+qr+r =0.

Procedendo como na equacgao cubica, fazemos a substituicao x = v + v +w, igual-

dade que elevada ao quadrado pode ser escrita assim:
22 — (u? + v+ w?) = 2(uv + uw + vw) .
Elevando de novo ao quadrado obtemos:
ot = 2(u? +v? +w?)2? + (u? + v+ w?)? = 4> + vPw? + v*w?) + Suvw(u + v +w)
ou seja,
ot = 2(u? + v+ w?)2? - Suvw(u+v+w) + (u? + v +w?)? - 4(u?v? + vPw? +v?w?) = 0

e entdo, para obter as raizes de [2.18] bastara obter valores u, v, w verificando as

condicoes

u? + v +w? = -§
[2.19] uvw = —1

(u? +v% + w?)? - 4(u?0? + vPw? + v2w?) =r.
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Nas equagoes em [2.19], elevando ao quadrado a 2 e combinando a 1 e a 3

resulta,
u? +v? +w? = -§
2
[2.20] u?viw? = &

2
-4
(u?v? + vw? + v2w?)? = B

em consequéncia, pelo Teor. 2.19, u?,v? e w? sao raizes da equacao

2_4 2

9.91
[2.21] y 16 Y 64

chamada resolvente de [2.18]. Resolvendo [2.21] obtemos trés valores yi,y, e
y3 e extraindo suas raizes quadradas resultam os valores u = +,/y;, v + \/ys €
w = +,/y3. Os oito produtos uvw possiveis sao dois a dois opostos, sendo quatro
deles iguais a —{ e os outros quatro iguais a +{; prescindindo de solugoes estranhas
introduzidas pela elevacao ao quadrado, escolheremos as quatro ternas de valores

(u,v,w) que verificam a 2 equagao de [2.19], isto é,
q
uvw = —— ,
8
que da uma férmula do tipo,
[222] T =EVY1,E2VY2,EVY3,

que d& as quatro raizes de [2.18], devendo calcular y;, Y2 pela formula de Tartaglia
ou por outro método de resolucao.

A importancia tedrica da férmula [2.22] resulta dela mostrar que a equagao
geral do 4 grau admite solugoes dadas por uma expressao algébrica irracional
em funcao de seus coeficientes, mas seu valor pratico é quase nulo. Resolvidas al-
gebricamente as equagoes de graus 1,2, 3 e 4 por meio de radicais (desde o século
XVI), era natural tentar andloga resolucao para as equagoes de graus superiores a
4, mas todas as tentativas de muitos matematicos (especialmente Lagrange) fra-
cassaram; a equagao resolvente, da qual se fazia depender a resolucao da equagao
dada, era sempre de grau mais alto que esta, o que tornava initil o método uti-
lizado na resolucao das equacoes de 3 e 4 graus. Este constante fracasso levou
a suspeitar da imposssibilidade de resolver o problema. A primeira tentativa co-

nhecida neste sentido foi de Ruffini em 1798 (mas sua prova estava incompleta),
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mas quem provou este resultado foi Abel em 1826 (N. H. Abel, Demonstration de
I'impossibilité de Ila resolution algebrique des equations generales qui dépassent
le quatriéme degré, Crelle’s Journal fiir Mathematik, vol 1. 1826). Em termos

algo vagos e imprecisos podemos enunciar este resultado assim,

Teorema 2.22 (Abel) Fizado n €N, n > 5, é impossivel expressar as raizes de
um polindmio geral de grau n por uma (unica) expressao algébrica irracional em

funcao de seus coeficientes.

Observe a énfase na palavra “geral” no enunciado acima. Ainda, em uma in-
finidade de casos particulares, é possivel obter todas as raizes como expressao
algébrica irracional de seus coeficientes. Por exemplo, p(z) = 2° - 32 tem suas

raizes imediatamente obtidas (v. Teorema 2.11).
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Apeéendice

TEOREMA DA DECOMPOSICAO EM FRACOES SIMPLES?®

Idéia. Consideremos uma divisao de polinomios

P(x)
Q(x)

ambos com coeficientes reais e, ainda, grau(P) <grau(@). O objetivo é escrever

este quociente como um somatorio de parcelas “bem mais simples”. Procedemos
da seguinte forma. Decompondo o polinomio ) como um produto de fatores
lineares do tipo (x —a)™, com « uma raiz real de Q e m = m(«) a multiplicidade
algébrica de tal raiz de @, e também de fatores quadraticos (z2 + ax + b)", onde
o polinémio z2 + bz + ¢ nao tem raizes reais (discriminante negativo) e n é a

multiplicidade algébrica de tal polinomio, temos que:

(1 ) Cada fator linear (x — )™ gera as m parcelas (no somatério procurado)

Ch Cm,

(z-a) " (z-a)™’

onde C1,...,C}, sao constantes reais a serem determinadas.

(2 ) Cada fator quadratico (z2+bx+c)™ gera as n parcelas (no referido somatério)

A117+B1 Anl'-l-Bn
(22 +bx+c)” (a2 +br+ )]

onde as constantes Ay, By,...A,,B, sao reais e a serem determinadas.

80 teorema que segue baseia-se em dois resultados em “Analysis by Its History, E. Hairer and
G. Warner, Undergraduate Texts in Mathematics, 1996, pp. 118 — 123, Springer-Verlag, New
York”. Alguns exemplos (dois deles do citado livro) sdo, entre outras formas, aqui resolvidos
inspirando-nos no chamado método de Heaviside, citado em “Caélculo, Vol 1, pp. 568 — 569,
G. B. Thomas, Addison Wesley, 2009”.
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(3 ) A resposta procurada (isto é, o somatdrio) é entao: o quociente % é uma

soma de parcelas do tipo das obtidas no (1 ) e no (2 ) passos acima.
(4 ) Para determinarmos as constantes reais surgidas existem vérios métodos.

Exemplo 1. Decomponha em fragoes simples,

P(r) 22°-32%-92% + 2323 + 22 — 44z + 39
Q(z) xd+at-brd —22+8x -4 '

Resolucao. Efetuando a divisao polinomial obtemos uma funcao racional com

o grau do polinomio numerador menor que o no denominador, e fatorando este,

P(x) 6zt — 2022 + 4z + 19
=2x -5+
Q(x) (z-1)*(z+2)*
Pelo método acima temos,
6.1’4 - 20I2 +4z +19 Ag A2 A1 BQ Bl
(%) = — + + + + .
(x-1)3(z+2)2 (x-1)2 (z-1)2 z-1 (z+2)2 x+2

Multiplicando (*) por (z - 1)? e entdao computando em x = 1 obtemos Az = 1.

Multiplicando (*) por (z+2)? e entdo computando em = = =2 obtemos By = —1.
Pondo os termos 1(x—1)73 e —=1(z +2)~2 a direita a esquerda e simplificando,

62*— 2022 + 42 +19+ (x-1)3 - (2 +2)2  62%2-5x-7 Ay A B
(*X—) = = + + .
(z-1)3(z+2)? (z-1)*(z+2) (z-1)2 z-1 xz+2

Multiplicando (**) por (z—1)? e, ai, avaliando a fracao central (no lado direito)

em z = 1 obtemos Ay = -2.

Multiplicando (**) por (z+2) e, ai, avaliando a fracao central (no lado direito)

em x = -2 obtemos B; = 3.

Pondo, em (**), os termos -2(z —1)72 e 3(z +2)~! que estao no lado direito

no meio e entao simplificando obtemos:

622 -5 -T7+2(x+2)-3(x-1)* 3(x-1)(xz+2) 3 Ay

= = = = A1 =3.
(z-1)%(z+2) (r-1D*(z+2) z-1 x-1
Resposta 22%-32° 92442325122 442439 _ 1 42 43 . -1 .3 o
p : x5+t -5x3-22+8x-4 T (z-1)3 7 (2-1)2 7 z-1 0 (2+2)2 7 z+2
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Antes de darmos mais exemplos provemos o teorema.

Demonstracao do Teorema da Decomposicao em Fracgoes Parciais

Seja R[] o conjunto dos polindémios com coeficientes reais e na varidvel z.
Seja @ = Q(x) € R[z] com r distintos pares de raizes complexas conjugadas
(ndo reais) oy £ if, ..., £ if, e s distintas raizes reais 7i,...,7s. Entdo, pelo
Teorema Fundamental da Algebra (TFA)? podemos fatorar () em seus fatores
lineares e quadraticos, com suas respectivas multiplicidades algébricas, e obtemos
- 2 . 22\
Q@) =c[T((w-a)*+5) " TI(z=m)", ceR,
j=1 j=1
onde m; e n; sao as multiplicidades das raizes complexas e reais, respectivamente.
Teorema 1. Seja Q = Q(x) € R[z] como acima e P = P(x) € R[z] tal que
grau(P) < grau(Q)). Existem, e s@o tnicos, nimeros reais Aj;, Bj; e Cj; tais que
P(,CL’) L) Ajk + Bjkx 5.

% ;;((x—aj)2+52) ) J;k;(x %)k |

(1.1)

Prova.

Afirmacgao 1: Se v é raiz real de multiplicidade n de @ = Q(x) fatoramos
Q(z) = (x —v)"q(x), com q € R[x] e q(7) # 0, e existem unicos C' € R e p € R[z],
com J(p) < I(Q) - 1, satisfazendo

02 P) ¢ p(a)

@-ra@) @ " @)l

Verificagao da Afirmacgao 1.

Multiplicando (1.2) pelo denominador comum, temos a equagao polinomial
P(z) = Cq(z) + p(x)(x - 7).

Avaliando em = = v temos C = % e definimos p(x) € R[z] como a divisao

(exata) de P(x) - Cq(z) por (z—+). As unicidades de C' e p = p(x) sdo 6bvias.

9d’Alembert em 1746 e que & época procurava métodos para integrar funcoes racionais
apresentou uma prova do TFA que foi, & época, considerada nao valida e que hoje é valida.
Gauss em 1799 apresentou a mais famosa prova de tal teorema e Argand em 1814 mostrando
a eficiéncia dos nimeros complexos simplificou, e muito, a prova de d’Alembert e apresentou

talvez a mais clara e curta prova do TFA, até a atualidade.
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Afirmacao 2. Se Q(z) = ((:c -—a)?+ 62)mq(m) e qla+if) #0, a e R, B e R*,
existem tnicos A, B € R e polinomio p € R[x], grau(p) < grau(Q) — 2, tais que

P(x) _ _ A+ Bx _ p(x) . '
((93—04)2"‘52) q(z) ((33—04)2"‘52) ((x—a)2+52)m_ q(x)

Verificagao da Afirmacgao 2.

Multiplicando pelo denominador comum, resolvemos a equagao polinomial

P(x) = (A+ Bx)q(x) + p(a:)((:z:—a)2+ﬁ2>.

Avaliando tal férmula em zy = a+ i € C (ou zg = @ — i) determinamos A e B
reais'® e definimos p(x) como a divisao exata, em R[x], de P(z) - (A+ Bx)q(x)

por ((x —a)?+ 62)). A unicidade é elementar e encerra tal verificacao.

Claramente, por sucessivas aplicagoes das Afirmagdes 1 e 2 obtemos (1.1).
Pedimos ao leitor mostrar, é trivial, que a unicidade dos coeficientes em (1.1)

(vide abaixo outra prova de tal fato) segue das unicidades nas Afirmagoes 1 e 2m

Mostremos uma variacao do Método de Heaviside (assim dito se Q(x) sé
tem raizes reais simples) para determinar (unicamente) os coeficientes em (1.1).

Computemos os coeficientes Ci,,,, C1 -1, ..., C1,2, C1 1, nesta ordem.

Utilizando a fatoracao Q(x) = (z —v1)"Q1(x), Q1 € R[x], Q1(71) # 0, multi-

pliquemos (1.1) por (x—-;)™ e computemos a equacao obtida em z = ;. Para o
P(z) P(y1)
(z=711)"1Q1 () » Qi(n)”

(x_;’f)lnl por (x — ;)™ e computando o resultado em x = 7,

obtemos C ,,; todas as demais parcelas ao serem multiplicadas por (z — ;)™ e

1 membro ( ) obtemos, é ébvio Quanto ao 2 membro, mul-

tiplicando a parcela

o resultado computado em z = ~; produzem o niimero zero. Logo,

P(’Yl)
Cin, = )
o Qi(n)

0Pela equacio A + B(a +if3) = % € C temos A + Ba = Re(_i((;;’))) e Bf = Im( P(20) ) Se

utilizarmos z = a — i3 o resultado é o0 mesmo pois para tais A, BeR: A+ BzZy=A+ Bzy =
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Cl,nl
(z=71)™
funcao racional com numerador e denominador divisiveis por (z—7;) (Afirm. 1):

P@) G pi)
(2 -y)mQi(z)  (z-7)™  (z-m)""Qi(x)

Igualado o ultimo membro acima com o que restou do 2 membro de (1.1),

Entao, passando ao 1 membro e efetuando a subtracao temos uma

, com J(p;)<d(@Q)-1.

recaimos no caso anterior e entao de forma analoga achamos o coeficiente C' ,,, ;.
Iterando tal procedimento identificamos os demais coeficientes C 5. E claro que

analogamente obtemos todos os coeficientes Cyg jis.

Similarmente (e utilizando a Afirmagao 2) obtemos ordenadamente os pares de
coeficientes (A;m,, Bim,)s (Aim;-1, Bimi-1), s (Ai1, Bix), i =1,...,1. Verifiquem

Exemplo 2. Decomponha em fracoes simples M%

1 Resolugao: Via o que denominamos, aqui, variacao do método de Heaviside.
Pelo Teorema da Decomposi¢ao em Fracoes Simples temos,

() 4+ A:E+B+C’x+D+ Ex+F
* =
(z2+1)(22+2)2  22+1 2242  (22+2)2

VreR.

Multiplicando (*) por (22 +2)? e entao computando em x = i\/2 obtemos

N
M:Ezﬂ+F:>E=—5eF:0.

Pondo & esquerda em (*) o termo (x;%)z obtido a direita e simplificando temos

o +x+5w(x?+1) %+ 31 _A:U+B+Ca:+D
(22 +1)(22+2)2  (22+1)(22+2) 22+1  22+2

()

Multiplicando (**) por z2 + 1 e entdo computando a expressao no meio em x = i:

3+ 30

,2—:Ai+B :AZQGBZO.
1%+ 2

Multiplicando (**) por 22+2 e entdo computando a expressio no meio em x = \/2i:

(V/20)3 + 3v/2i

-2+1

—CV2i+D = C=-1eD=0.
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2 Resolugao.

Escrevemos P(z) = 2% +x, p(x) = (22 + 1) (22 + 2)? ¢,

®+x ar+b cr+d ex+f
= + + ,VrxelR,
(22+1)(22+2)2 22+1 22+2 (22+2)2

e entao, multiplicando ambos os membros por p(zx) resulta

(2% +2) = (az+b)(2* +2)* + (cx +d)(z* + 1) (2* +2) + (ex + f)(z* + 1), Vo e R .
Efetuando as operacoes indicadas no 2 membro, a igualdade acima se escreve
25+2 = (a+c)xd+(b+d)z +(4a+3cre)x3+(4b+3d+ )z +(4a+2c+e)v+4b+2d+f ,Vr e R,
e (v. Corolério 3.7) obtemos o sistema linear de 6 equagdes com 6 incognitas:

(1) a+c=1, (2) b+d=0, (3) 4da+3c+e=0, (4) 4b+3d+ f =0,

(5) da+2c+e=1, (6) 4b+2d+ f=1.

De (2) segue d = —b e portanto (4) e (6) se escrevem, respectivamente, b+ f = 0
e 2b+ f = 0 que é visivelmente um sistema determinado; donde, b = f = 0 e, entao,
d=0. De (1) segue ¢ = 1 —a e entdo (3) e (5) se escrevem, respectivamente,
a+e=-3e2a+e=-1; cujasolucao éa=2ee=-5eportanto,c=1-a=1-2=-1
donde ¢ = -1. Consequentemente,
v+ 2z x Sx

= - - VreR m
(22 +1)(22+2)2 22+1 22+2 (22+2)% v

2241

Exemplo 3. Decomponha em fragoes simples —=—"="5——.

Resolucao. Via método de Heaviside.
O denominador fatora-se: (z4+5x3+522-52-6) = (z+1)(z-1)(z+2)(x+3).
Logo, temos

2+ 1 A . B . C . D
(z+1)(z-1)(z+2)(z+3) z+1 2-1 x+2 x+3°

(*)

. . ’ _ . _ 2 _ 1
Multiplicando (*) por (z +1) e, ai, computando em x = -1 temos: A = = = —3.

L
12"

[r

Multiplicando

N
wlot ¥

por (x +2 e, ai, computando em x = -2 temos: C =

)
*) por (z—1) e, ai, computando em x =1 temos: B = £ =
)
*)

(
Multiplicando (*
(

1 , _ . p_10__5
Multiplicando por (z +3) e, ai, computando em x = -3 temos: D=5 =-7 =
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Exemplo 4. Simplifique, aplicando o método de fragoes parciais,

1
1+t
y
$
-Wp = _\1/; 4 % =Wy
1
¢_1 0 1 - T
~wp = -
'

Figura 2.1: As quatro raizes quartas de z = —1.

Trés Resolugoes: Temos, vide Figura 1 acima,

2km

Arl=0=zt=-l=e"=z=w, =T+ T =e(GT*3) £ =0,1,2,3;

. , ju 3, 5m
1Isto e, 2 € Jwop=es", wy=€4'=-Wy, Wy=¢€+1
O polinémio z* + 1 fatora-se entao como
1+1 1-1 -1+ -1-

W)(x—ﬁ)'(x— 2 )(z NG

e obtemos pelo Teorema da Decomposi¢ao em Fracoes Simples,

i+l = (z-

(+) 1 Ax+ B . Cx+D
* = .
L+at 22-22+1 22+V22+1

1 Resolugao: Nao aplicando os citados métodos.

E f4cil perceber que,
A+C=0e B+D=1.

Ainda, computando a expressao em (*) em z =i obtemos

1 Ai+B -Ai+(1-B) -2A 1-2B V2
— = + = A=-—eB-=
2 V2 V2i

1

= + —_— _

V2 V2 4 2
34
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T
‘=-wp, wg=e1'

—

=%

2i) = (22 -V2z+1)- (22 +\V2x+1) |
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2 Resolugao: Via método dos coeficientes a determinar (aritmética em R)
Multiplicando por (22 — /22 + 1) (22 + /22 + 1) a expressio (*) obtemos

1 =(Az+B)(22+V2x+1) + (Cz + D) (22 - 2z + 1)
= (A+C)x3+ (AV2+B-CV2+ D)%+ (A+BV2+C-DV2)x+(B+D),

e resolvemos o sistema de equacoes
A+C=0, AV2+B-CV2+D=0 , A+BV2+C-DV2=0 e B+D=1.

Substituindo a 1 (C'=-A) ea4 equacoes na 2 temos 24v/2+1=0e¢ A= —%.
Substituindo a 1 equacao na 3 obtemos B =D e, pela 4 equacao, B=D = %
3 Resolugao: Via uma variagao do método de Heaviside (aritmética em C).

Escrevamos ﬁ na forma

(%) 1 _ Az+B . Cx+D
(z-wo)(z-wp) - (x+Wo)(r+wo) 22-2zx+1 22+V2x+1

Multiplicando (**) por 22 —/2z + 1 = (x - wp)(z - ) e computando em wo:

1 1 A
— = Awy+ B=—= ——=-"—(1+1)+ B ou,
T Re(an) 2o EREAV LA
1 1-7 1 1 A A V2 1

., B=-.
2

:(E+B)+Ei:A:_T

Multiplicando (**) por 22 + 2z + 1 = (x + @) (z +wp) e computando em —wy:

2(1+i) 4 4 4

1

=—Cwy+ D ou,
—20)0(—0)0—&)_0) 0
1 1 1 C C V2 1
= _j=(——+D)-—i C=22 D== .
T Re(uy) 1 2" CzD) - Fi= 0= D=3

,VreRm

35



Por fim, apresentemos o “método das derivadas” (importante em “Teoria de
uma Varidvel Complexa”) que utiliza derivadas em R para computar os coefici-
entes em (1.1) correspondentes as parcelas provenientes das raizes reais.

Computemos em (1.1) os coeficientes Cl,,,...,C1 relativos a raiz ;. Para
simplificar escrevamos n; = n. Entao, pela fatoracdo Q(z) = (z — 71)"Q1(x),

Q1 €R[z] e Q1(71) # 0, pela expressao em (1.1) temos,

P(z) __CGin Cin1 Cia pi(z)
- Q@) @) @) @) Qi)

com p; € R[x] [e, é facil ver, d(p1) < 9(Q)-n]. Logo, multiplicando por (x—~1)",

P(x) 1, i)

=Cin+Crna (=) +Crpa(x—7)?+. +Cra(x—y) "t + (=)™ .
Q1(z) Q1(z)
Computando a equagao acima em ~y; resulta Pln) Cin.

Q1(7)
Computando a 1 derivada da equagao acima em - resulta: (Q£ ,(71) =C o1

1
Computando a 2 derivada da equagao acima em - resulta: (ﬂ)”(vl) =20 oo

Q1
Por indugao finita, computando a k-ésima derivada, k=0,1,....,n -1, da equacao
. (k) . (k)
acima em 7, obtemos: (%) (71) = K!Cy g Isto é, Cy g = %(%) (7).

Exemplo 5. Decomponha em fracoes simples ﬁ

Trés resolugoes:
1 Resolugao: Nao aplicando os citados métodos.
Temos,
r2 [(z-1)+1]2 (z-1)?+2(z-1)+1 1 . 2 . 1
(z-1)3  (z-1)3 (r-1)3 -1 (z-1)2 (z-1)3"°

2 Resolugao: Via método dos coeficientes a determinar.
Multiplicando por (x - 1)? a decomposi¢ao
x? A B C
= + +
(z-1)2 (-1 (z-1)2 (z-1)3
obtemos z2 = A(z - 1)?2+ B(x-1)+C = Ax? + (-2A+ B)x + (A- B+ (). Logo,
A=1,B=2¢C=1.
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3 Resolucao: Empregando derivadas.
Basta computar mos as derivadas de ordem 0, 1 e 2 de F'(x) = 22 em x = 1.
Logo,

144
IR

¢= ’ 1! ol

1

Existem ainda outros métodos para decompor uma func¢ao racional em soma
de fracoes simples. Cada qual tem suas vantagens, sendo que a maior ou menor
conveniéncia de um método depende do problema em questao e, é claro, de pre-

feréncias individuais. Ainda, é conveniente ser “criativo”.
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EXERCICIOS

1. Seja ze C tal que zm=1¢e 2+ 1, onde m e N e m > 2. Verifique:

(a) 1+z+22+....+42m1=0
(b) 1+2P+22+...20mDp =0, VpeN tal que mde(m,p) = 1.
Sugestao: Aplique o Teorema de Bézout: 3r,seZ | rm+sp = 1.

_.m+l
() SezeCez#l, 1+z+22+...+2m=12— VmeN*.

2. Resolva em C as equacoes:
(a) 2°=i (b) 2*=-16 (c) 2*=2 (d) 22+22+2=0
(e) 2°=2i (f) 22=-1 (9) 2°=8.

3. Seja p € R[x] tal que p(1—1) =3+ 2i. Compute p(1+1).

4. Dé todas as raizes de % — 623 + 1122 - 102 + 2 = 0, sendo 1 — 7 uma delas.

5. Ache a e b tais que p(z) = 24 =1023+a2? - 50z + b seja um quadrado perfeito,

isto é, existe um polinémio ¢ € C[z] tal que p = ¢ e determine gq.
6. Ache k tal que 23 -5 -4z divida 322 — 22* + 25 — 23 - 22 + k exatamente.

7. Seja p e C[z], com p(z) = ¥ a;z2™ 7, Yz e C, ag # 0. Supondo que os zeros
=0

de p estdo em uma progressao aritmética (p.a.) determine estes zeros.

8. Encontre a,b € R tais que 1+ iv/2 é raiz de multiplicidade 2 do polinémio
p(2)=2°-724+2223 +az? + 452 + b
e para os valores encontrados de a e b determine todos os zeros de p = p(z2).

9. (a) Os trindmios f(z)=22-2(1-i)z-2ie g(z) =22+ (1+4i)z—(5+1) tém

uma raiz comum. Ache todas as raizes e simplifique % na forma 5.

z=p

(b) Determine a regiao definida pelos complexos z que verificam % > 2.
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10.

11.

(a) Resolva a equagdo 2z — 2z - bz = 3(3 —1).

(b) Denote por z; e 2z, as duas solugoes obtidas em (a) que satisfazem

|z1| < |22|- Determine todas as raizes do polindémio
p(z) =2 +22+22+6,
sabendo que p(z1) = 0.

Sejap(z) =ap+a1z+...+a,2", neN, n>0, e a; €C, para j=0,...,n. Seja

zo arbitrario em C. Mostre que existem coeficientes by, ..., b, em C tais que
p(2) =by+b1(z—2) +... +bp(z—2)" ,VzeC .

Sugestao: escreva p(z) =p(z— 29+ 2p).
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