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INTEGRACAO COMPLEXA

10.1 - Introdugao

Na secao seguinte provamos a Formula Integral de Cauchy e algumas con-
sequéncias nao utilizando as equacgoes de Cauchy-Riemann, nao supondo que
uma funcao holomorfa é de classe C'' e também nao usando o Teorema de Green.

Também nao utilizaremos que uma fun¢ao holomorfa é, como uma funcao
definida em um aberto de R? a valores em R2, diferencidvel. Entretanto, mos-
traremos elementarmente este importante fato e a também muito importante
interpretagdo geométrica dada para a derivada, f’(z), em um ponto z, de uma
funcao f definida em uma variavel complexa z a valores no plano complexo.

Na terceira se¢ao aplicamos o Teorema de Green e as equagoes de Cauchy-

Riemann.
10.2 - Resultados Basicos

Neste texto J é sempre um intervalo [a,b] contido em R.
Dado © um subconjunto aberto do plano complexo dizemos que f:Q - C é

holomorfa em 2 se f é derivavel em todo os pontos de €2. Indicamos entao,
H(Q) ={f:Q— C,tal que f é holomorfa em Q } .

Introduzamos os conceitos de integracao e primitivacao para funcoes em uma

variavel real a valores complexos.
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10.1 Definigao. Seja f:J - C, f=u+iv, comu=Re(f) ev=Im(f).

(a) A integral definida de f €, se u e v sao integrdveis,

fabf(t)dt:fabu(t)dt+i[abv(t)dt.

(b) A derivada de f €, se existir,

ft+h)-f(t) _ lim u(t+h)—u(t) +“imv(t+h)—v(t) _
h

h—0 h h—0 h

f1(t) = lim u'(t)+iv'(t)
(¢) Uma primitiva de f ¢ toda fun¢io F:J — C tal que F'(t) = f(t),Vte J.
10.2 Proposicao. Se f:J > C e g: J - C sao integraveis e X € C entdo,

(a) f+g € integrdvel e fab(f+g)dt :fabfdt+fabgdt )

(b) \f € integravel e [*Nfdt=\["f(t)dt .
Prova. Trivial e a deixamos ao leitorm

10.3 Proposicao. Se f:J > C e g:J — C sdo deriviveis e A € C entao,

(a) f+g € derivdvel e (f+qg)'(t)=f'(t)+g'(t).

(b) \f € derivdvel e (Af)'(t) = Af'(t).

Prova. Trivial e a deixamos ao leitorm

10.4 Definicao. Uma curva suave, ou curva de classe C', em C é uma aplicagao
v:J->C
com derivada ' : J - C continua em J. Escrevemos entdao: ~v € C*.

10.5 Definigao. Uma curva suave por partes, ou C! por partes, em C é uma
colecao finita de curvas suaves ; : [a;, b;] > C, 1 <i <n, justapostas; isto €, com
Yi(b;) = vis1(as1) para 1 <i<n—1. Indicamos por v =71 VY2V VY, uma curva

suave por partes, e dizemos que tal curva € fechada se v1(a1) = vn(by).
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10.6 Definicao. Um dominio 2 c C € um conjunto aberto nao vazio que é conexo
por curvas suaves, isto €, dados z1 e zo em () existe uma curva vy suave por partes,

com imagem em §2, com ponto inicial z, e ponto final 2.

Doravante, a menos que alertado, €2 é um dominio.

10.7 Lema. Se f e H(Q) e~y :J - Q ¢é derivavel entao, fory:J - C é derivavel

(fe)' () = f'(n(£)) Y (1), Vte

Prova. Sejatoe Je h:Q - C,
noy | TR G szt
0 , se z=2z9=7(t) -
Como f € H(Q), h é continua em zy. Como f(2) - f(20) = [h(2)+ f'(20)](2 - 20),
substituindo z = (), zo = y(to) e dividindo por ¢ —ty, com ¢ # ¢, obtemos

(10.7.1) f('y(t)iii‘(’y(to))

- (@) O] I oy,

Computemos o limite do segundo membro da equagao (10.7.1) quando t — t.
Como + é derivavel em tg, v é continua em ¢, e, sendo h continua em zq = (o),
concluimos que }Lrg(h o ¥)(t) = h((to)) = h(z) = 0. Logo, o citado limite é
f'(~v(t0))7 (to) que pela referida equacao é a derivada (f ov)'(ty) m

10.8 Lema. Seja f: Q2 — C. Se f'(z) =0, Yz €, entdao f € uma constante.

Prova. Se v:J — ) é uma curva derivavel entao, pelo Lema 10.7,
bd(fo b ) b
160 - s6@) = [T ya= [ pam)y @i [Codr=o

Logo, f é constante sobre as curvas suaves em () e também sobre as curvas

suaves por partes (verifique) e entao (v. Def. 10.6) f é constante em 2 m

10.9 Definicao. A integral de f ao longo de ~, onde f : Q - C ¢é continua e

v :[a,b] = Q € uma curva suave, é

fwf(z)d“fabf(v(t))v’(t)dt eC .
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Tal integral gera duas integrais de linha ao longo de «v: se f(z) = u(x,y) +iv(z,y),
[ F()ydz = [} F(v(0)y (t)dt =
5

= [PTu(a(t),y(t)) +iv(a(t),y(£)][a'(t) + iy (t)] dt =
= [} [u((t), y(0)x'(t) - v(z(t) ,y(£))y'(£)] dt +

wi ) [u(a(t)  y()y'(8) +v(a(t) ,y(t)a' ()] dt =
=fudx—vdy + ifudervda:.

10.10 Nota. Escrevendo dz = dx + idy temos, formalmente, para f =u + iv,
[f(z)dz = f(ud:c —vdy) +i(udy + vdz) = [(u +v)(dz + idy).
v gl g
Devido a féormula para o comprimento de uma curva,

= [l [y

e que ao longo de 7 temos dz = x'(t)dt e dy = y'(t)dt, com a Notacao 7.10 obtemos

ao longo de v a expressao dz = (2/(t) +iy'(t))dt. Justifica-se entdo o que segue.

10.11 Nota. O “mddulo” |dz| ao longo de vy e o comprimento L(v) de v sao,

o =IO @ e L) = [l [ sl

10.12 Definicao. Seja f: €2 — C, continua, e vy =, VYys... VY, uma curva suave

por partes em §). A integral de f ao longo de v €
/f(z) dz = f f(2)dz + f(2)dz + -+ [ f(2)dz.
Y 7 72 Tn
A letra L para o comprimento de v vem da palavra inglesa “lenght”.

10.13 Definigao. Seja f: Q2 - C, com [ continua. Uma funcao F : Q) - C €
uma primitiva de f se F' € holomorfa em Q e F'(z) = f(z) para todo z € Q.

10.14 Proposigao. Seja f: Q — C continua, F' uma primitiva de f e v uma

curva suave por partes em €2 unindo o ponto zy ao ponto z,. Entao,

Lf(z) dz = F(21) - F(20).

Em particular, se o caminho é fechado,

fvf(z) dz =0.
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Prova. Suponhamos 7 : [a,b] -  suave (deixamos ao leitor verificar o caso em

que v é suave por partes). Pelo Lema 10.7 segue,

[ £G)az = [ SR Ot = PO O -

b
= [(Fov) (t)dt=(Fo)l;=F(21) - F(z) =
10.15 Lema. Seja ¢ : [a,b] = C, continua. Entao,

‘fab¢(f)dt| < fab|so<t)|dt.

Prova. Se |fabg0(t) dt| =0 nada hé a fazer. Sendo, existe 6 € [0,27] tal que

fab@(t) dt _ ot
[t dt]

e portanto ‘fabgp(t) dt’ =70 [P o(t)dt = [ ep(t) dt é um ntmero real. Logo,

Loy dt| =[] Re[ep()]dt < [ [Re[eo(t)]]dt < [ |p(t)|dim

10.16 Lema (Estimativa M-L). Se f : Q - C € continua ao longo dey: J — €,
v suave por partes, e M >0 € tal que |f(y(t))| < M, Vte J, temos

| [ 1)de| < ML),

Prova. Pelo Lema 10.15,

b b
| [ 1Gyde| < [1rG@yr@laes M [T wlde-aLem

Se 7 : [a,b] = Q é uma curva, ou caminho, podemos inverter o sentido de

percurso definindo o caminho reverso de v, que indicamos v, por
Y (t)=v(a+b-1t), a<t<b.

Se f:Q - C é tal que as integrais abaixo citadas existem, é claro que temos

£ f(2)dz = —fvf(z)dz.
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10.17 Proposigao. Seja f: ) - C uma fungao continua. Sao equivalentes:
(a) [ tem uma primitiva em €.
(b) fvf(z) dz =0 para toda curva fechada v suave por partes em €.

(c) fv f(2)dz sé depende dos pontos inicial e final das curvas 7y suaves por

partes contidas em Q.
Prova. Pela Proposigao 10.14 temos (a) = (b) e (a) = (¢).

(b) = (c) Se 71 € 72 s@o curvas suaves unindo zy e z; entao y; v y; é fechada e
0 =f71V72_ f(2)dz :f% f(2) dz+fy2_ f(2)dz =fqﬂf(z)dz - fwf(z) dz.

(¢) = (a) Fixo z € (2, dado z € Q seja v uma curva suave em 2 unindo zp a z.

Por (¢) a integral abaixo independe de ~ e define uma fungao
F(z) = ff(w) dw.
2!

Mostremos F’ = f. Sejam R >0 tal que D(z; R) c ), h e C tal que |h| < R,

e o segmento de reta 0 :[0,1] - D(z; R), o(t) = z + th, unindo z a z + h.

Figura 10.1: Tlustracao a Proposi¢ao 10.17

Pela definicao de F' temos,

F(z+h)=[wgf(w)dw:[wf(w)dw+ fgf(w)dwzF(zHLf(w)dw e

F(z+h)-F(z) 1
Y —E/Uf(w)dw.

Por outro lado,

fadw:fola’(t)dtzfolhdt:h = 1:%fodw = f(z):%/af(z)dw.
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Entao, como f é continua em z, dado € > 0 escolhemos r < R, r > 0, tal
que |f(w) - f(2)] < e se |w-z| <r. Assim, para |h| <7, e consequentemente
|f(a(t)) = f(2)] <€, aplicando o Lema M-L 10.16 obtemos,

F(z+h2L—F(Z) _f(z)‘: fgwdw < plhl = Yinl <

Logo, F'(z) = f(z) m

10.18 Teorema (Cauchy-Goursat). Seja f: Q) — C holomorfa. Suponha que

A cQ € um triangulo que limita uma regiao inteiramente contida em 2. Entdo,

fAf(z) dz = 0.

c .ZO

Figura 10.2: Tlustragao ao Teorema de Cauchy-Goursat

Prova. Iniciemos (v. figura) orientando A no sentido anti-horario e descrevendo
A pela justaposicao dos segmentos v, vy, vVys. Selecionando os pontos médios dos
lados de A e unindo tais pontos por segmentos de reta obtemos quatro triangulos
contidos na regiao limitada por A: A;, A, As e Ay. Para cada um desses

triangulos adotamos também o sentido de percurso anti-hordrio. Assim temos,

Af(z)dz:Alf(z)dz+A2 f(z)dz+/Aa f(z)dz+/A4f(z)dz_

Destaquemos entre as quatro integrais no segundo membro a de maior valor ab-
soluto e seja A o triangulo correspondente. Para tal tridangulo A() repetimos a
construcao acima e expressamos a integral ao longo de A1) como a soma de qua-
tro integrais sobre quatro tridngulos formados a partir dos pontos médios de A1)
e orientados no sentido anti-hordrio e destacamos A, o triangulo cuja integral

correspondente tem maior médulo. Iterando, construimos indutivamente uma

17



sequéncia de triangulos (A™), n e N, com A = A. Seja §(™ o comprimento do

maior lado de A pondo 6 = §(?. Temos entao, para todo n € N,
regido limitada porA™™) c regido limitada porA™,

|fAf(z)dz| < 4" [A(n)f(z)dz

L(AW) = L(A) e,

Y

s - L
2n

Como R? é completo e os diametros [0 didmetro de um conjunto X c R? é §(X) =
sup{|ry — xa| : 71,22 € X}] dos triangulos A n e N, tendem a zero se n — +oo,
a sequéncia formada pelas regioes limitadas pelos triangulos A (considerada
ordenada pela inclusdo) é decrescente, e portanto a interseccao destas regices é
um dnico ponto 2o [vide o Principio dos Intervalos Encaixantes no Capitulo 5].

Assim, dado € > 0, existe 7 > 0 tal que:
(a) D(zp;7)cQ

(b) O<’Z—Zo‘<T:>|M—f’(O)’<€.

z2—20
Sendo que a desigualdade obtida em (b) equivale a

1f(2) = f(20) = f'(20) (2 = 20)| < €|z = 20|, se 0 <[z~ z|<T.

E claro que se n é suficientemente grande tal que 6 = L < 7, a regido

limitada por A estd contida em D(zy;7) e, notando que [y dz =0 = [, 2dz,

oI ) - e woltz= [ 5.

Logo, pela ultima equacao, pela iltima inequagao, e pelo Lema M-L 10.16, temos

— (n) (n)y — EéL(A)
| ‘[A(n) f(Z)dZ‘ : 6‘/A(n) |Z ZO||dZ| < 66 L(A ) 471 9

e entao,

|fAf(Z)dz| < 4 fA(n)f(z)dz|£65L(A)

e, como € é um numero estritamente positivo arbitrério, ’ N (z)dz‘ =0m

10.19 Definigcao. Um dominio €2 c C € estrelado se existe zg € Q) tal que para

todo z € Q) o segmento (orientado) 202 estd contido em ) zy € um centro de €.

Como é 6bvio, todo aberto convexo é estrelado.
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10.20 Corolario. Seja Q um dominio estrelado e f: Q) - C uma funcgao holo-

morfa. Entao, f admite uma primitiva em 2.

Prova. Dados A,BeQeo(t)=A+t(B-A), te[0,1], introduzimos a notagao

‘/A_B,f(w)dw::‘/(ff(w)dw.

Q

e

20

Figura 10.3: Ilustragao ao Corolario 10.20

Entao, fixado zy um centro de €2 definimos para z € €2,

F(z) = L Fw)dw .
20%
Se |h| < r, r suficientemente pequeno, o tridngulo A de vértices zg, z e z + h esta

contido em {2 e, pelo Teorema de Cauchy-Goursat,

0=Af(w)dw:ff(w)dw + ff(w)dw - / f(w) dw,

T —_—
20;2 z;z+h 20;2+h

e portanto,
F(z+h) - F(z) = f F(w) dw.

E—
z;z+h

e, utilizando que + [ 1ldw =1,

—
z;z+h

F(z+h) - F(2) 1
)= [ @) - s dw,

e
z;z+h

Dado € > 0, seja r > 0 tal que | f(w)—-f(2)| < e se w e D(z;r). Entao, aplicando

a Estimativa M-L 10.16, concluimos que

F(z+h)-F(2)
h

—f(z)‘= %i [f(w) = f(2)] dw S‘—}ll‘e|h|=e, V|| < rm

z;z+h
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10.21 Corolario. Seja Q estrelado, f € H(QY) e v uma curva fechada. Entao,

[/f(z) dz = 0.

Prova. Pelo Corolario 10.20 f tem primitiva e pela Prop. 10.17 segue a tese m

A seguir apresentamos para o Corolario 10.21 um exemplo que serd utilizado
na demonstragao, logo a seguir, da potente Férmula Integral de Cauchy, da qual

derivaremos a analiticidade das func¢oes holomorfas.

10.22 Exemplo. Seja f € H(2) e D(a; R) c Q. Se zy € D(a; R), € claro que a
fungao g(z) = % ¢ holomorfa em D(a; R) ~ {20}. Consideremos um diametro
de D(a; R) que contém zy. O ponto zy determina, neste diametro, dois segmentos

de reta com extremo zy, 0s quais designamos Ly e Ly. Veja figura abaizo.

Figura 10.4: Tlustracao ao Exemplo 10.22

Evidentemente, D(a; R)~ Ly e D(a; R) ~ Ly sao dominios estrelados. Assim, pelo
Corolario 10.21, se v; e 75 sao curvas fechadas suaves por partes contidas em
D(a;R) N Ly e D(a; R) \ Lo, respectivamente, temos

f(2) dz=0 e ) dz = 0.

Z =20 Z— 20
! 72

10.23 Teorema (Férmula Integral de Cauchy). Seja f:Q — C uma funcgdao
holomorfa, D(zy;r0) c Q e T' = dD(z2;70) orientada no sentido anti-hordrio. Se

z € um ponto qualquer no interior de D(zy;ro) entdo,

f(z)z%mf%dw.
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Prova. Seja R >0 tal que D(z;70) ¢ D(z; R) c Q. Entdo,
g(w) = fw) ¢ holomorfa em D(zo; R) ~ {z},
w-z

e temos dois dominios estrelados em D(zy; R) nos quais g(w) é holomorfa pois, o

Q

5(20;7"0)

Figura 10.5: Ilustracao ao Teorema 10.23

diametro de D(zy; R) por z determina dois segmentos, Ly e L,, com extremos em
z e, como ja visto em 10.22, D(zp; R)\ Ly e, D(zo; R) \ Ly sao dois tais dominios.

Em seguida, isolamos o ponto z considerando um circulo v centrado em z e
de raio r > 0 suficientemente pequeno tal que D(z;7) c D(zo;70).

Sejam entao oy e oo definidas pelas justaposigoes (v. figura acima):

o1 =aV (trecho de v~ entre b e ¢) v BV (trecho de T" entre d e a)
09 = (trecho de T" entre a e d) v B~ v (trecho de v~ entre c e b) v a~

Como o7 e 09 sao fechadas, cada qual em um dominio estrelado no qual g é
holomorfa, temos pelo Corolario 10.21 que

f(w) dw = f(w) dw = 0.

w—-z w-—-z

o1 o2

Logo,
ozf%dw + %dw: %dw + %d

donde obtemos,

/f(w)dw - Mal

w—-z
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Dada a curva y(t) = z +re’,t € [0,27], temos [, %dw =2mif(z). Dado € > 0,
seja § > 0 tal que |f(w) — f(2)| <ese |w—z|<d.
Entao, pelo Lema Estimativa M-L 10.26, para r > 0 tal que r < obtemos,

fr f(w) dw — 2mf(z)| =

w-—-z

fw)-£G)

w—-z

€
< =2mr =2r7e.
T

ol

Como € > 0 é arbitrério, a tese segue m

No que segue usaremos o trivial resultado:

10.24 Lema. Sejam ~y: J — C uma curva suave por partes e (f,), uma sequéncia
de fungoes continuas f, :y(J) = C, n e N, definidas na imagem de . Suponha-

mos que (f,) converge uniformemente a f:~(J) - C. Paran — +oo temos,

v/;fn(z)dz—>'/7f(z)dz.

Prova. Suponhamos v suave e J = [a,b]. Entao, dado € > 0, existe N € N tal que
\fa(7 () = F(v(t))| <€, YR > N, Vte[a,b]. Logo, pela Estimativa M-L 10.16,

’Lfn(z)dz—ﬂf(z)dz :’L(fn—f)(z)dz

Deixamos ao leitor verificar o caso em que « é suave por partes =

<eL(w).

10.25 Teorema. Seja f € H(2) e zo um ponto em S).

(a) Seja R =d(z;00) =min{|z —w|: we dN}. Entdo, Yz € D(zo; R) vale:

+o00 (n)
()= an(z-2)", com a, = / ('ZO), Vn > 0.
n=0 n.

(b) [eAQ).

(¢) Se0<r< R, vale a Férmula Integral de Cauchy para as derivadas,

f(”)(z()):i. j{ (f&dw, Vn >0,

n! 271

e, definindo M = max |f(z)|, valem as Estimativas de Cauchy,

|z—zo|=r

M
lan,| < —, Yn>0.
/r»'n
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,

Figura 10.6: Ilustracao ao Teorema 10.25

Prova. E claro que R >0, pois zg ¢ 02 e 02 é fechado.

(a) , (b) e (c). Fixemos r tal que 0 <r < R e z tal que |z — zo| < 7. Definindo a
curva v, (t) = zo + ret* | t € [0,27] (v. figura), pela férmula de Cauchy segue
1
f(z)=— fw) dw.

211 w -z
Yr

Notando que ||fl;2‘| <lsewe %([O, 27r])), escrevemos a série geométrica
- 1 _(w—zo)‘l_*z":" (z—20)"
w-z (w-2z)-(2-2) 1-2= S (w - z)t

cuja convergencia é, pelo Teste-M de Weierstrass, uniforme sobre o conjunto
Imagem(7,) = {w : w € ,([0,27])}. Pelo Lema 10.24 segue,

f(z) = L ( —/w ﬂdw)(z—zo)”.

271 [=) - (w = zp)"*!

Portanto, desenvolvemos f como uma série de poténcias centrada em zg e

convergente em D(0;7), qualquer que seja r satisfazendo 0 < r < R. Logo,

f e A(R2). Como ja sabemos que a, = f(n;(!ZO), Vn € N, obtemos também a

Férmula Integral de Cauchy para as Derivadas. As estimativas de Cauchy

seguem da Desigualdade de Gutzmer-Parseval em A(Q)m
10.26 Corolario. H(2) = A(Q).
Prova. Trivial, pois no capitulo 9 vimos que A(€2) c H(Q2)m

Com o Teorema 10.25 estendemos trivialmente as fungoes holomorfas os re-
sultados obtidos no Capitulo 9 para fungoes analiticas. Abaixo, tais resultados

sao enunciados sem prova.
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10.27 Corolario (Principio dos Zeros Isolados). Seja f € H(Q2), Q um
dominio. Entdo, ou f =0 ou os zeros de f sdo isolados. Isto €, se zy € ) € tal

que f(z) =0, existem um naturaln>1 e g € ’H(D(zg; R)), R >0, satisfazendo
f(2)=(z=20)"g(2), VzeD(z0;R) e g(2)#0,Yze D(z;7).

10.28 Principio de Identidade em H((2). Seja 2 um dominio no plano com-
plezo. Se f,geH(Q) sao tais que,

f(z)=9(z,),VneN,

para alguma sequéncia (z,) em € com ponto de acumulagdo em ) entdo f = g.

10.29 Principio do Médulo Méaximo. Seja f € H(Y) e Q conexo. Entao, |f|

nao tem mdzximo local a nao ser que f seja constante.

10.30 Definicdo. A funcio f:Q — C, Q aberto em C, pertence a C(Q) se f
admite uma extensio f continua em Q. Isto €, a funcio f:Q — C € continua e
satisfaz f(w) = f(w), Yw € Q.

10.31 Corolario. Seja Q um aberto limitado e f € H(X) n C(Q). Entdo,

max|(2)| = max|f ()|

Prova. Como § e 09 sdo compactos e f é continua, existem os dois maximos
citados e, obviamente, max|f(z)| > mgg\f(z)] Seja 2 € Q tal que |f(z0)| =
Q z€

A4S
max |f(z)]. Se zp € 0F2, nada mais hé a fazer. Se z; € €, pelo Principio do
z€eQ)

o052

Figura 10.7: Ilustracao ao Corolario 10.31

Médulo Méximo f é constante na componente conexa (um conjunto aberto) de
() contendo zy e também na fronteira desta componente. Como tal fronteira esta

contida na fronteira de €2, concluimos a igualdade enunciada m

24



10.32 Principio do Médulo Minimo. Seja f € H(2), f ndo constante e )

conezxo. Entao, |f| nao tem minimo local, a menos que f se anule.
10.33 Teorema (Liouville). Se f e H(C) e f é limitada entdo f é constante.

10.34 Teorema da Aplicagcao Aberta. Seja f € H(2) nao constante e )

conexo. Entao, f € uma aplicacao aberta.

10.35 Férmula para o Valor Médio de Gauss. Seja f € H((2) e consideremos
D(zp;7) c Q. Entdo,

1

fe)=g [ Forre®)as,

Prova. Consequéncia trivial da Propriedade Poligonal do Valor Médio e do
Teorema 10.25. Verifique m

10.3 - Teorema de Green

10.36 Definigao. Uma curva (suave por partes) fechada v : [a,b] - C é simples
se y(t1) = v(t2) somente se ty,ty € {a,b}. Uma curva de Jordan suave por partes

¢ uma curva suave por partes fechada e simples.

Nesta secao faremos uso, sem apresentar a prova, do célebre resultado abaixo.

10.37 Teorema de Green. Seja ) um dominio limitado no plano cuja fronteira,

09, consiste de um nimero finito de curvas de Jordan. Sejam P,Q € C1(Q).

Entao,
de:E+Qdy f/ 6_@_3_P dxdy
P Ox y

Figura 10.8: Tlustragao para o Teorema de Green.
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10.38 Teorema (Cauchy). Seja Q um dominio limitado cuja fronteira é uma
uniao finita de curvas de Jordan suaves por partes. Se f =wu+iv € analitica em
Q, com f e f' em C(Q), entdo,

RO

Prova.

Figura 10.9: Ilustracao ao Teorema 10.38 (duas das possibilidades para (2)

Escrevendo f(z)dz = (u+iv)(dx +idy) temos, pelo Teorema de Green e pelas

equacgoes de Cauchy-Riemann,

[mf(z) dz = [8Q(u+iv)(dx+idy) = Ag(udx—vdy) + i/a-ﬂ(udywtvdx)

/] _%_a_ydg;dy+zf[ %—a—y dxdy =0m

Reparafraseando o Teorema de Cauchy 10.38 e sua demonstracao apresenta-
mos a seguir o Corolario 10.39, para o qual mostramos uma prova equivalente a

acima dada, porém utilizando o conceito de rotacional de um campo vetorial.

10.39 Corolario. Seja v, V1, .., curvas de Jordan (fechadas simples) tais

que

(a) Y1, Va,- - Yn €stao todas em int(vy), o interior da regiao limitada por ~q.

(b) Int(y;) n Int(vy;) #+ @ sel<i<j<n eint(y;) o interior da regido limitada
por 7y;

Seja R =int() N CJ int(y;) e f(z) e H(2), Q um aberto contendo R. Entao,
i=1

ff(z)d2=[f(Z)dZ+---+ff(z)dz.

Tn
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Prova.

Escrevendo f(z) =u(z,y) +iv(x,y) e considerando os campos

{ Fi(r.y) = (u(r,p),-0(r.0))
F2('T7y) =(v(x,y),u(x,y)),

dada uma curva ~ arbitraria temos

[f(z)dz=§]§]?1-d7 + i?gfg-dy.
¥ ¥ v

Figura 10.10: Ilustragao ao Corolario 10.39

Pelas equacdes de Cauchy-Riemann é trivial verificar que rot(F}) =rot(F}) = 0.

Logo, pelo Teorema de Green (onde utilizamos que u, , u, , v, € v, sdo continuas),
Oszrot(ﬁ’i)-l;dxdy: Fy-dmy + F’i-dﬁyl+~--+§gﬁi-d%,i:1,2.
R o gi Ta
Consequentemente,

0= [ Fy-dry+ ﬁ1'd7+"'+j§ Fl-dv] +z[?§ Fydy+ @ Eydy+-+ Q'd’)/:l,

Yo Y1 Yn Yo Y1 Tn

Ozfﬂyof(z)dz—f f(z)dz—- Lf(z)dzl

Com o Corolario 10.39 melhoramos a Férmula Integral de Cauchy.

e

10.40 Férmula Integral de Cauchy (bis). Seja Q2 um dominio limitado com
fronteira dada por curvas de Jordan suaves por partes. Se f e H(Q) e f, f' e C(Q)

entao,

1
f(z0) =— [ f(w) dz, qualquer que seja zy em §2.
271 w — 2
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o5

Figura 10.11: Tlustracao ao Teorema 10.40

Prova. Consideremos um disco D(z;7) c €, r > 0. Entao, €, = Q~ D(zp;r) é

tal que 0f),. é a unidao de 9f) e o circulo {|z — 2| = 7}, este orientado no sentido

horario. A funcao g(w) = f;(T“;g é holomorfa em Q \ {2} e portanto,
S R o (3 I N (P
w— 2o w— 2o w — 2y
o o0 0D (zo;r)~

e assim,
de = f de = 2mif(zo)m
w — 2o w — 2o
OD(zo;r)
10.41 Corolario. Se 2 € um aberto em C e f e H(QY), f=u+1iv, entao
Au=Av =0.

Prova. Pelas equagoes de Cauchy-Riemann temos u, =v, e wu,=-v,. Logo,
Upy = Uyg € Uy = —VUyy €, como f € A(Q) temos que u,v € C*(§2) e entdo, pelo

Teorema de Schwarz, as derivadas mistas comutam e portanto,
Ugg + Uyy = Vyg — Ugy = 0.
Assim, para v =Re(—if) temos —if € H(f2) e portanto também temos Av =0 m

10.42 Defini¢ao. Uma fun¢io u=u(x,y): Q2 - R, Q aberto em R?, é harmdnica

se admite todas as derivadas de sequnda ordem e

Auz,y) =0, ¥(z,y) € Q.
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EXERCICIOS - CAPITULO 10

. Para cada um dos conjunto abaixo, sua fronteira é descrita por uma curva
suave por partes. Esboce o conjunto, sua fronteira e dé uma aplicacao que

a descreva.

(a) V={2eC:|z] <1,Re(z) > 3.

(b) V={zeC:4<[z]<1, Re(z) > Im(z) >0}
(¢) V={2eC:5<]z|]<1, Re(z) > Im(z) > 0}.

. Calcule [, f, com V cada um dos conjuntos do exer. 2 (V e 9V positiva/e

orientados) e

fen = (55 5—=) » fen=-(F753)

22 +y2 22 + g2 22 +y2 22 + 42

. Seja V' como no enunciado do Teorema de Green. Mostre que a area de V'

f xdy .
oV

é dada por

. Use (3) para calcular a area de

V:{(I,y):Z—z+—2£1} ¢ V={(x,y):1§x2—y2£9, 1 <ay< 4}.

. Calcule (V e 0V positiva/e orientados)
fa (2% —y*)dw +2zydy e fa 2zydr + (y? — 2%)dy
\% v
onde V ¢

(i) O retangulo delimitado pelasretas y =z, y=-x+4, y=x+2ey=—x.

(i) V={(z,y):1<2?2-9y2<9,1<xy<4}.

.Se f:Q > C, Qc C é derivdvel em 2 e se f = (u(x,y),v(x,y)) é a
identificacao usual com f através do isomorfismo natural entre C e R?

mostramos
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J(f) _ g—z(%,yo) g—Z(l’o’yo) _ g—;(ﬂfoayo) _%(370,3/0)
B i) v - feli) du
o (9507%) ay(xmyo) O (l’oayo) o (1‘07@0)

a forma matricial das equagoes C-R . Lembe que ja vimos que

] a -b
z=a+bi= .

7. Dada f : Q - C, Q aberto em C, seja f(z,y) = (u(x,y),v(a:,y)) com a

x : Foa 4 : du Ou Ov v
notacdo acima e suponhamos f diferencidvel [logo, existem %, 5y 0z a_y]'

(a) Escrevendo,

zZ+z Z-Z
x = =
P T
, Z+Z z-2 . (2+tZ z2-Z
= + = + _
f =@ y)+iv(z,y) =u(—=, —=) + (5=, —),
desenvolva, usando a regra da cadeia, as férmulas (memorize-as) para
of . of
0z 0z’

em termos das derivadas parciais das fungoes a valores reais u e v, em

relacao as variaveis reais = e y.
(b) Temos % =0 se e s6 se valem as equagdes de Cauchy-Riemann:

oxr Oy dy  Ox

9 — .

(c) Valem as equacgoes C-R (de Cauchy-Riemann) se e somente se 52

(d) Interprete o resultado em (c).

(e) Se existe f'(20), 20 = To + 1Yo, entao f é diferencidvel em (xg,yo).
8. Verifique se se cumprem as condicoes C' — R para as seguinte fungoes

z) =23 = 3ay? +i(32%y — y?)

z) = e ®(cosy —isiny)

) J(

(i) f(2)=e¥(cosz +isinz).
) J(
) f(2)=ev(cosz +isinz).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Seja f(z) uma fungao inteira (holomorfa em todo o plano complexo). Mostre
que a fungao g(z) = f(Z) também é inteira. Mostre, ainda, que a funcao

h(z) = f(z) é derivdvel em z = 0 se e somente se f/(0) = 0.

Compute as derivadas e expresse na forma u + iv o seno e o co-seno hi-

perbdlicos:

1 1
coshz = §(ez +e?) , sinhz-= E(ez —e?).

Identifique o erro no Paradoxo de Bernoulli:

(-2)? = 2% = 2log(-2) = 2log z = log(~2) = log z .

Usando o ramo principal de 2> calcule 2v2, (5i)1*¢ e 1¢ e 171
Determine o ramo principal da fungao v/z — 1.

Prove o Teorema de Liouville para f € H(C), utilizando a Férmula Integral
de Cauchy.

Se f é uma fungao inteira (holomorfa em C) e existem M >0, R>0en>1
tais que |f(2)] < M|z|* para |z| > R, mostre que f é um polindémio de grau

menor ou igual a n.

Compute f,y f(2)dz onde f e v s@o dados.

(a) f(z)=z2ze~(t)=¢€" 0<t<2m.

(b) f(z) =2t er(t)=3e", 0<t<2m

(¢) f(z)=2Len(t)=bi+et, 0<t<2m

(d) f(z) =5 en(t)=2+€*, 0<t<2m

(e) f(2) =25 en(t)=2e" 0<t<2m.

(f) f(2) =me™ e v é o quadrado de vértices 0, 1, 1 +1i e 4, positivamente

orientado.

(g) f(z)==-e~n(t)=2 +ret, 0<t<2m, r>0.

2—20

(h) f(Z)Zme’}/(t)22’0+7“6it,0§t$27ﬂ7">O,7’L22.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

(i) f(2) =% eq(t)=eit, 0<t<2m
() f(2) =5 en(t) =e*, 0<t < 2m.
(k) f(2) = 12%;2 ey(t)=1+1e* 0<t<2m
(1) f(z)=ery(t) =€, 0<t <2m, n>1.
(m) f(2) =25 e v(t) =26, 0 <t < 2m.

Mostre que f ¢~ dz = 2mi, onde k é uma constante real e y(t) = eit, 0 < t <

2m. Use esse resultado para mostrar que

K
f ekeost cos(ksint) dt =
0

Prove o Principio do Médulo Méximo, para f € H(2), com a Férmula

Integral de Cauchy. Deduza entao o Principio do Médulo Minimo.

Seja f holomorfa num dominio 2 contendo a regiao fechada e limitada
determinada por uma curva de Jordan suave por partes v e z um ponto
interior a esta regiao. Se K é o méaximo de [f| ao longo de v e § é a

distancia minima de z a v entao,

|f(2)] < K( (7)> , L(7) o comprimento de v, VYn>1 .

Aplique tal desigualdade para provar o Principio do Mdédulo Maximo.
+00

(Parseval) Se f(2) = X an(z—20)", Yz € D,(2), e se r < p, entdo
n=0

1 2m .
- /(; |f (20 +7€?Pdf =) |an[*r®" .

Aplicando tal identidade, dé uma outra prova do Principio do Médulo Maximo.

(Principio da Identidade). Sejam f,g € H(2), © um dominio. Suponha que
X ={2¢eQ:f(2)=9g(2)} tem ponto de acumulagao em €. Entao, f = g.

Seja f : C - C holomorfa e tal que existe lim f(z). Entao, f é constante.

+00
Seja f(2) = ¥ an(z—20)" 2z € D(2;p), p>0. Entao,
n=0

+00 a
F — n _ n+1
()= 3 (e =)™,

é uma primitiva de f em D(zg;p).
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