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Sugestoes e Solugoes para a 12 Lista

1. Demonstre o Binomio de Newton
p=n

(a+b)" =) (Z)apb”‘p,VneNu{O} :

p=0
12 Solugao (Combinatdria)
Por convengdo temos 0! = 1 e portanto, (7) =1, Vn e Nu{0}.

Temos,
(a+b)"=(a+b)(a+b)..(a+b)=cpa™+cp1a™ b+ ...+ crab™ ! + cob™,

com os coeficientes ¢; s em N.

“Imaginando” n caixas, cada uma s6 com os elementos a e b, segue que
cada parcela do desenvolvimento de (a + b)" pode ser vista como oriunda
de n-retiradas, uma de cada caixa, ou do termo a ou do termo b. O nimero
de “formas” que é possivel retirar o termo a n-vezes para formar a” é,
evidentemente 1. Logo, temos ¢, = 1. Formamos a parcela a™PbP retirando
o termo a (n — p)—vezes; isto é, retirando o termo b p-vezes e, para tal
temos na primeira retirada n possiveis caixas, na segunda n—1 e na p-ésima
retirada n—p+1 possiveis caixas. O nimero de repeticoes, por nao importar
a caixa de onde retiramos o termo b, é p!. Assim, o coeficiente da parcela

a™Php é
n(n-1)..(n-p+1) n!

p! ~(n-p)p!




22 Solugao (Indugdo) Seja X = {neN tal que a férmula é verdadeira }.
Provemos X = N.

Cason =1: temos (a+b)l =a+be :i(l) (;)abbl‘i’ = (5)alb + (i)albo =a+b.
Logo, 1€ X.

(Passo de indugao) Suponhamos a férmula véalida para m € N e provemo-la

para m = 1.

Temos (a+b)™* = (a+b)(a+b)™ e, por hipdtese de indugao [isto é, admitindo

p=m
a formula (a+b)™ =3 () ar bm],
p=0

p=m p=m p=m
(a+b)™" = (a+d) ) (m) a’bm™ P =a ) (m) a’ b+ by (m) aP b =
p=0 p p=0 p

p=0 p

)ap+1 prr 4 pin (m) aP bm+1—p )
p=0 p

No primeiro entre os dois ultimos somatérios acima fazemos a substituicao

k =p+ 1. No segundo apenas trocamos a letra p por k. Obtemos assim,

k=m+1 k=m
(a+b)m+1 — Z ( m )ai bm+1—k + Z (m) ak bm+1—k —
i \k-1 o \k
= m k pmal-k m+170 0pm+1 R (m k pmal-k
[ > a®b +a™ ]+ [a%™ 4 Y a®b ] =
k=1 k-1 k=1 k

k=m
S a0 4 Y [(kml) + (7]7;)] ak prlk 4 Opml

k=1

Por 1ltimo,

(krf1)+(72) ) (k—1)7!72n—1)! [m—1k;+1 +%] ) k(k(z;!z@m—!n! ) (mil) -




8. (A desigualdade de Cauchy) Dadas duas sequéncias de n niimeros complexos

(2k)1<k<n © (Wi)1<ken, PrOVE:

n n n
Yoawmn| < (Xl ) (3wl )
k=1 k=1 k=1

Sugestao: Faga primeiro o caso n =2 (o caso n =1 é trivial).

|2

Solugao. Utilizaremos que 2ab < a? + b%, se a e b sdo reais.
e Se n =2 temos
2 2

‘ kz_:l ka_k| = (217 + 29W3) (Zrwy + Z3ws)
= |21 Plw [ + 2107 Zaws + 20103 Zrwy + |20)|wol?
= |21 [H w1 |* + 2Re(21W1 Zaws) + |22]?|wo|?
< 1Pl + 2fz [|wall2affwi] + |22 wsl?
<zl + ([ Plwal + 2o |wn]?) + |22/ |wo]?
= (|1 + 122*) (on[? + [wof?).

e Para n arbitrario em N temos,

e = ($m)( o)

I
g
=
g

™
&
&

I
™
w
Bl
El
&
S

j=k J*k
n
=Y laPlonl?+ Y 2Re(zwr Zw;)
=k 1<j<k<n

<O aPlwel?+ Y 2lzllwllz;]ws]

ik 1<j<k<n
n
<O zllwel?+ Yzl lwi? + |2 [wel*)
j=k 1<j<k<n

= (|21 + o+ 2D (i) + .+ |w,[?)



18. Determine os valores maximo e minimo de

(a)

|2 |

|Z+i|,com|z|=3 ; (b) |z+14], com |z-2|=1.

Resolucao.

Utilizemos o isomorfismo entre C e R2, C = R?, como espacos vetoriais reais.

(a) Seja C' a circunferéncia de centro na origem e raio 3.
O ponto (0,-3) = -3i é o ponto em C mais distante de i = (0,1) e
também o mais préximo de —i = (0,—1). Logo, o valor maximo pedido
é
|-3i-d] _4
= 3i+i 2

O ponto (0, 3) = 3i é o ponto em C mais préximo de ¢ = (0, 1) e também

o mais distante de —i = (0,-1). Logo, o valor minimo pedido é,

3i-i 2 1

13i+i 4 2
(b) Os pontos da circunferéncia C, centrada em 2y = 2 e de raio 1, que
sao o0 mais préoximo e o mais distante do ponto —i sao os pertencentes
a intersecgao da reta determinada pelos pontos (0,-1) e (2,0) com a

circunferéncia C':

2- (=) _,, 2+
2 - (=)l V5

A distancia minima e méaxima sao, respectivamente,

Kz—%%g)—¢4ﬁ=V6—2v€ , K2+%i§)—c4ﬂ= 6+2v5 m

2:|:|

Atencao Uma outra resolugao para (a) é obtida analizando maximo/minimo

de
|z —|? 22+ (y-1)2 10-2y 5-y

S22+ (y+1)2 1042y H+y’

= f(z,y)

para z2 +y% = 9. Isto é, 0 maximo e o minimo de g(y) = g;—z ,y€[-3,3].

|z + 1|2



30. Determine a,b tais que p(z) = 2* — 1023 + az? - 50z + b seja um quadrado

32.

perfeito.

Esbogo. Se ¢?(z) =p(z),ograude g é 2 e, se q(z) =22 +az+f, a,B € C,
temos 72 =1 e v = 1. Supondo v =1, o que é natural pois se ¢%(z) = p(z)
entao (-¢)%(z) = p(z), imponha p(z) = (22 +az+()? e identifique v e § =

m

Seja p e C[z], com p(2) = ¥ a;j2™ 7 = apz™ + ...am-12 + A, ap # 0. Supondo
=0

que os zeros de p = p(z) estdo em progressao aritmética, determine estes

Z€ros.
Solucao.
Se wj,1<j<m, sao as raizes de p(z) temos

o2 +a1 2™ a2 2 +ag ™3

E trivial a identidade (admitindo 1< j,k < m):

(1) (Wi +wa+.... 4w )* = (WiHwI+. +w?) +2 ) wiwy .
j<k

E facil ver que o coeficiente do monomio ™! no desenvolvimento da ex-
pressao polinomial ag(z—wy ) (z—we) (z—w3)....(z=wy, ) é —ag(w+wa+...+w,y,)
e que o coeficiente do monoémio z™ 2 é ag vezes a soma dos produtos das
raizes : wjwy, com j # k e considerando-se apenas um entre cada dois pares
(7,k) e (k,7). Entao, identificando tais coeficientes com os de p(z) temos,
Wy + W + ... + Wy, = —Z—; e Y wjwy = 3—3, que substituindo em (1) acarreta,

i<k

(2) (82222 2024w,
Qo Qo

Esrevendo as raizes, em p.a, como w; = w + jr, w fixo, 1 < j <m e r a razao

da p.a temos, utilizando as féormulas para Y j e Y j2,
=17 4=

2 _
wj =

m(m+1)r m(m+1)(2m+1)r2

(W? +2wjr +5r?) = mw? + 2w 5 G ,

ISk
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<
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—_
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que substituida na equacdo (2) e entao dividindo a equacao resultante por

m fornece

(3) l(@)Z—z% = w? +w(m+1)r + (m+1)(2m+1)r2'
m ag mag 6

Porém, utilizando que as raizes estao em p.a temos também

, 1 a; m+1
= (4') ——— =w+
m ag 2

m(m + 1)7‘

(4) & Y w; = > (w+jr) = mw+ r.
ao =1 j=1

Desta forma, completando quadrados em (3) e entao usando (4’) obtemos,

2 1)2 +1)(2m+1
Loy 2az [, mi,]" )2y (mr)@m+) .o
m \ ag m ag 2 4 6

= (- Liw)? ) 2mehem)-3mi))?

- ay (m+1)(m=-1) .2
= 7,2 + 7 re o,

O que nos fornece r e entao de (4’) obtemos finalmente w =

36. Sejam 21,20 € C, 21 #29 e aeR:.
(A) Desenhe os subconjuntos:
(1) {z:]z = z1| + |2 = 22| = 2a}, com a condigao 2a > |21 — 25| .

(2) {z:|z=21] - |2z = 22| =2a}, com a condigao 2a < |21 — 23] .
3 A{z:lz-al=a}.

(B Apresente as equagoes cartesianas (simplificadas) dos subconjuntos

acima.
Consideremos o problema A.1. (deixamos ao leitor os demais problemas)

(A1.1)  |z= 21|+ ]2 — 22| = 2a, 2a > |21 - 29,



com zj € zo fixos, e distintos, em C e a um real, a > 0. Temos,

o Zl =z Z1tz2 _ 21—22 =W — Z1—22
> — 22 = Z1+22 + Z1—22 =w+ Z1—%2
2
Se v = 252 pela translagao z » w = z — 32 mudamos a equacao (Al.1)
para

(A1.2) |w-9l+|w+~|=

~

Como o nimero ry tem modulo 1, segue que a aplicacao ( » w = g—|C é uma

rotagao e mudamos (A1.2) para

hﬂc ﬂ | C+ﬂ 2a,

e pondo ﬁ em evidéncia, notando que |ﬁ| =1, e simplificando,
|-l + [¢+ | =2a

Pondo ¢ = |y| > 0 temos (notemos que ¢ = |y| =

(- =[20 ~ [¢+d ]

|z1—22] Zzl

<a),

e expressando ¢ na forma ¢ = u + v, u,v € R (distinguindo da notagao

z =z +1iy para z),
(u-c)?+2v? :4a2—4a\/m+(u+c)2+02,
—2cu = 4a* - 4a\/m+ 2cu,
4ar/(u +c)? +v? = 4a® + deu

e entao, cancelando o 4 e elevando ao quadrado,
a*u? + 2a’cu + a®c? + a*v? = a* + 2d’cu + Au?
(a® - A)u? + a*v? = a* - a®? = a*(a* - &) .

Assim, dividindo por a?(a? - ¢?),

2 2

u (%

— =1
a2 CL2 _ C2

Finalmente, como a? — ¢? > 0, pois 0 < ¢ < a, existe b > 0 tal que a? — ¢ = b?

e portanto,

2 2

ut vt
—_— 4 — =
a?  b?

Tarefa: represente geometricamente as transformacoes realizadas m



46. Dados a, by, by € C e m € N*, prove que as raizes da equacao em z € C:
(*) (z=b1)"+a(z=-b)" =0

estao sobre uma circunferéncia ou uma reta e resolver a equacao.

Solugao. Supondo z # by tal que:
(Z—bl)m |Z—bl|
———=-a e —— = V|-al=re[0,+00),
(Z—bg)m |Z—bg| | | [ )

temos |z — b2 =12z —bo? e, se 2= + 1y, b; =¢; +id;, cls,diseRer=+1,

(z-c1)*+(y—d))* =r*(x - c2)* +r*(y — d2)?* ou

s o 2(car?-cy) 2(dyr? - dy) r2(c2+d3) -2 -d?

2+’ + T+ Y= ou
1-1r2 1-1r2 1-1r2
2 2 2 2
- car?-—c; (- dar?-d; _ [ c2r’-c1 + dor?=dy \~ _ i+di-r?(c3+d3)
1-r2 Yy 1-r2 “\ 1-r2 1-r2 1-r2
_ r2(c1—c2)?+r2(d1-d2)? r? |b b |2
= (1-r2)2 - (1-r2)2 1 2]

que define uma circunferéncia se by by e r # 1; e, se r # 1 e by = by um
ponto. Se r =1, |z = by| = |z — by| define a mediatriz de biby, se by # by. Se

by = by obtemos de (*), (1+a)(z—-b;)™ =0 que tem solugao tnica se a # —1.
Seja {/—a uma das m raizes m-ésimas de —a e z € C, z # by, 0 correspondente

complexo tal que ¥/=a = (z-b)(z -by)"'. E claro que:

W:Z_bl _Z—b2+b2—b1 :1+b2—bl

Z—bg_ Z-bg Z—bg .

Donde, se by # by e —a # 1 as m solugoes do problema original sao:
by — by
v—a-1’

Nocasoa:—leblibgtemos(%)mzle%z T/T#l(z=1néoéra1’z

z=by +

aceitavel pois % # 1) e achamos, procedendo como acima, m—1 solugoesm



47. (A) Determine a relacao entre a,b € R para que sejam todas reais as raizes
de '
1—2z\™
* —) =a+1b meN") .
= () (meN)
(B) Supondo verificada a rela¢ao encontrada em (A), resolva a equacao (¥*)

admitindo conhecido o argumento # do ntimero complexo a + bi.

Sugestao:

(A) Sez=xeRentaoi+z=a+1i+0 e a divisdo por i +z ¢ efetudvel
qualquer que seja x € R e obteremos varias equagoes equivalentes a (*).
Indiquemos por w, = ¥/r(p, +iq,), p, € q, reais, 1 <v<m, r=|a+ib|,
as m-raizes m-ésimas de a + b.

Entao,

(5) —a+ib o2 =w, o (i-2)=w(r+i) e r(l+w,)=i(l-w,),

e notemos que admitindo a existéncia da solucao x temos 1+ w, # 0
. _ . . i—x _ ~ . . ;. , .
pois w, = —1 implica =% = ~1 e, entao, i = —i o que é impossivel. Assim,

continuando com as equacoes equivalentes,

AN 1w, 1 (1—wy) (14%y)
(u) =a+ib © T =i % o =i o g o )

i+z T+wy T+wy T+w, [+, [2
.1-2g,1— |wy | 2q,,+i(1—\wl,|2)
e = Ry ==/
v (1+pv)?+qz t , (PP +ap
2 . 1-
< x= Rl 1)

(1+pv)? + 42 T+pu)2+q2
Logo, x é real se e s6 se |w,| =1 o que ocorre se e s6 se a? + b? = 1.

(B) Completem



50. Sejam z,w € C, com |z|,|w| <1 e z+w=1. Mostre que |z + w?| < 1.

Comentario. Resultados como este sao importantes para identicarmos
condigoes em que temos a continuidade dde uma fungao definida como uma
série de poténcias em um ponto da fronteira do disco de convergéncia. Al-
guns destes resultados para séries de poténcias devem-se a Abel e sao as

vezes chamados de “resultados oculares” ou até “do olho”.
Resolugao (talvez nao a melhor).
Escrevendo z =z +iy e w=1-2= (1 -2x) — iy temos,

2] <1< 22+9y2<1
wl <l (1-2)2+y2<1 < 22+y%<2z.

A primeira inequacao do sistema acima descreve o circulo de raio 1 centrado
na origem e a segunda inequacgao representa o circulo de raio 1 centrado
no ponto (1,0). A regiao composta pelos pontos satisfazendo ambas as
inequacoes é também chamada uma “luna”. Portanto, um método seguro

de solucao é passarmos para as variaveis cartesiana a fungao
2+ w?f =2+ (L-2)2P

e determinarmos o seu maximo sobre a luna, que é um compacto. Assim

procedendo temos w? = [(1 - x)? -y%] — 2y(1 - xz)i e definimos

[z+(1-2)? -] + [y-2y(1-2)]?

o(z,y)

(2= 32+ 4=y + dy2(a -4y

2
_ 1\2, .2 3 1\2_ o], 9
—[(50—5) ty ] +§[(l‘—§) -y ]+1_6‘

Verifique (é elementar e necessario) que o unico ponto critico de ¢ é P =

(3.0), o qual pertence ao interior da luna [desenhe-a e identifique tal
pontol, e que ¢(3,0) =
Determine agora o maximo e o minimo na fronteira. Note que o trecho,

desta fronteira, contido na circunferéncia de raio 1 admite a parametrizagao

Jz[ \/_+£]9y»—>x +/1 -2

10



e identifique o méximo de 1 (y) = 90( 1-y? ,y), yeJ.

O outro trecho admite a parametrizacao

e entao ache méaximo de 5 (y) = gp(l —v/1-92 ,y), yeJ
[Dica: ¢1(y) =¢2(y) | =

. Raizes quadradas. Determine elementarmente (i.e., nao utilize Férmula de

Moivre ou Férmula de Euler ou Forma Polar) as solugoes z € C da equagao

22 = a+ib, onde a e b sdo reais fixos .

Sugestdo: Determine as partes real e imaginaria de z.

Prova. Escrevendo z =z + 1y, com = e y em R, encontramos

22 —y2=q
2oy =b =— 4x?y? =102
Assim temos,
4% (2? —a) = b* ,

2
donde segue, 24 — az? - £ = 0. Portanto
) 4 )

o axVa®+b?

xr =
2
Como a —Va?+b? <0 (um cateto tem comprimento inferior ao da hipote-

nusa), seque que a unica possibilidade para x? é

5 a+\a?+0b?

T

Temos entao,

11



85.

Definindo sgn(b) = +1 se b >0 e sgn(b) = -1 se b < 0 temos

sgn(b) = +1 = zy >0 (igual sinal) e  sgn(b) = -1 = zy < 0 (sinais contrarios).

Assim, as raizes sao

a Vaz+b?: | a Va?+b?
2 = §+T+zsgn(b) 5t

Note que se b = 0 entdo, ja que convenientemente definimos sgn(0) = 1,

obtemos

a,sea>0,
N a+\/a_2+‘ (0) a+\/¥ \/|a|+a+,\/|a|—a va
z=\/ =+ ——+isgn — +—= i =
Voo TNV 5T > 2

iW-a, sea<(Om

A derivada (formal) de um polinémio
p(X)=a, X" +a, 1 X"+ .+ a1 X +ag
¢ definida como o polinomio
P(X)=na, X" +(n-1)a, 1 X" ?+...+a; .
Mostre que:
(A) « é raiz simples de p se e s6 se p(a) =0 e p'(«) # 0.
(B) « é raiz dupla de p se e sé se p(a) =p'(a) =0 e p” () # 0.
(C) « é raiz de multiplicidade k (k <n) de p se e sé se
pla)=p'(a)=...=p*(a)=0 e pM(a)=#0.

Sugestao. Apliquem a intuitiva (e facil de provar) férmula para a derivada
do produto de duas funcoes derivaveis: dado um natural IV entao, a derivada

(fg)™) é combinagao linear das fungoes f@)g(N=7) com j =0, ..., N. Isto ¢,

(fg)N) = chf(j)g(N‘j) , onde ¢; indica constantes reais, 0<j <N .

Para ser exato (mas nao ha necessidade), a Férmula de Leibniz diz que

12



88. Sejam (2;)1<j<n € (Wg)i1<ken duas sequéncias finitas em C. Demonstre a

Identidade de Lagrange:

2 n n
_ (Z|zj|2)(2|wk|2) CY - mul?
=1 k=1

1<j<k<n

n
Z ZjW;
j=1

Deduza entao, a desigualdade de Cauchy (vide Exercicios 1.8 e 1.9.
Solucgao.

Temos,

Saml = (Cam) (Xmww) = 2wz

= ) ZjWZpwy, + Y. 2W; ZRw
j=k Jj=k

=[(szz7)(2wkw—k) = L AEWRT |+ ) 250 By
jzk Jj#k
= (X 12P) (X howl) = 3 (275w + anzew; @) + ) (205 Zewye + 2405 Zw;)

J<k j<k

= (XI5 Clwl?) = X (zjwe = 2w;) (75 wr - w5 Z)

j<k

= (X)) = X lzgwn = 2ol .

J<k

13



5. (Lista 4) Mostre a convergéncia uniforme de (f,) em X c R nos casos

abaixo.

(a) fu(z)=222% onde X =R.
(b) fu(x) =e™sinx, onde X = [0, +00).
(c) fu(x)= ze"” onde X = R.

Dicas.

(b) Consideremos x > 0. Utilizamos que
t
[sing| <|f], VOeR e e'=1+t+..>t, ¥teR. Logo, — <1, VteR,
e

Temos entao,

nx
—<

|sinx| 7]
n nx

<—X
X

S|
SRS

ena:

e
(¢) Proceda similarmente ao item (b).
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