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2ª LISTA DE EXERCÍCIOS

Para entregar as questões numeradas em negrito:

Sobre o supremo e o inf́ımo: 1, 3, 4 e 9.

Sobre sequências: 10, 11, 12, 17, e 18.

Continuidade e polinômios: 23 a 29 (todos essenciais).

Somatórios finitos: 30, 32, 33 e 34.

Séries infinitas: 35, 36, 37, 53 e 54.

1. Determine supX , infX,maxX e minX em cada um dos seguintes casos:

a) X =]a, b[ , ]a, b] , [a, b[ ou [a, b] ; com a, b ∈ R e a < b .

b) X =] −∞, a] , [a,+∞[ , ] −∞, a[ ou X =]a,+∞[ ; com a ∈ R .

c) X = {2−n ∣ n ∈ N} e X = {2−n ∣ n ∈ N} ∪ {0} .
2. Sejam X e Y dois subconjuntos não vazios de R, com X ⊂ Y . Prove que

inf Y ≤ inf X ≤ sup X ≤ sup Y .

3. SejaX e Y subconjuntos não vazios e limitados em R. Definamos o conjunto

X + Y = {x + y ∶ x ∈X e y ∈ Y }. Verifique as afirmações:

(a) X + Y é limitado

(b) sup(X + Y ) = supX + supY
(c) inf(X + Y ) = infX + inf Y .

4. Sejam X e Y dois subconjuntos não vazios e arbitrários em R. Então vale,

supX + supY = sup(X + Y ) ,
com a convenção supX = +∞ se X não é majorado superiormente.

Atenção: este resultado é essencial no caṕıtulo 6.



5. Sejam X e Y subconjuntos não vazios de R tais que: x ≤ y, ∀x ∈X e ∀y ∈ Y .

Mostre que:

a) supX ≤ inf Y .

b) supX = inf Y se e só se, ∀ǫ > 0 existem x ∈X e y ∈ Y tais que y −x < ǫ.
Sugestão: No ı́tem (b), use a Propriedade de Aproximação.

6. Seja X um subconjunto não vazio de R. Suponha que X é limitado inferior-

mente e defina −X = {−x ∣ x ∈X}. Verifique que o conjunto −X é limitado

superiormente e que sup (−X) = − inf X .

7. Seja X um subconjunto não vazio e limitado em R. Dado c ∈ R∗+ = (0,+∞),
mostre que o conjunto cX = {cx ∣ x ∈X} é limitado e

sup (cX) = c sup X e inf (cX) = c inf X .

Enuncie e verifique o que ocorre se c < 0.

8. Sejam X e Y subconjuntos não vazios e limitados em R∗+ = (0,+∞). Defina

X ⋅ Y ∶= {xy ∣ x ∈X e y ∈ Y }. Mostre que X ⋅ Y é limitado e que

sup(X ⋅ Y ) = sup X sup Y e inf (X ⋅ Y ) = inf X inf Y .

9. Sejam (xn) e (yn) sequências limitadas em R. Mostre que

(a) lim inf xn + lim inf yn ≤ lim inf(xn + yn)
(b) limsup(xn + yn) ≤ limsupxn + limsup yn

(c) lim inf(−xn) = − limsup xn e limsup(−xn) = − lim inf xn.

Ainda mais, se xn ≥ 0 e yn ≥ 0, ∀n ∈ N, então

(d) (lim inf xn)(lim inf yn) ≤ lim inf(xnyn)
(e) limsup(xnyn) ≤ (limsupxn)(limsup yn).

2



10. Calcule, caso exista, lim
n→+∞

an para

(a) an =
n3+3n+1
4n3+2 . (b) an =

√
n + 1 −

√
n.

(c) an = ∫
n

1
1
xα dx ,α ≥ 1. (d) an = ∫

n

0
1

1+x2 dx.

(e) an =
n+1

3
√
n7+2n+1

. (f) an = sen 1
n
.

(g) an = n sen
1
n
. (h) an =

1
n
sen(n).

11. Calcule:

(a) lim
n→+∞

(n + 2
n + 1

)n (b) lim
n→+∞

(1 + x

n
)n (x ∈ R)

(c) lim
n→−∞

(1 + x

n
)n (x ∈ R)

12. Mostre que a sequência
√
2,
√
2 +
√
2,

√
2 +
√
2 +
√
2, ..... é convergente a 2.

13. Suponha que lim
n→+∞

an = a. Verifique que:

(a) lim
n→+∞

a1 + a2 + ..... + an
n

= a .

(b) lim
n→+∞

n
√
a1a2......an = a , se a > 0 e an > 0 ,∀n ∈ N .

Sugestão: Em (b) utilize (a).

14. Calcule lim
n→+∞

an para

(a) an =
1 + 1

2
+ 1

3
+ ... 1

n

n
(b) an =

2 +
√
2 + 3
√
2 + ...... + n

√
2

n
.

Sugestão: Utilize o exerćıcio 13.

15. Calcule lim
n→+∞

an e lim
n→+∞

an+1
an

para an =
1

(n log2 n)p , n ≥ 2 , p ∈ R.

16. Sejam a > 0 e b > 0. Mostre que

lim
n→+∞

n
√
an + bn =max(a, b) .

17. Calcule os limites da razão, lim
n→+∞

an+1
an

, e da ráız, lim
n→+∞

n
√
an, ou pelo menos

um deles, em cada um dos casos abaixo.

(a) an =
n!

nn
(b) an = n

(c) an =
1

np
, p ∈ R , (d) an =

1(ln n)p .
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18. Seja (an) ⊂ R , an > 0. Mostre que

lim
n→+∞

an+1
an
= LÔ⇒ lim

n→+∞
n
√
an = L .

Retorne ao exerćıcio 17 e, se necessário, complete-o.

19. Mostre que se lim zn = 0 e (wn) é limitada então, lim znwn = 0.

20. Mostre que Q é denso em R (parte do Teorema 3.11).

21. Seja X ⊂ R. Mostre que X é um subconjunto conexo de R se e somente se

X é um subconjunto conexo de C.

22. Mostre, a partir da definição, que o intervalo [0,1] é compacto.

Sugestão: Seja C = {Oj ∶ j ∈ J} uma coleção de abertos em R tal que

[0,1] ⊂ ⋃j∈J Oj. Considere o conjunto

A = { x ∈ [0,1] ∶ [0, x] é uma união finita de abertos na cobertura C } .
Mostre que A é não vazio e limitado superiormente, supA = 1 e supA ∈ A.
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23. Prove que todo polinômio com coeficientes reais e de grau ı́mpar admite ao

menos uma ráız real.

24. Seja f ∶ R→ [0,+∞) uma função cont́ınua e positiva. Suponha ainda que

lim
x→±∞

f(x) = +∞ .

Mostre que f assume um valor mı́nimo absoluto; i.e., existe x0 ∈ R tal que

f(x0) ≤ f(x) , ∀x ∈ R .

25. Seja p(z) = a0 + a1z + ... + anzn um polinômio complexo, n ≥ 1. Mostre:

(a) ∣p(z)∣ ≥ ∣an∣∣z∣n − ∣an−1∣∣z∣n−1 − ... − ∣a1∣∣z∣ − ∣a0∣, ∀z ∈ C.
(b) lim

∣z∣→+∞
∣p(z)∣ = +∞.

(c) Existe um raio R > 0 tal que ∣p(z)∣ > ∣p(0)∣ + 1 se ∣z∣ > R.

(d) A função ∣p(z)∣, com z ∈ D(0;R), tem valor mı́nimo num ponto z0.

(e) O ponto z0 é o ponto de mı́nimo absoluto da função ∣p(z)∣, z ∈ C.
26. O Teorema da Aplicação Aberta (TAA) para polinômios implica o Prinćıpio

do Módulo Mı́nimo para polinômios.

27. O TAA para polinômios implica o TFA.

28. O TAA para polinômios implica o Prinćıpio do Módulo Máximo para po-

linômios

29. A Desigualdade de Gutzmer-Parseval para polinômios implica o Prinćıpio

do Módulo Máximo para polinômios.

Atenção: Tal prova prescinde da continuidade polinomial.
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30. Mostre que ∀z ∈ C∖ {1} e quaisquer que sejam n,N ∈ N, com N ≥ n, temos

N

∑
j=n

zj =
zn − zn+N+1

1 − z
.

31. Verifique as fórmulas abaixo.

(a)
n

∑
j=1

j = n(n+1)
2

.

(b)
n

∑
j=1

j2 = n(n+1)(2n+1)
6

.

(c)
n

∑
j=1

j3 = (n(n+1)
2
)2.

32. Mostre que
n

∑
j=1

m

∑
k=1

zjwk =
m

∑
k=1

n

∑
j=1

zjwk = ( n

∑
j=1

zj)( m

∑
k=1

wk).
33. Verifique a Propriedade Telescópica:

n

∑
k=m

(zk+1 − zk) = zn+1 − zm.
34. Calcule, aplicando a propriedade telescópica,

(a)
n

∑
k=1

[ (k + 1)3 − k3 ].
(b)

n

∑
j=2

1
j(j−1)

(c)
500

∑
j=100

1
j(j+1)(j+2)

Sugestão para (c): verique que 1
j(j+1)(j+2) =

1
2
( 1
j(j+1) −

1
(j+1)(j+2))

35. Calcule a soma da série dada.

(a)
+∞
∑
k=0

( 1
10
)k. (b)

+∞
∑
k=0

π−k.

(c)
+∞
∑
k=1

1
k(k+1) . (d)

+∞
∑
k=0

1
(4k+1)(4k+5) .

36. Calcule a soma da série

+∞
∑
n=1

nxn , 0 < x < 1 .
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37. Determine a convergência ou divergência das séries (v. Guidorizzi, Vol. 4).

(a)
+∞
∑
k=0

1
k2+1 . (b)

+∞
∑
k=3

1
k2 log(k) .

(c)
+∞
∑
k=0

√
k

1+k4 (d)
+∞
∑
p=4

log 2p

p+1 (e)
+∞
∑
n=5

n2−3n+1
n2+4 .

38. Determine se convergem ou não as séries abaixo.

(a)
+∞
∑
k=2

k
4k3−k+10 . (b)

+∞
∑
k=2

(k+1)e−k
2k+3 .

(c)
+∞
∑
k=2

√
k+ 3
√
k

k2+7k+11 . (d)
+∞
∑

k=20

2k

k5
.

(e)
+∞
∑
k=1

2k

k !
(f)

+∞
∑
k=3

1
k(logk)10 (g)

+∞
∑
n=2

1

n
3
√
n2+3n+1

.

39. Determine se convergem ou não as séries abaixo.

(a)
+∞
∑
n=0

3n

1+4n . (b)
+∞
∑
n=1

n! 2n

nn .

(c)
+∞
∑
n=3
[√n + 1 −√n]. (d)

+∞
∑
n=4

n3+4
2n

40. Seja (zn) ⊂ C∗. Mostre que

se lim
n→+∞

n(1 − ∣zn∣∣zn+1∣) ∈ (−∞,+∞) então lim
n→+∞

∣zn∣∣zn+1∣ = 1 .

41. Estude a série dada com relação a convergência ou divergência.

(a)
+∞
∑
n=3

1
nα logn

, α > 0.

(b)
+∞
∑

n=27

1
n logn[log(logn)]α , α > 1

(c)
+∞
∑

n=27

1
n logn[log(logn)]α , 0 < α < 1

(d)
+∞
∑
n=3

1
n(logn)α , α > 0

(e)
+∞
∑
n=3

1
(logn)α , α > 0.
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42. Dadas as séries
+∞
∑
n=3

1
n logn

e
+∞
∑
n=3

1
n(logn)2 , seja an o termo geral de cada uma

delas. Verifique as afirmações abaixo.

(a) lim
n→+∞

∣an+1
an
∣ = 1 (Teste da razão).

(b) lim
n→+∞

n(1 − ∣an+1
an
∣) = 1 (Critério de Raabe).

(c) A primeira diverge e a segunda converge.

43. Determine os valores de α ≥ 0 e β ≥ 0 tais que são convergentes as séries:

(a)
+∞
∑
n=2

1
nα(logn)β

(b)
+∞
∑
n=2

(logn)β
nα .

44. Seja α ∈ R ∖ N. Consideremos a sequência (∣an∣), n ≥ 1, dos coeficientes

binomiais an = (αn) = α(α−1)(α−2).....(α−n+1)
n!

. Verifique as afirmações abaixo.

(a) Se −1 < α então liman = 0 e (∣an∣)n≥n0
, n0 > α, decresce.

(b) Se α < −1, α inteiro ou não, então liman ≠ 0.

(c) Se α < −1 então
+∞
∑
n=0

(α
n
) diverge.

45. Seja 0 < α < 1. Então,

(a) A série (não alternada)
+∞
∑
n=1
(−1)n+1 α(α−1)⋯(α−n+1)

n!
é convergente.

(b) A série
+∞
∑
n=1

α(α−1)⋯(α−n+1)
n!

é alternada e convergente.

46. Se −1 < α < 0 então
+∞
∑
n=0
(α
n
) converge condicionalmente.

47. Mostre que
+∞
∑
n=0
(α
n
)xn, x ∈ R, com α ∈ R ∖N, satisfaz,

(a) Diverge, se ∣x∣ > 1, qualquer que seja α ∈ R ∖N.

(b) Converge absolutamente, se ∣x∣ < 1, qualquer que seja α ∈ R ∖N.

(c) Se α > 0, converge (absolutamente) se somente se x ∈ [−1,1].
(d) Se −1 < α < 0, converge se somente se x ∈ (−1,1] e converge condicio-

nalmente se x = 1.

(e) Se α ≤ −1, converge se e somente se x ∈ (−1,1).
8



48. A série
+∞
∑
n=1

1⋅3⋅5⋯(2n−1)
2⋅4⋅6⋯2n

é convergente ou divergente? Justifique.

49. Determine se é convergente ou divergente a série dada abaixo.

(a)
+∞

∑
n=1

cos2 n+n2

n4 (b)
+∞

∑
n=1

n2(1 − cos 1
n2 )

(c)
+∞

∑
n=1

log(1 + 1
n2 ) (d)

+∞

∑
n=3

3
√
n5
+3n+1

n3(logn)2

(e)
+∞

∑
n=3

(logn)3
n2 (f)

+∞

∑
n=1

arctan ( 1

n
3
√
n2
+3
)

(g)
+∞

∑
n=1
(n2

+5
n2
+3
− 1) (h)

+∞

∑
n=1

log (n2
+5

n2
+3
).

50. Determine se é convergente ou divergente a série dada abaixo.

(a)
+∞

∑
n=0

2n

1+3n
(b)

+∞

∑
n=1

1
2n
(1 + 1

n
)n

(c)
+∞

∑
n=0

n2

n!
(d)

+∞

∑
n=1

n!
nn

(e)
+∞

∑
n=1

3n n!
nn (f)

+∞

∑
n=1

n!
3.5.7.....(2n+1)

51. Determine se é convergente ou divergente a série dada abaixo.

(a)
+∞

∑
n=0

(n!)2
(2n)! (b)

+∞

∑
n≥p

nn−p

n!
, com p fixo em N

(c)
+∞

∑
n=1

1.3.5.....(2n+1)
4.6.8......(2n+4) (d)

+∞

∑
n=1

√
1.3.5......(2n−1)
2.4.6....(2n) .

52. Nos exerćıcios abaixo determine se a série
+∞

∑
n=3

an é convergente ou diver-

gente. No caso de convergência, verifique se a convergência é absoluta ou

condicional.

(a) an =
sin(2n+1)

n20

(b) an = (−1)n−1 n−3
10n+4

(c) an = (−1)n−1 1
logn

(d) an = (−1)n logn

n

(e) an =
(−1)n−1

log(en+e−n) .
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53. Determine z ∈ C para que a série dada seja convergente:

(a)
+∞

∑
n=1

2nzn

(b)
+∞

∑
n=1

zn

n
.

(c)
+∞

∑
n=2

zn

n2

(d)
+∞

∑
n=1

zn

2n
.

(e)
+∞

∑
n=3

zn

log n

(f)
+∞

∑
n=1

(2n+1)zn
n!

.

54. Considere a função

f(z) = 1(z − 1)(z − 2) , com z ∈ C ∖ {1,2} .
Determine um disco aberto centrado na origemD(0; r), r > 0, sobre o qual f
pode ser expressa como uma soma de duas séries geométricas convergentes.

Sugestão: encontre A ∈ C e B ∈ C tais que

1(z − 1)(z − 2) = A

z − 1
+

B

z − 2
, se z ∈ C ∖ {1,2} .
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