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22 LISTA DE EXERCICIOS

Para entregar as questoes numeradas em negrito:
Sobre o supremo e o infimo: 1, 3, 4 e 9.

Sobre sequéncias: 10, 11, 12, 17, e 18.
Continuidade e polinémios: 23 a 29 (todos essenciais).
Somatdrios finitos: 30, 32, 33 e 34.

Séries infinitas: 35, 36, 37, 53 e 54.

1. Determine sup X ,inf X, max X e min X em cada um dos seguintes casos:
a) X =]a,b[, Ja,b], [a,b] ou[a,b]; coma,beRea<b.
b) X =] -o0,a], [a,+o0[, ]-00,a] ou X =]a,+oc0[; com a€eR .
c) X={2"|neN} e X={2"|neN}u{0}.
2. Sejam X e Y dois subconjuntos nao vazios de R, com X cY. Prove que
inf Y <inf X <sup X <sup Y .

3. Seja X e Y subconjuntos nao vazios e limitados em R. Definamos o conjunto

X+Y={z+y:xeX eyeY}. Verifique as afirmacoes:
(a) X +Y é limitado
(b) sup(X +Y) =supX +supY
(c) inf(X+Y)=inf X +inf Y.
4. Sejam X e Y dois subconjuntos nao vazios e arbitrarios em R. Entao vale,
sup X +supY =sup(X +Y) ,
com a convenc¢ao sup X = +oo se X nao é majorado superiormente.

Atencdo: este resultado é essencial no capitulo 6.



. Sejam X e Y subconjuntos nao vazios de R tais que: x <y, Vre X eVyeY.

Mostre que:
a) sup X <infY.

b) sup X =infY se e s6 se, Ve >0 existem xe X eyeY tais que y—x <e.

Sugestao: No item (b), use a Propriedade de Aproximacao.

. Seja X um subconjunto nao vazio de R. Suponha que X é limitado inferior-
mente e defina -X = {-z | 2 € X}. Verifique que o conjunto —X ¢ limitado

superiormente e que sup (-X) = —inf X.

. Seja X um subconjunto nao vazio e limitado em R. Dado ¢ € R* = (0, +00),

mostre que o conjunto ¢X = {cx | € X} é limitado e
sup(¢X)=csup X e inf(cX)=cinf X .
Enuncie e verifique o que ocorre se ¢ < 0.

. Sejam X e Y subconjuntos nao vazios e limitados em R = (0,+00). Defina
X YV:i={zy|xeX e yeY}. Mostre que X -Y ¢é limitado e que

sup(X-Y)=sup X sup Y e inf(X Y)=inf X inf ¥V .

. Sejam (z,) e (y,) sequéncias limitadas em R. Mostre que
(a) liminf z,, + liminf y,, <liminf(z, + y,)
(b) limsup(x, + y,) < limsup z,, + limsup y,,
(¢) liminf(-z,) = —limsup x,, e limsup(-x,,) = - liminf z,.
Ainda mais, se z, >0 e y, >0, Vn e N, entao
(d) (liminf z,)(liminf y,) < liminf(x,y,)

(e) limsup(z,y,) < (limsup z,,)(limsup yy, ).



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Calcule, caso exista, lim a, para
n—+oo

(a) an = 23355t (b) @y =Vn+1-/n
(¢) an=f"5dr,a>1 (d) an = [, 752 dz.
(e) an= :3/% (f) a, = sen%.

(g) an=nsen ;. (h) a, = 2 sen(n).
Calcule:
(a) nlifflw(eri)n (b) lim (1+%)n (r eR)

(0) nl_i)I_noo(lJr %)n (x €R)

Mostre que a sequéncia /2, V2 +v2,\V/2+V2+v2,..... é convergente a 2.

Suponha que lim a, =a. Verifique que:

n—>+00
. ap +ag + ... + an,
(a) lim =a.
n—>+00 n
(b) lim /aias.....a,=a, sea>0ea,>0,YneN.
n—>+00

Sugestao: Em (b) utilize (a).
Calcule lirp a, para

1 1 1
L+5+3+..0

() ay= t2¥3%5 o) an:2+\/§+{5/§+ ...... +(L/§.

n n

Sugestao: Utilize o exercicio 13.

; ; Ontl —
Calcule nl_l)r+1r1(><> a, € n1_1)1r+n(><> o DAIA Ay = s

n>2,pekR.

Sejam a >0 e b>0. Mostre que

lim Va"+b" = max(a,b) .

n—+oo

Calcule os limites da razao, lim 2L e da raiz, lim /a,, ou pelo menos
) an ) N oo )

n—+oo

um deles, em cada um dos casos abaixo.

|
(@) ap=— ) an=n
nn
1 1
= — R = —



18.

19.

20.

21.

22.

Seja (a,) cR,a, > 0. Mostre que

. An+1 .
lim — =L = lim ¥a,=1L.
n—+oo aTL n—+o0o

Retorne ao exercicio 17 e, se necessario, complete-o.

Mostre que se lim z, =0 e (w,) é limitada entao, lim z,w,, = 0.
Mostre que Q é denso em R (parte do Teorema 3.11).

Seja X c R. Mostre que X é um subconjunto conexo de R se e somente se

X é um subconjunto conexo de C.

Mostre, a partir da defini¢ao, que o intervalo [0,1] é compacto.

Sugestdo: Seja C = {O; : j € J} uma colecao de abertos em R tal que

[0,1] € Ujes O;. Considere o conjunto
A={xe[0,1]: [0,2] é uma unido finita de abertos na cobertura C } .

Mostre que A é nao vazio e limitado superiormente, sup A =1 e sup A € A.



23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Prove que todo polinomio com coeficientes reais e de grau impar admite ao

menos uma raiz real.
Seja f:R — [0,+00) uma funcao continua e positiva. Suponha ainda que
1i1;n f(z)=+00 .

Mostre que f assume um valor minimo absoluto; i.e., existe xg € R tal que
F(a0) < f(x), VaeR |

Seja p(z) = ag+ a1z + ... + a,2" um polinomio complexo, n > 1. Mostre:

(a) [p(2)] 2 lanll2* = lanall2[*"! = ... ~laallz] - laol, VzeC.
(b ||lim Ip(2)] = +o0.

(
(d

)
)
c) Existe um raio R > 0 tal que |p(z)| > |p(0)|+ 1 se |z| > R.
) A funcdo |p(z)|, com z € D(0; R), tem valor minimo num ponto 2.
)

(e) O ponto z é o ponto de minimo absoluto da fungao |p(z)]|, z € C.

O Teorema da Aplicacao Aberta (TAA) para polinémios implica o Principio

do Médulo Minimo para polinomios.
O TAA para polinomios implica o TFA.

O TAA para polinomios implica o Principio do Mdédulo Maximo para po-
lindomios

A Desigualdade de Gutzmer-Parseval para polinomios implica o Principio
do Médulo Méaximo para polinémios.

Atencao: Tal prova prescinde da continuidade polinomial.



30. Mostre que Vz € C\ {1} e quaisquer que sejam n, N € N, com N >n, temos

N on o Zn+N+1
Z P
j:n 1 -z

31. Verifique as féormulas abaixo.

& . n(n+l)
(a) Xj="5—"

j=1
b ™2 n(n+1)(2n+1)
(b) El] 6

& _ [ n(n+1) 2
c 3=
(@ 35°=(*52)

32. Mostre que Y. Y zjwy = ), ) 2jwg = (
j k=1j=1 j

s
RS
\;/
—_
NgE
S
Bl
N—

33. Verifique a Propriedade Telescépica:

n
Z (Zk+1 - Zk) = Zn+l ~ Zm-

k=m

34. Calcule, aplicando a propriedade telescopica,

(a)

M=

[(E+1)3-FK3].

T
i

<
Il

—~
o
~—
M=
.
—~
<
=
—_
~|

[S
oSN
o

1
(c) G0 7GTDGD)

= . ver 1 _1(_1 1
Sugestdo para (c): verique que ;s = 5 (j(j+1) - (j+1)(j+2))

35. Calcule a soma da série dada.

+00 1\ +oo _
1) b k.
(@) % (%) (b) X
+00 ; d +00 ;
(c) kz=:1 E(k+1) (d) kzzzo (4k+1)(4k+5)

36. Calcule a soma da série

+00
an", O<z<1.
n=1



37. Determine a convergéncia ou divergéncia das séries (v. Guidorizzi, Vol.

( ) +o00 1 ( ) +00 1
a) Y T - b) Y s -

frar k2+1 Pt k2log(k)

+ 00 +0oo + 00

Vi 2p 2_3n+1

(©) ¥ 17 (d) X log 75 (e) ¥ =i

k=0 p=4 n=5

38. Determine se convergem ou nao as séries abaixo.

teo R (k+1)e*
a — . b )
( ) kg 4k3—k+10 ( >k§2 2k+3
+00 3 +oo .
(c) ¥ k\ﬁ;kﬁl (d) ¥ i_f’ :
k=2 k=20
(0 3% (1) 3 rigm () % e
R 12y k(ogk)1 & 2y nV/n?e3nel

39. Determine se convergem ou nao as séries abaixo.

+OOLLn. 'b +o00 n!%n '
(a) & T4 ( )ngl n
() E[Va+1-yal (@) 3 =t

40. Seja (z,) c C*. Mostre que

|Zn|

|Zn+1|

1.

—+o00 —+o00
" noreo |2

se lim n(l— )e(—oo,+oo) entao  lim oal _

41. Estude a série dada com relagao a convergéncia ou divergéncia.

+00

(a) Zwlogn,a>0.

+00

1
(b) n:zwm, a>1

+o00

1
(© n§7ma O<a<l

+00

(d) % sy @>0

+00
(e) nggm’ a>0.



+00

+00
4o 1 1 .
42. Dadas as séries n§—3 g © n§—3 Tlogn)?> S€ja an o termo geral de cada uma

delas. Verifique as afirmacoes abaixo.

(a) lim aait] =1 (Teste da razao).
(b) lim n(1- ‘“;—;1 ) =1 (Critério de Raabe).

(c) A primeira diverge e a segunda converge.

43. Determine os valores de av > 0 e 3 > 0 tais que sao convergentes as séries:

+00
1
(a) nz=:2 n®(logn)?
+00 8
b (10g:) .
(b) X =

44. Seja « € R~ N. Consideremos a sequéncia (|a,|), n > 1, dos coeficientes
a) _ a(afl)(a72)' ..... (a-n+1)

n n.

binomiais a,, = ( . Verifique as afirmagoes abaixo.

(a) Se -1 <« entdo lima, =0 e (| an|)nsng, no > v, decresce.
(b) Se a < -1, « inteiro ou nao, entao lima, # 0.

(c) Se a< -1 entao f (%) diverge.
n=0

45. Seja 0 < a < 1. Entao,

+00
a) A série (nao alternada) > (-1)"* lw é convergente.
n g
n=1 ’

+00
(b) A série ¥, w é alternada e convergente.
n=1 ’

+00
46. Se -1 <a <0 entao Y, (3) converge condicionalmente.
n=0

+o00
47. Mostre que Y, (z):ﬂ”, z €R, com a € R\ N, satisfaz,

n=0

(a) Diverge, se |x| > 1, qualquer que seja aw € R\ N.
(

(c

(d) Se -1 <« <0, converge se somente se = € (-1,1] e converge condicio-

)
b) Converge absolutamente, se |z| < 1, qualquer que seja ov € R\ N.
) Se a >0, converge (absolutamente) se somente se x € [-1,1].

)

nalmente se z = 1.

(e) Se a < -1, converge se e somente se x € (—1,1).



+o00
s . 1-3-5---(2n-1)
48. A serie nz_:l “546-9m

é convergente ou divergente? Justifique.

49. Determine se é convergente ou divergente a série dada abaixo.

X COS2 n+n2
(a) ¥

() 3 log(1+ )
n=1

+00
(e) 23 (lon)”

(@) X (E5-1)

(b) an(l—cos 2)

n=1

(d) Z /P 13n+1

= n3(logn)?

(f) +§ arctan (\/;2—{5)

n=1

50. Determine se é convergente ou divergente a série dada abaixo.

n=1

(b) ¥ 3e(1+ )
@ % o

(f) Z 35.7.. (2n+1)

51. Determine se é convergente ou divergente a série dada abaixo.

(a) Z ("')2
X 1.35...(2n+1)
(c) = 168 (2n+1)

+00

(b) ¥ =7, com p fixo em N

nzp

+o00

52. Nos exercicios abaixo determine se a série Y a, é convergente ou diver-

gente. No caso de convergeéncia, verifique se a convergéncia é absoluta ou

condicional.
(a) a, = sin(jQr(L)+1)
(b) an=(-1)"'g
n— 1
(€) an=(-1)""17
(@) a, = (~1)yrles
( 1)n 1
(e) Qn = 10g(e”+e n)



53. Determine z € C para que a série dada seja convergente:

54. Considere a fungao

1
f(z)—m, com ze€C~{1,2}.

Determine um disco aberto centrado na origem D(0;7), r > 0, sobre o qual f
pode ser expressa como uma soma de duas séries geométricas convergentes.

Sugestao: encontre A € C e B € C tais que

1 A B
= C~A{1,2} .
(z-1)(2-2) o1 o9 E ~ L2}

10



