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9.1 - Conformalidade

Dados z e w, ambos em C*, o angulo (orientado) formado pelo par ordenado

(z,w) é o nimero real 0 = arg(wz) [definido médulo 27Z] que satisfaz

wz )
e,

Jwll=] -

Se z = |z]e!™ e w = |wl|e?B, entao 6 = 5 — a. Isto é, arg(wz) = arg(w) — arg(z).
No particular caso na figura abaixo, no plano de Argand-Gauss, 6 é o angulo

do ponto z ao ponto w, medido no sentido anti-horario.

Y w
C z

=5-a ‘%
NI

Figura 9.1: 6 = arg(wz), mod 27
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Comentarios.

o Nafigura 9.1, orientamos o angulo de z a w no sentido anti-horario. Também
podemos orientar o angulo de z a w no sentido horario. De fato, pondo
w = |w|e”2™F) temos

|w||5| _ oi@r-B)ia _ g-ila+(2n-3)]
W%

que ¢ igual a ei(F~@) = ¢if

o Identifiquemos w =a+bi=v = (a,b) e z=c+di =u=(c,d). Indiquemos o

produto interno em R? por ‘-’. Notemos que (vide Corolario 1.9)
wz = (ac+bd) +i(bc—ad) e v-u=ac+bd.
Valem as propriedades abaixo (com w # 0 e z # 0 se preciso e 6,3 em R).

e Re(wz) =v-u.

o Se ﬁ =e entao v-u = |v| |U|COS 6.

e Suponhamos v -u = |v||u| cos 5. Segue FT;(ﬁf‘) = cos(f) e notemos que
cos(—f) = cos 8. Ainda, % é sin 3 ou é —sin (3 = sin(-f). Portanto,

i © )

Seja J = [a,b] um intervalo nao degenerado arbitrdrio em R. Uma curva de
classe C'' é uma aplicacao v : J - C com derivada +' : J - C continua em J.
Notagao: v e C*.

A curva v é dita regular se v é de classe C'! e a derivada +' nao se anula. Uma

curva regular v tem em cada ponto (ty) uma reta tangente
T:z=~(ty) + A\ (to), onde A varia em R,

orientada na dire¢ao e sentido do vetor 7/(tg) em C*. Vide Figura 9.2, a seguir.
O vetor 7/(ty) é referido como dire¢do tangente [a curva v e no ponto ~y(ty)].

Podemos descrever tal diregao (e sentido) com o vetor tangente unitario

VI(tO) 1
) <7

ou, ainda, um angulo arg[+/(to)].
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Figura 9.2: Vetor diretor de uma curva

Nao é dificil mostrar que toda curva regular é localmente injetora [por favor,

cheque]. Entretanto, a andlise que segue prescinde de tal propriedade.

9.1 Regra da Cadeia. Sejam 7 :J — Q deriwvavel e f € H(S). Entao,
fory:J—C € derivivel e (foy) (t)=f'(7(t))~'(t), para todo t € J.

Prova.

Fixemos t € J. Para s # ¢, seja N(s) o quociente de Newton

s))— t s)—y(t
f((s) - F((®) { IOERTIMIIR0 | se (s) = 1(t) #0,
s—t

0 , caso contrario.
Seja (s,) uma sequéncia em J \ {t} e convergente a t.

¢ Suponhamos (s, ) = v(t) para todo n. Entao temos N(s,) = 0 para todo
n e, é trivial ver, 7/(t) = 0. Logo, N(s,) = f'(7(t))~'(?).

¢ Suponhamos y(s,) # y(t) para todo n. Entao, como v é continua, segue
que N(sn) = f'(7(£))7'(1)#

Seja (71,72) um par ordenado de curvas regulares que se intersectam em um
ponto zy. Seja (t1,t2) um par de instantes tal que v1(t1) = 72(t2) = z0. Via

translagoes, podemos supor

71(0) = 72(0) = 2.

Temos entao as defini¢oes abaixo.
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9.2 Definigao. Seja (71,72) um par ordenado de curvas regulares, com v1(0) =

v2(0) = z9. O angulo formado por tal par, em zy, € o formado pelo par (7{(0), 75(0))

Yo(1)

> 71 (%)

Figura 9.3: Angulo entre duas curvas

9.3 Definicao. Seja Q aberto em C. Entdao, f: € — C € conforme no ponto zy
se f preserva os angulos formados por pares ordenados de curvas requlares que

se intersectam em zg.

Vejamos que se f é holomorfa em 2y e f'(zy) # 0, entao f é conforme em z.

Sejam 7; e v, curvas regulares em €2 e passando por zy. Devido a identidade

(f 272)'(0)(for)'(0) _ 5(0)71(0)
[ 212) (O(f o) (O] 501 (0)]

sao iguais os angulos formados por (f o7y, f o) em f(2y) e por (71,72) em 2.

A seguir, provamos o reverso. Notemos que a no¢ao de aplicagdo conforme se
estende naturalmente a funcoes diferencidveis F' em abertos de R? a valores em R2.
Para tal, definimos o angulo (orientado) formado pelo par ordenado ((a, b); (c, d))
de vetores nao nulos em R? como o angulo formado pelo par ordenado de niimeros
complexos (a+bi,c+di) em C2. Dizemos que F preserva angulos (orientados) se

seu diferencial preserva angulos (orientados) entre duas curvas que se intersectam.
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9.4 Teorema. Seja [ : Q) - C wma aplicagao cujo campo associado F € dife-
rencidvel. Suponhamos que F' preserva o angulo (orientado) entre curvas regula-

res que se intersectam. Entdo, f € holomorfa e f' nao se anula.

Prova.

Fixemos zg = xg + iyo em (2 e a base candnica ordenada {ej, es} de R2.

Com a notacao z = x + 1y, escrevemos

{ flx+iy) =wu(x,y) +iv(x,y) e
F(zy) = (u(z,y),v(z,y)).

O campo F' é diferenciavel em (xg,yo) e seu diferencial é a aplicagao linear

T : R? - R? associada a matriz jacobiana
a ¢ _ um(Q:Oa yO) uy($0, yO)
b d vz (70, 90) vy (Z0,Y0)

Dada uma curva regular v(t) = x(t) + iy(t) com v(0) = 2y, identificada a
curva regular I'(t) = (z(t),y(t)) que satisfaz I'(0) = (xo, yo), identificamos

(fey)(t) com (FoT)().
Entao, existe a derivada (f ov)’(0) € C que é identificada com o vetor

(F'oT)'(0) = T(1'(0)).
Facamos duas observacoes elementares.

o Temos det T+ 0. Caso contrério, Imagem(7") é nula ou uni-dimensional
e todos os vetores T(F’(O)) sao paralelos entre si e F' nao preserva

angulos?

o Os vetores e; +e5 € e] —ey 820 ortogonais e consequentemente os vetores

T(e1) +T(ez) e T(e1) —T(ez) sado ortogonais. Assim, encontramos

T(e1)] = |T'(e2)].
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Por definicao temos
Tey =(a,b) e Tes=(c,d)
e entao encontramos

(9.4.1) a’+b? = 2 +d%

Sejam 7 e 7, curvas regulares e satisfazendo

11(0) =72(0) = 2z, 71(0) =1 e ~5(0) = 1.

[Portanto, I} (0) = e; e I'y(0) = es]. O angulo formado pelo par ordenado de
nimeros complexos (1,7) é /2 (mod 27Z). Por hipétese, o angulo formado

pelo par ordenado de vetores
(T(17(0)), T(I5(0))) = (Ter, Tes)

é também 7/2 (mod 277Z). Assim, por defini¢ao temos

c+di _ il a+bi
lc+di] la+bi| ]

Por (9.4.1) encontramos
(para n3o esquecer —) c+di = €'z (a+bi) = i(a+bi) = —b+ai
o a -b _ g (70, Yo) Uy(l‘myo)
b a vz (%0, 90) vy (0, Y0)
Pela Proposi¢ao 5.11 segue que f é holomorfa e f’(zp) = a +ib # 0 [pois,
detT #0]#

Destaquemos que

detT = |f']*> 0.

Dizemos que T e f preservam orientacao.

Pela Defini¢ao 9.3, comentarios acima e Teorema 9.4, segue que uma fungao

holomorfa é uma aplicacao conforme se e somente se a sua derivada nao se anula.

As abordagens ao estudo de aplicagoes conformes sao um tanto variadas. Su-

giro ao leitor comparar as adotadas em alguns livros. E recomendavel a leitura

da (famosa) exposi¢ao em Ahlfors, Complex Analysis, 3rd. ed., pp. 73-74.
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9.2 - Automorfismos (analiticos) do disco aberto B(0;1)

Dois abertos conexos §2; e {2, sao ditos conformemente equivalentes se existe
@ : Q01 = €y holomorfa e bijetora. No capitulo 6 (teorema 6.18, a versao global do
teorema da fungao inversa) vimos que se tal ¢ é analitica entao ¢ é isomorfismo

analitico (com ¢! analitica) e ¢’ ndo se anula.

Se dois abertos {2; e (), sao conformemente equivalentes e ¢ : {2} - {25 é como

acima, entao a aplicagao
fr®(f)=Ffeop

é uma bijegao de H(€s) em H({;) que preserva somas e produtos. Isto é, &
é um isomorfismo de anéis. Desta forma, problemas sobre H({2;) podem ser
transferidos a H(€2;) e as solugoes transferidas de volta a H({2;). A situacdo mais
importante conduz ao Teorema da Aplicacao de Riemann, que reduz o estudo do
anel H(2), onde € é um aberto simplesmente conexo distinto do plano, ao estudo
do anel H(B (0; 1)) No caso de problemas especificos, é necessario conhecer o

isomorfismo ¢.
9.5 Lema. Seja a € B(0;1). Entao, a aplicagdo
zZ—-a
¢a(2) = 1—_,
-az
¢ um automorfismo (analitico) de B(0;1), com inversa ¢_,. Ainda, a aplica¢ao
bq € analitica em D(0;1) e ¢,(St) = St.

Prova.

A fungao ¢, é nao constante e analitica em B(0;|a|™') o D(0;1) [pois,
la|=t > 1]. Pelo teorema da aplicagao aberta, ¢,(B(0;1)) é aberto.

Se |z| =1, temos 2z =1 e

z—a

[6a(2)] =

z2(z-a)

Entao, pelo principio do médulo méximo segue ¢, : B(0;1) — B(0;1).
Analogamente, ¢_, : B(0;1) - B(0;1).
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Ainda, dado z em B(0;1) temos

ba0d-a(2) = %

zta _
_ _l+az
— z+a
1 a1+Ez
g — a2
z+a-a-laf?z

C1+az-az-|al?

=Z.

Da mesma forma, ¢_, o ¢, também é a identidade de B(0;1)#

9.6 Teorema. A funcio f ¢ A(B(0;1)) é um automorfismo (analitico) de

B(0;1) se e somente se existem 6 em R e um ponto a em B(0;1) tais que
z-a

. =e¢,(2), para todo z € B(0;1).

f(z)=€"

Prova. Esta prova usa, essencialmente, o Lema de Schwarz (6.16).

(<) Pelo Lema 9.5 a fungao z — e?¢,(z) é automorfismo (analitico) de B(0;1).

(=) Seja b = f(0). Entao, F' = ¢ o f ¢ automorfismo (analitico) de B(0;1) e
F(0) =0. Pelo lema de Schwarz,

|F'(2)| <|z|, para todo z em B(0;1).
Donde, F-! é automorfismo de B(0;1) e F~1(0) = 0. Pelo lema de Schwarz,
|F~1(2)| < |2], para todo z em B(0;1).

Obtemos entao |F'(z)| = |z|,para todo z € B(0;1), e concluimos que existe
uma constante 0 tal que F(z) = ez, para todo z € B(0;1). Assim,
e?z+b  ef(z+be )

1+beifz  1+be0z

f(z) =90 F(2) =

€ p_peio(2) W
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9.3 - Teorema da Aplicagcao de Riemann

E claro que todo aberto conformemente equivalente a bola B(0;1) é simples-
mente conexo. O reverso foi formulado por G. F. B. Riemann em 1851 e provado
em sua generalidade no inicio do século XX. A prova de Riemann, baseada em
teoria do potencial (fungdes harmonicas) continha uma falha crucial e em parte
corrigida por Hilbert (1905). Essencialmente, a ferramenta que faltava para uma
prova completa do teorema da aplicagao de Riemann era o Critério de Compaci-

dade de Montel, ou um substituto.

Segundo alguns, a primeira prova correta (e que ndo atraiu muita atengao) do
teorema da aplicacao de Riemann foi dada em 1900, por W. F. Osgood . Segundo
outros, em 1907 por K. Koebe. Poincaré, em 1908 também publicou uma prova de
tal teorema. Os métodos entao desenvolvidos por Koebe e Carathéodory (1912)
evoluiram para uma prova cristalina e elegante que, em seu formato final, se deve

a L. Fejér e F. Riesz (1922). Em esséncia, esta é a prova apresentada nesta notas.

Vide Gray, Jeremy (1994), On the history of the Riemann mapping theorem,
Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, Serie 11, Supplemento (34): 47-94.

Para estudarmos o teorema da aplicacao de Riemann, excluimos o caso 2 =C
pois, pelo Teorema de Liouville, toda funcao analitica

¢:C— B(0;1)

é constante.

Veremos o teorema da aplicacao de Riemann como um corolario do Teorema
9.8, a seguir. Esta versao (teorema 9.8) aparentemente mais forte do teorema de
Riemann sera util (no capitulo 12) para caracterizarmos abertos simplesmente

conexos.

O Teorema 9.8 isola a propriedade essencial a prova do teorema de Riemann:
a existéncia de raiz quadrada para fungoes f € A(2) que nao se anulam [vide

Teorema 8.8(b)]. Na prova do teorema 9.8, usamos a aplicagdo de Koebe.
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9.7 Lema (Koebe). Seja Q2 um aberto conexo tal que
0eQc B(0;1), com Q=+ B(0;1).

Suponhamos que existe uma \/f, analitica em ), para toda f € A(2) que nao se

anula em Q. Entao, existe uma aplicag¢ao k € A(2) com as sequintes propriedades.
(a) £(0)=0 e r(2) c B(0;1).
(b) k:Q— B(0;1) € injetora.
(c) |k(2)] > |z|, para todo z € Q2 \ {0}.

Prova.

B
N NI

Figura 9.4: A transformacao ¢, e o Lema de Koebe

¢ Preparagdo. [Vide Figura 9.4].
Sejam a € B(0;1)\Q e

¢a(z) =

zZ—a
—, onde z € ().
1-az

Pelo Teorema 9.6 temos ¢, : Q@ - B(0;1), com ¢, analitica, injetora e

¢a(2) # 0 para todo z em 2. Por hipdtese, existe
ge A(Q) tal que ¢* = ¢,.

E claro que g(€) c B(0;1). Ainda, a funcio ¢ é injetora [de fato, se g(z) =

g(w) entao temos ¢,(2) = g?(2) = g?(w) = ¢o(w) e em consequéncia z = w].

Definamos
b=9(0) © (=)= u(z) = T, para z e B(Oi1), e
—0Z
k=1og € A(Q).
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A seguir, completamos as provas das afirmagoes (a), (b) e (c).
(a) e (b). E trivial ver que
k(0) =0, k() c B(0;1) e que & é injetora,
pois g e 1) sao injetoras.
(c) Pelo teorema 6.18 da fungao inversa (global), as aplicagoes
9:Q2=g(Q) e ¥:g(Q) > P(g(2)) = ()
sao isomorfismos (analiticos) entre abertos e
k=g loyp™:k(Q) = Q ¢éisomorfismo (analitico).

Notemos que ¢! = ¢_,. A bijecao r(z) = go ¢_q(2), para z € ¢,(Q2) [logo,
¢_a(2) € Q], satisfaz

T(Z)Q = gz(gb_a(z)) =g 0 Qs—a(z) =z
e é uma raiz quadrada analitica. Donde encontramos
rH(w) = [7“(7“’1(w))]2 = w?.

Seguem as identidades

22 +a

“10.) = -1 _ 2y _ _
G () = (D00 )(E) =02 =
Desta forma, a funcao

kl=gltoy: K(Q) - Q
¢ a restricao de uma funcao analitica

K : B(0;1) - B(0;1)

que nao é uma rotagao [nao é da forma z — wz, com w € S1|.
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Temos

Y(b) = pp(b) =0 e g(0) =b.

Donde, K(0) = g7'(b) = 0. Entao, pelo Lema de Schwarz [e j4 que K nao é

uma rotagao| obtemos
|K(2)| < |z|, para todo z € B(0;1) \ {0}.

Logo, temos |k71(2)| <|z| se z € k(2) ~ {0}.

RZ

Figura 9.5: A paisagem analitica da aplicacao de Koebe [k] estd no cone branco
Entéao, para z = k(w) e w # 0,

jwl = 1K1 o k(w)] < |r(w)|4
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9.8 Teorema. Seja 2 aberto, conexo e ) + C. Suponha que para toda func¢ao
f e A(QQ), que nao se anula em 2, existe g € A(QQ) tal que g?> = f. Entao, existe

um isomorfismo (analitico) entre Q2 e B(0;1).

Prova. Dividamos a prova em trés partes.

¢ Existe um isomorfismo analitico hg : €2 — 0y, onde )y é aberto e conexo e
0 € Qo c B(0;1). Seja a € C~ Q. Por hipdtese, existe g € A(2) tal que
g*(z) = z — a, para todo z em . Claramente g é injetora. Se w € g(Q),
entao —w ¢ g(£2) [caso contrario, se g(z1) = w = —g(22) entao z;—a = g(21)? =
9(22)? = 29— a e obtemos 2; = 29 € w = —w; logo, w =0 e g se anula em Q7].
Sejam wg € g(2) e B(wp;r) c g(2), com r > 0. Entao, g(Q) nB(-wo;r) = &
[pois, se z € B(—wp;r) entdo —z € B(wp;)]. Isto mostra |g(z) +wp| > r, para
todo z em €. Logo, h=1/(g+wp) : Q - C é analitica, injetora e |h| < 1/r.
Pelo teorema da funcao inversa, h : Q — h(2) é isomorfismo (analitico).
Seja

ho(2) = €[h(2) - h(z)], onde zp€ Qe 0<e< g
A fungao hg : Q = Qg = ho(€2) é isomorfismo (analitico) e 0 € g ¢ B(0;1)
[pois ho(z0) =0 e |ho(2)| < €|h(2)]| + €lh(z0)| < 1/2+1/2 =1].

o Para toda fungdo f € A(£), que n3o se anula, existe uma funcdo v/f € A(£).
De fato, dada ¢ € A(Q2) tal que ¢? = f o hg, temos (¢ o hy')? = f.

o Seja F a familia das fungoes f € A(€)) satisfazendo

(i) f($0) ¢ B(0;1).
(i) f:9Qo— B(0;1) é injetora.

(ii) £(0) = 0.

Tal familia é nao vazia pois contém a fungao f(z) = z, onde z € {)y. Fixemos

um ponto arbitrario zg € {2y, com zo # 0. E trivial ver que

a=sup|f(z)| satisfaz 0<a<1.
feF
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As afirmagoes abaixo mostram que €2y ¢ isomorfo (analiticamente) a B(0;1).

(a) Existe F'e F tal que |F(2)| = a.
(b) F:Qy— B(0;1) é isomorfismo (analitico).

Prova de (a).

Seja (f,) uma sequéncia em F tal que |f,(z)| - «. Como temos
|fn(2)] < 1 para todo z € Q, pelo teorema de Montel existe uma sub-
sequéncia (f,,) convergindo uniformemente nos compactos de Qg a
uma funcdo F € A(Qy). E claro que F(0) =0 e |F(2)| = . Em parti-
cular, F' nao ¢é constante. Pelo Coroldrio 6.23 (Hurwitz) a fungao F' ¢
injetora. E claro que F (o) ¢ D(0;1) e entdo, como F () é aberto,
segue que F(€y) c B(0;1). Em suma,

FeF e |F(2)|=a.

Prova de (b).

Seja 2 = F'(Q) c B(0;1). Como F : Qy — € é isomorfismo (analitico),
basta provar que €2; = B(0;1). Suponhamos, por contradi¢ao, que
Q; # B(0;1). Entao, pela segunda parte da prova deste teorema e pelo
Lema 9.7 (Koebe) existe uma fungao x € A(£2) tal que (0) = 0, com
k: €y - B(0;1) injetora e |x(w)| > |w| em todo ponto w € Q; ~ {0}.

Donde segue
f=roFeF etambém |f(z)|>|F(20)| = af

9.9 Teorema da Aplicacao de Riemann. Seja Q2 um aberto simplesmente

conexo que ndo o plano. Entdo, Q) é conformemente equivalente a B(0;1).
Prova.

Pelo Teorema 8.8(b) toda funcao analitica em (2, que nao se anula, tem raiz
quadrada analitica. Entao, pelo Teorema 9.8 segue que €2 é isomorfo (ana-

liticamente) a B(0;1) e, portanto, conformemente equivalente a B(0;1)#
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9.4 - Esfera de Riemann

Para analisar uma funcdo f = f(z) no infinito é frutifero estudar z — f(1/z)
em uma vizinhanca de 0. Torna-se entao razoavel tratar “o infinito” como mais

um ponto. Vejamos algumas maneiras, equivalentes, de proceder.

Consideremos C com sua topologia usual e um elemento oo ¢ C.

O espacgo P!.

Consideremos o conjunto Cu{co}. Um subconjunto O de Cu{oo} é aberto se
(1) OnC é abertoem C e
(2) se 00 € O entao, para algum r >0, o conjunto {z € C: |z| > r} estd contido em O.
Assim, escolhemos como sistema fundamental de vizinhancas de oo 0s conjuntos
B(oo;r)={z€C:|z|>r}u{oco}, onde r > 0.
Notemos que os conjuntos
D(oo;r) = { €T |2| 2 7} U foo)

sdo vizinhangas compactas de oo [por favor, cheque)].

Com as notagoes
1 1

;:0 e 6:()07

segue que O é aberto em CuU {o0} se e somente se

[se0

é aberto em CuU {o0}.

Portanto, a funcao bijetora
1
Inv:Cu{oo} > Cu{oo}, onde Inv(z) = — para cada z € Cu {0},
z

é um homeomorfismo.
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Consideremos agora os seguintes abertos de Cu {oo},
01=C € 02=(C\{0})U{OO}

Notemos O;UuOy =Cu{oo} e O; N0y =C*=C~ {0}.

Consideremos as aplicacoes
¢1:01 > C, onde ¢1(2) = z para cada z € O, e

1
¢2: Oy = C, onde ¢9(2) = — para cada z € Os.
z

Entao, ¢ e ¢o sao homeomorfismos e a aplicagao
Pr1od3" 1 $2(01nO0s) > $1(01 N Os)

¢ a bijecao

1
z—>— de C* em C~.
z

O conjunto Cu{eo} com esta estrutura complexa [isto é, a topologia e as cartas

b1 € ¢o] é a reta projetiva complexa, denotada P*.

Uma fungao f: P! — C é holomorfa se as seguintes aplicagoes sao holomorfas:

fop':C>C e fop,':C—C.

A construgao de Riemann.

Consideremos a esfera unitdria de R3 centrada na origem

S2={p=(&n, Q) eR*: &+’ + (* =1},
com a métrica induzida por R3.

Claramente, a esfera S? é compacta, conexa por caminhos e conexa.

Na construcao de Riemann, o ponto oo de Cu{oo} é identificado com o “polo”
(0,0,1) [mas, poderia ser qualquer outro ponto e tal observagdo é importante].

Vide figura 9.6, a seguir.
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A topologia em Cu {o0} é a induzida pela projecdo estereogrifica
®:5%5{(0,0,1)} - C

definida por: ®(£,m,() é o tunico ponto z = z + iy em C tal que a reta em R3 e

pelos pontos (0,0,1) e (z,y,0) intersecta S% ~ {(0,0,1)} no ponto p = (&,7,().

Figura 9.6: Projecao estereografica

A projecao estereografica é bijetora e [por favor, cheque]

] 2 2 2-1
B(6.0.0) = = maviy e <1>1<z>:(1+”|’z|271+fz|2,:jl2+1)=<s,n,<).

Evidentemente, ® : S\ {(0,0,1)} - C é um homeomorfismo. Ainda,

|z]—>00

2 2 1_ 2 1 1,0)=(0,0,
(&, n, ) = ('51 fgz = (1_g)2 = 1ig EnI=O0D, o d1(2) 222 (0,0,1).

Através de @, identificamos C com S? \ {(0,0,1)} e definindo ®(0,0,1) = oo

identificamos o chamado plano complexo estendido C = Cu {co} com a esfera S2.

Os abertos de P! e C sao os mesmos. Portanto S2?, C e P! sao homeomorfos.
Tanto S? como P! e C sdao denominadas esferas de Riemann.

Mantenhamos as notagoes acima para S? e a projecao estereografica ®.
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9.10 Teorema. Seja I" um subconjunto nao vazio e nao unitdrio de S?. Entdo, T’
¢ uma circunferéncia [isto €, a intersecgao de S% com um plano 7 : a§+bn+cC = d,
onde a,b,c e d sao constantes reais e (a,b,c) € um vetor nio nulo] se e somente

se sua projecao estereogrdfica ®(I") no plano cartesiano €
e uma reta se (0,0,1) €' o uma circunferéncia (ndo degenerada) se (0,0,1) ¢ T.
Prova. As coordenadas (£,7,(), em S2, e (x,y) no plano R? satisfazem

( 2x 2y x2+y2—1):(§’n70.

T+a2+y2 1+a22+y2 1+ 22+ 92
[ é a circunferéncia citado se e s6 se as coordenadas (z,y) de ®(I") satisfazem

2ax+2by+c(x?+y*~1) = d(x*+y*+1) ou, ainda, (c—d)(z*+y?)+2ax+2by+(-c~d) = 0,

cujas possiveis solugoes sao (em tese): o vazio, um ponto, uma reta ou um circulo.

(0,0,1)

N
N

Figura 9.7: Tlustracao ao Teorema 9.10
(=) Devido as hipéteses, I' é uma circunferéncia nao degenerada em S2.
Se I" contém (0,0, 1), entdo ¢ =d e a projecao é uma reta.
Se I" nao contém (0,0, 1), entdo ¢ + d e a projegao é uma circunferéncia.
(<) Por hipdtese, a projecao de I' é uma reta ou uma circunferéncia (ndo dege-
nerada). As coordenadas de tal projecao satisfazem uma equagao do tipo
(c—d)(2? +y*) + 2ax +2by + (~c—d) =0, com (c—d)?+a’®+b* 0.
Donde segue que as coordenadas (£,7,() de I' satisfazem a& + bn + ¢ = d.

Por fim, temos a? + 0% + ¢ # 0. Caso contrario, segue a=b=c=0e d#0 e

entdo a equacdo para a projecdo é z2 +y2 + 1 =0, cuja solucdo é o vazios
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9.5 - Simplesmente Conexos e a Esfera de Riemann

Seja (X, d) um espago métrico. Dizemos que X é:
e localmente compacto se cada ponto de X tem uma vizinhanca compacta;

e localmente conexo se cada ponto de X tem um sistema fundamental de

vizinhangas abertas e conexas.

9.11 Lema. Seja (X,d) um espago métrico localmente compacto. Seja K uma
componente (conexa) compacta de X. Entdo, existe um sistema fundamental de

vizinhancas de K que sao abertas e fechadas em X.
Prova.
¢ O caso X compacto. Consideremos a familia
V={VcX: oconjunto V é aberto e fechado em X e, ainda, contém K }.
Temos V + @, pois X € V. Seja
L=V
Vey

Obviamente, K c L. Ainda, L é uma interseccao de fechados em X. Logo,

L é fechado em X. Como X é compacto, segue que L é compacto. Assim,
KcL e L écompactoem X.
Mostremos que V é um sistema fundamental de vizinhangas de L.
Seja O um aberto em X tal que L c O. Temos,
XNOcX~L.
Como X \ O é compacto [um fechado no compacto X] e valem as relagoes

XNOcX~L=[J(X\V),
Vey

segue que existem Vi,...,V, em V tais que XN O c (X \V))u-—u(X V).

Passando ao complementar, segue
VinenV,cO, com LcVin-nV, e Vin---nV, eV.

Isto mostra que V é um sistema fundamental de vizinhancas de L.
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Para encerrar tal caso, mostremos que L = K.

Basta vermos que L é conexo, ja que K é uma componente conexa e K c L.

Supondo por contradi¢ao que L nao é conexo, consideremos uma cisao
(9.11.1) L=AuB.

Isto é, A e B sao abertos e fechados em L, nao vazios e disjuntos. Em

particular, A e B sao fechados em X [pois L é fechado em X]. Temos
K=(AnK)u(BnK), com An K e Bn K abertos e fechados em K.

Como K é conexo, temos K ¢ A ou K ¢ B. Suponhamos K c A.

Como A e B sao fechados disjuntos no compacto K, entao A e B sao com-

pactos disjuntos. Logo, existem dois abertos disjuntos O 4 e Op satisfazendo
AcOy e BcOg.

Claramente, L c O4 v Opg. Ja vimos que existe V € V satisfazendo
LcVcO4,u0s5.

O conjunto VnO4 é aberto em X [pois V' e O4 sdo abertos em X|. Analo-
gamente, VNnO4 =V n (X \Op) é fechado em X. Claramente K c V nO4
[pois, K c LcV e K cAcOyl. Portanto, Vn O, €V. Segue entao que

LcVnOs4=Vn(X~Op).
Donde segue LnOp =@ e Ln B =@. Logo, devido a (9.11.1) temos B = @

O caso geral. Seja Xy uma vizinhanga compacta de K [cheque a existéncia].
Destaquemos que K é uma componente conexa de Xy [pois conexidade é
uma nog¢ao absoluta e assim, K é conexo em Xj; ainda mais, se C' é um

conexo de Xy tal que K c C entdo C é conexo de X e portanto C' = K.

Seja 01 um aberto arbitrario em X e tal que

KCOl.
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Entao, O n Xy é uma vizinhanca em X do conjunto K. Portanto, existe

um aberto Oy em X tal que
KCOQC01QXOCXQ.

Assim, Oy = Oy N X é aberto em Xj. Pelo caso compacto (j& provado),

existe um conjunto V', aberto e fechado na topologia de X, tal que
KcVc 02 c X().

Como X é fechado em X, segue que V é fechado em X. Ainda mais, ja

que V é aberto em Xy e V c Oy c Xy, segue que
V=VnO,
¢ aberto em O,. Desta forma temos
VcOyc X, comV aberto em Oy e O, aberto em X.

Logo, V' é aberto em X.

Portanto, V' é aberto e fechado em X e satisfaz K cV c O #

No Capitulo 12 veremos a equivaléncia das propriedades na proposicao abaixo.
9.12 Proposicgao. Seja 2 um aberto conexo no plano C. Quanto as afirmacoes
a sequir, temos que (a) implica (b) e (b) implica (c).

(a) Q € simplesmente conexo.
(b) S?2~\Q € conexo. [Com a identificagio S? = C|J{oo}/.
(¢) C~\Q nao tem componente (conexa) compacta.
Prova. As componentes aqui citadas sao todas conexas.
(a)= (b). Se Q2 =C, é ébvio que S?\ Q = {0} é conexo.
Suponhamos €2 # C. Pelo Teorema da aplicagao de Riemann existe
¢: B(0;1) - 2, um homeomorfismo.

Seja
K=0\9Q,

a fronteira de € como subconjunto aberto em S [(2 ¢é o fecho de §2 em S?].

Como S? é compacto e K ¢é um fechado de S?, temos que K é compacto.
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Consideremos os anéis A, = {zeC:1-1 < |z|< 1}

Figura 9.8: Anéis decrescentes: A; = B(0;1)~ {0} 2 Ay > A3 > -

e, para cada n, o conjunto

K, =¢(A,), o fecho de ¢(A,) em S

Como A, é conexo e S? é compacto, K, é conexo [vide Proposigao 2.47(e)]

e compacto. Ainda, K; o> Ky o> K32 ---. Seja

L= K.

n>1
o Afirmacao: L =K.
Basta provarmos que p € Q€ se e somente se p € ®(A,) para todo n.

- Seja p € @\ Q. Entdo, existe uma sequéncia (z,) ¢ B(0;1) tal
que lim¢(z,) = p. Como (z,) é limitada, entao existe uma sub-
sequéncia (z,, ) = () tal que lim ¢, = ¢ € D(0;1). Se ¢ € B(0;1),
entao ¢(¢) =lim ¢(¢;) =lim¢(z,,) = p e entdo p € Q7 Portanto,

|Cn| —-1e hm(é(gn) =p.

Seja O um aberto contendo p. Entéo, existe ng tal que ¢((,) € O,

para todo n > ng. Seja N arbitrario em N. Entao, existe j tal que
. 1
J2ng € ]_—N<|<j|<]..

Logo, (j € Ay e, ainda, ¢((;) € O. Portanto, p € ¢(An).
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- Seja p tal que p € ¢(A,), para todo n em N. Evidentemente,
p € Q. Ainda mais, toda bola aberta centrada em p intersecta

»(A,), para todo n. Portanto, existe uma sequéncia (z,) tal que
Zn € Ay, para todo n, e limo(z,) = p.

E trivial ver que |z,| — 1 [vide figura 9.§].

Mostremos, por contradigao, que p ¢ 2. Suponhamos que existe
z € B(0;1) tal que ¢(z) = p. Entao, ¢(z,) = ¢(z) e, como ¢ é
homeomorfismo, concluimos que (z,) converge a z € B(0;1) #

Mostramos entao que p €  \ 2, como desejavamos.

o K = L é conexo. Suponhamos que exista uma cisao K = Ay B para
o compacto K. Entao, A e B sao compactos disjuntos e nao vazios.

Sejam U e V abertos disjuntos em S? com Ac U e B c V. Visto que

[S2N(UuV)]nK =@, que S*\ (UuV) é compacto e que K = () K,,

concluimos que temos [S2\ (Uuw V)] c (S2NK) =U:S (52N K,) e
[S2N (UuwV)]n 6[(” = @, para algum m.

Logo, K,, cUuV. Porém, K,,nU > A, K,,nV 2B e K,, é conexof

o 52\ é conexo. Suponhamos existir uma cisdo
52 Q= T1 u TQ.

Como S22\ é compacto, T} e Ty sdo compactos disjuntos e ndo vazios.

Vejamos que toda componente C de S2 \ Q intersecta K = Q \ Q.

Notemos que
CnK=CnQ.

Suponhamos C N Q = @. Entdo, como S2 é localmente conexo, todo
ponto de C tem uma vizinhanca aberta conexa que nao intersecta Q e
portanto C é aberta em S2. Pela Proposicao 2.47(f), a componente C é
fechada no fechado S? \ Q. Logo, C é fechada em S?. Pela conexidade
de S? segue C = 524
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Assim, temos C n K # @ para toda componente C de S?\ €. Como T}
e Ty sao abertos e fechados em S? \ Q segue que T} e T sao uniodes de

componentes de S? \ 2. Donde segue
TinK+g e ThonK +@.

Logo,
K=(T1nK)u(TlynK)

é uma cisdo para K. Isto é, K é desconexof

(b)= (c). Suponhamos, por contradi¢ao, que C \ 2 tem uma componente com-

pacta C nao vazia. Seja O um aberto em C \ €2, e limitado, satisfazendo
CcOcC\Q

[por exemplo, O = B(0;7) n (C~ Q) com r grande o suficiente].

Como C € é fechado no localmente compacto C, entao C\ € é localmente
compacto. Pelo Lema (9.11), existe uma vizinhanga V' de C, em C\ Q, que

é aberta e fechada em C\Q e
CcVecOcCNO.

Logo, V' ¢ limitada. Como V ¢é fechada no fechado C \ ), segue que V ¢

fechada em C. Portanto, V é compacta.

Observemos que
CNQ=(5?\{oo})n(S*\ Q) é aberto em 5%\ Q.

Entao, como V é aberta em C\ € e este é aberto em S?\(, concluimos que

V' é aberta em S? \ Q. Ainda, por ser compacta, V' é fechada em S? \ .

Como V é aberta e fechada em S? \ €0, temos
V=goulV=5*\Q.

A primeira possibilidade é absurda pois V' contém C # @. A segunda também

¢ absurda, pois V c C ao passo que o ponto oo pertence a S2 \ Q&
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9.6 - Transformacgoes de Mobius

Entre as transformacoes mais elementares no plano complexo temos

e a translagdo T,(z) = z + b, por um b arbitrario em C,

e ainversio Inv(z) =1 e

e a multiplicagdo M,(z) = az, por um a arbitrario em C* = C \ {0}.
Escrevendo a = e com r >0 e § em R, a multiplicacao M, é a composicao

e da homotetia H,.(z) = rz com

e a rotacdo Ry(z) = ez,

Cada uma das func¢oes acima é um homeomorfismo de S? em S2. Temos

Ty(o0) = oo [ponto fixo], Inv(0) =00 e Inv(oo)=0.

Também temos,

H,(00) = Ry(00) = M,(00) = o0.

A seguir, definimos uma importante classe de transformacoes no plano que
engloba a inversao, translagoes, homotetias, rotagoes e multiplicagoes e apresenta
belas caracteristicas geométricas. Logo mais, veremos que toda transformacao

nesta classe é, de fato, uma composicao destas cinco transformacoes basicas.

Uma funcao ¢ é dita uma transformacao linear fraciondria se é da forma

b
o(z) = Zj:d, com a,b,cedem C.
Se temos
a b
=ad-bc+0,
c

entao ¢ é denominada uma transformagcao de Mobius.

35



9.13 Lema. Consideremos uma transformacao de Mobius

az+b

#(2) = cz+d

o Sec=0, entao ¢ : C - C € linear e um isomorfismo analitico. Ainda,

|z| = o0 se e somente se |p(z)| - oo.

o Sec#0, entdo ¢ : Cx{-2} > C\{2} € bijetora e um isomorfismo analitico.
A inversa ¢t € a transformacao de Mdobius
_ dw-b
pH(w) = ———.
—cw+a
Ainda mais,
§ a d §
|z] > 00 se e s6sep(z)>— e z->—— seesdsel|p(z) > 0.
c c

Prova.
o Sec=0, temos ad #0 e p(z) =az/d+0b/d. O restante é entao trivial.

o Se ¢ £ 0, escrevendo

az+b d
w = , para z # ——,
cz+d c
encontramos z(cw — a) = b - dw. Assim, obtemos
dw -0 a
z=———, para w # —.
-cw+a c
Logo, a transformagao
d
T EX0
c c
é bijetora e com inversa
_ dw -0
H(w) = ———.
—cw +a

Evidentemente ¢ e ¢! sdo analiticas e entdo isomorfismos (analiticos).

Ainda, ¢! é uma transformacao de Mobius [pois, da—(-b)(-c) = ad-bc # 0.

b
Se |z| > oo, entao p(z) = Zié -2,
z
Se p(2) =w — 2, entdo dw-b > 2 £ 0 e |2] = —||—dcl:uﬂ| > oo,

Analogamente, |w| - oo se e somente se p~!(w) - 4.

Isto é, |p(2)| —» oo se e somente se z - —<a&
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Devido ao Lema 9.13, dada uma transformacao de Mdobius

az+b

#(2) = cz+d

definimos
@(00) = 00, se ¢ =0,

gp(—g):oo e p(o0)=2  secz0.

Segue entao, pelo Lema 9.13, que ¢ define um auto-homeomorfismo sobre a

esfera de Riemann [isto é, um homeomorfismo de S? em S?|, ¢ escrevemos
0:5%> 5% ou p:C-C [onde C = Cu {oo}].

Destaquemos entao que o ponto co é um ponto fixo de ¢ se e somente se ¢ é uma

bijecao linear no plano, e que isto ocorre se e somente se ¢ = 0.

A transformacao de Mobius

©: 5% > S?

(3

no grupo linear das matrizes inversiveis 2 x 2, com coeficientes complexos,

associamos a matriz

GL(2;C).

Esta associacao nao é univoca pois temos

)xaz+)\b_az+b
Aez+ M cz+d

Notemos que a transformacao de Mobius ¢! : 5?2 — 52 associamos a matriz

()

O produto destas duas matrizes (em qualquer ordem) é a matriz (ad—bc)I, onde

()
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Seja M(C) o espago vetorial das matrizes 2 x 2, com coeficientes complexos,
sobre o corpo dos nimeros complexos. Analogamente, consideremos C? como um

espaco vetorial sobre C.

Consideremos duas matrizes 2 x 2 complexas e inversiveis:

b Iy
(9.7.1) A=" e A =" .
c d c d

Supondo que as matrizes A e A’ nos dao a mesma transformagao de Mobius,

mostremos que o conjunto
{A, A’} é linearmente dependente.
De fato, sob tal hipotese temos a identidade polinomial
(9.7.2) (az+b)(c'z+d") = (a’z+b") (cz+d), para todo z € C.
Substituindo z = 0, obtemos bd’'-b'd = 0. Donde segue, notando que (b,d) # (0,0),
/ d'

(b',d") = \(b,d), ou para \ = % ou para \ = =

Identificando os coeficientes dominantes em (9.7.2) segue que ac’ - a’c = 0. Note-

mos que (a,c) nao é nulo. Entao, analogamente ao caso anterior temos
(a',c") = p(a,c) para algum peC.

Identificando os coeficientes lineares em (9.7.2) encontramos ad’ + bc’ = a’d + b'c.

Substituindo a’, ¥, ¢’ e d' encontramos
ald + buc = pad + A\be.
Donde segue, A(ad - bc) = p(ad - bc) e entao X = p. Isto é,
A" = \A.

Tais observacoes sugerem que o conjunto das transformacoes de Mobius é um

grupo (com a operacao de composi¢ao) identificavel com um grupo quociente.
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Escrevemos
A’ = A se existe A em C* tal que A" = \A.

Evidentemente = é uma relacao de equivaléncia.
Ainda mais, se A’= A e B’ =B, entao A’B' = AB. Logo,

GL(2;C)/ =
é um grupo (quociente). Desta forma, existe uma “trivial” bijecdo do grupo
multiplicativo GL(2;C)/ = no conjunto das transformacoes de Mobius.

Mostremos que o conjunto das transformacoes de Mobius forma um grupo

(com a operagdo composicao).
A composigao das transformagoes p4 e @4/, associadas a A e A’ é:

aszb 1+ b _(aa’ +bc)z + (ab +bd")

PASPN = g T (ca’ +dc)z + (b +dd') paar

cz+d'

E claro que ¢;(z) = Id(z) = z, para todo z, e @40 @1 = ¢ = Id. Logo, o

conjunto das transformagdes de Mobius é um grupo identificavel a GL(2;C)/ =.

9.14 Proposigao. Seja ¢ uma transformagao de Mobius. Entao, ¢ € uma com-
posicao de translagoes, multiplicagoes e da inversao (ndao necessariamente todas).

Mais especificamente, existem «, 3 e~ em C tais que
p=az+B ou p=T,0M,o0lInvoTg.

Prova. Mantenhamos as notacoes até aqui adotadas.

¢ O caso c=0. Basta ver que p = 9z +

ulo

o O caso ¢ # 0. Segue de

b a gl) b_ad b_ad
a2+b_zz+z_c(z+c Te e 0, cTce,
cz+d  z+4 z+4 z+ 4

Vejamos algumas propriedades geométricas de uma transformacao de Mobius.
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9.15 Lema. Exceto a identidade, uma transformacao de Mobius o : S? - S? tem
um ou dois pontos fixos (nem mais, nem menos) na esfera.
Prova. Seja ¢(z) = (az+b)/(cz +d), distinta da identidade e com ad - bc # 0.
No Lema 9.13 vimos que oo é um ponto fixo de ¢ se e somente se ¢ = 0.
o Caso ¢ = 0. Entdo, ¢(o0) = co. Ainda mais, ¢(2) = (a/d)z + b/d se z € C.
Como ¢ nao é a identidade, temos a/d # 1 ou b/d # 0. Sendo assim, a

equacao o(z)

(a/d)z + (b/d) = z tem no maximo uma solu¢ao complexa.

o Caso ¢ # 0. Entao, ¢(o0) # co. Evidentemente, ¢(z) = (az+b)/(cz+d) =z

tem no minimo uma e no maximo duas solugoes complexas#

Pelo lema acima concluimos que se duas transformacoes de Mébius concidem

em trés pontos distintos entao elas sdo iguais [cheque].

9.16 Teorema. Em S?, sejam z, zo e z3 distintos e wy, wy e ws distintos.
Entao, existe uma unica transformacgao de Mdobius

w = @(z) satisfazendo w; = p(2;), para j =1,2,3.
Ainda, as varidveis w e z estao relacionadas pelas formulas abaixo.

e Férmula Fundamental. Se z; e w; sao numeros, para j =1,2,3, temos

(9.16.1) W-w W3~ Wy Z-2123- 2

w — W W3 — W1 Z —R9 23— X1

(e}

Se wy = 00 e todos 0s demais valores sao nimeros (“deletamos ws”),

w — Wy Z— 21 R3 — k2

Wg — W, 2—29723—21

o

Se zy = 00 e todos os demais valores sao nimeros (“deletamos zy”),

W — W1 W3 — W2 zZ— 21

W — Wy W3 — W1 23—21.

o Se zg =wy =00 e o0s demais valores sao numeros (“deletamos zs € wy”),

w — Wy zZ =z .
= [linear].
w3 — W1 Z3 — 21

o Sezy =00 ews =00 e o0s demais valores sao nimeros (“deletamos zy € w3”),

w — Wy Z— 21

wW—wy 23—21

Prova. Trivials
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9.17 Exemplos. Seqguem algumas transformacoes de Mobius.

e A transformacao que envia 1,i,—-1 em i,-1,1 (ordenadamente) é

w-—1 2 _z—l—l—i

w+1l—-41 z-7 =2

Isto €,

C(I+2i)z+1

w=p(z)= ST (-2) [ cheque].

e A transformagao que envia —1,—i,1 em =1,0,1 (ordenadamente) é

w+11—0_z+11+z’
w-01+1 2+i 2

Isto €,
z+1

w=(z)= [ cheque].

1z+1

A seguir, apresentamos uma terminologia apropriada ao estudo das trans-

formacoes de Mobius.

Devido ao Teorema 9.10, todas as circunferéncias e retas no plano complexo

correspondem a circunferéncias na esfera de Riemann S2.

As circunferéncias em S? e pelo polo (0,0, 1) sdo chamadas retas na esfera de

Riemann.

Devido a correspondéncia citada, as circunferéncias e retas no plano complexo

sao chamadas circunferéncias generalizadas ou, brevemente, circunferéncias.

Sabidamente trés pontos no plano e nao colineares determinam uma circun-
feréncia no plano complexo. Por outro lado e com esta nova terminologia, trés
pontos colineares no plano determinam uma circunferéncia na esfera de Riemann

52 e pelo “polo norte” (0,0,1).

Consequentemente, quaisquer trés pontos no plano (colineares ou nao) deter-

minam um circunferéncia (generalizada) no plano complexo.
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9.18 Teorema. Uma aplicacao de Mobius ¢, preserva o conjunto de retas e cir-
cunferéncias do plano (isto é, as circunferéncias generalizadas no plano). Equi-

valentemente, ¢ preserva as retas na esfera de Riemann S?.

Prova. Pela Proposicao 9.14, basta analisarmos a transformacao inversao.

Figura 9.9: Tlustracao para a transformacao inversao

Sejam
z:x+iyew:1:u+iv: T Y llzi]
z x2+y? a2+ P z z)?
Notemos que
u? +v?% = L
2 + 2

A equagao descrevendo uma reta ou uma circunferéncia ou um ponto ou o

conjunto @ no plano (z,y) é
a(z® +y?) +br+cy+d=0, com a®+b*+c*#0.
Com a mudanga de varidvel w = 1/z obtemos, dividindo por a2 + y2,
a+bu—cv+d(u®+v?) =0,
cujo conjunto solucao é uma reta ou circunferéncia ou um ponto ou @ em R2#

9.19 Corolario. Sejam Ly e Ly circunferéncias (generalizadas) no plano (esten-
dido). Entdo, existe uma transformacgao de Mdobius ¢ tal que p(Ly) = Lo. Ainda
mais, podemos especificar que @ mapeia quaisquer trés pontos distintos em Ly em

quaisquer trés pontos distintos em Lo. Com tal especificacao, ¢ € entdo unica.

Prova. Solicito ao leitors
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9.7 - As bijecoes conformes (analiticas) do semi-plano superior em B(0;1)

Sejam
H*={2eC:Im(2)>0} ¢ H-={Z:ze¢ H"}

os semi-planos superior e inferior (abertos conexos) e a esfera de Riemann

C = Cu {o0} homeomorfa a S2.

Procuremos uma ¢ : C — C (de Mdbius) satisfazendo o(H*) = B(0;1). Existe
uma que mapeia o “eixo” Ru{oo} no S* [vide Corolario 9.19].

Uma férmula para w = ¢(2) que mapeia os pontos 0, 1 e oo [determinam a
circunferéncia R u {o0}] nos pontos -1, —i e 1 [determinam a circunferéncia S|,

nesta ordem, é dada por
w+ll+: 2-0

w+i 2 z-1
Resolvendo para w obtemos

(9.20.1) o(2) = %

Vejamos que tal ¢ nos serve. O Coroldrio 9.19 mostra (R u {oco}) = S'. Logo,
p(H")wp(H™) = B(0;1)u{z:[z]>1}.

Como (i) =0, as conexidades de ¢(H*) e de B(0;1) garantem ¢(H*) = B(0;1).
Segue uma outra finalizagao (bastante 1til).

Argumento cinematico: observemos que a aplicacado ¢ é conforme [cheque] e
entao preserva orientacao [vide o comentéario a Definigdo 9.3 e o Teorema 9.4].
O semi-plano superior H* esta a esquerda da curva que descreve o movimento
sobre o eixo real no sentido dos pontos 0,1, co, nesta ordem. Logo, ¢(H™*) esta
a esquerda da curva que descreve o movimento sobre S! e no sentido dado pelos

pontos —1, —i e 1, nesta ordem [este é o sentido anti-horario].
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9.20 Teorema. As bijecoes conformes ip: H* - B(0;1) sdo da forma
P(z) = ewg, onde Im(a) > 0.
Z—-a
Prova. [A prova que segue nao utiliza o exemplo acima, mas se espelha nele.]

o Seja

Z-«
—, com « tal que Im(a) > 0.
a

w=f(2) =

Temos |x—a| = |xr—a| para todo real x e entao f = f, é bijetora do “eixo real”

z —

R U {0} na circunferéncia em S*. Como temos f(«) = 0, por conexidade
segue f(H*) = B(0;1) [cheque].

o Seja ¢ : H* — B(0;1) uma bijegdo conforme qualquer. Existe « tal que
Y(a) = 0. Entdo, ¢ o f~! é um automorfismo de B(0;1) e ¥(f~1(0)) = 0.
Pelo Teorema 9.6 temos (v o f~1)(w) = e?w, para algum 6 em R. Logo,

U(z) =€ f(2)#

Exercicio. Mostre a férmula no Teorema 9.20 (acima) diretamente.

9.8 - Automorfismos (analiticos) do semi-plano superior

9.21 Teorema. Os automorfismos de H* sao da forma

b
h(z) = ﬁ, onde a,b,c e d sao reais e ad —be > 0.
cz+d

Prova. As transformagoes de Mobius h (como acima) e h~! tem a mesma forma.

o Seja h com a forma enunciada. Temos que h é uma bijecao do “eixo real”
Ru{co} em Ru{oo} [j4 vimos que h(-d/c) = o0 e h(o0) = a/c, se ¢ # 0;

vimos que h(o0) = 00, se ¢ =0]. Ainda,

, ad — bc
Im[h(z)] = m > 0.

Isto é, h(i) pertence a H*. Entao, por conexidade, h(H*) c H*. Analoga-

mente, h-'(H*) c H*. Donde, h é um automorfismo de H*.
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o Seja h: HY - H* um automorfismo arbitrario e a particular bijecao con-
forme ¢ : H* - B(0;1), onde

o(z) = S [vide férmula 9.20.1],
Z+1
com inversa ' '
_ 1241
' (2) =

—z+1
Consideremos o automorfismo ¢ o ho@=': B(0;1) - B(0;1).

Pelo Teorema 9.6 existem 6 em R e « € B(0;1) tais que

-«

pohoypt=¢eY%,, onde ¢y(z)=—"r.
1-az

Seja M,io(2) = €z a multiplicagao por €. Entao temos
h=ptoM.iu odp,oqp.

Uma representacao matricial com coeficientes reais para h segue do computo

©=m"

abaixo. O simbolo “=” no computo indica matrizes equivalentes em G L(2; C).

Na segunda passagem multiplicamos uma das matrizes (é 6bvia qual) por

Efetuemos o célculo:
11 e? 0 1 -« 1 -
-1 1 0 1 -a 1 1 4
T l-a —i(a+1)
—-e 1 l-a i(a+1)
—e%  —e % l-a —i(a+1)
—ie? ie % l-a i(a+1)

_ ( (a-1)e? +(@-1)e 2 i(a+1)e? —i(@+1)e® )

i(a-D)e? —i(@-1)e?  ~(a+l)e? ~(@+1)es

As respectivas entradas a, b, c e d sao reais e temos

az+b
hz) =
(2) cz+d
e entao g
. ad — bc
0< Im[h(z)] = m
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9.9 - Outras Transformagoes Conformes

A funcao w = 2% = e21°82 com a > 0, é analitica em todo aberto simplesmente
conexo que nao contém a origem [Corolério 8.9]. Se escolhermos um ramo de log z
que é real sobre o eixo positivo entao w = z® como fun¢ao de (0, +o0) nele préprio
é sobrejetora. O ponto z = re? é mapeado em 7% e entao w = 2z mapeia o setor
angular © = {2z : 1 < Arg(z) < 03} no setor angular W = {af; < Arg(w) < aby}.
Caso ocorra all, — ay < 2w, entao w = z% é bijetora e conforme de © em W.

A aplicacao w = 22 é bijecao conforme do semi-plano superior e aberto H* no

complementar de [0,+00) x {0} [tal complementar é um plano fendido].

A aplicacao w = z'/2 é uma bijecao conforme do semi-plano & direita e aberto
{z:Re(2) >0} no setor angular {z:-§ < Argz < T}.
9.22 Exemplo. Uma transformagao conforme i definida no semi-circulo supe-
rior B*(0;1) ={z€eC:|z| <1 e Im(z) >0} no semi-plano superior H*.
Comecemos mapeando o semi-circulo B*(0;1) no primeiro quadrante aberto e
Q={zeC:Re(z) >0 eIm(z)>0}. Seja ¢ (de Mdbius) tal que

-1»0, 1=>7e1—o00.

Como ¢ preserva circulos/retas, ¢ mapeia a semi-circunferéncia unitaria superior
St
{z

circunferéncia superior S!. Logo, ¢ mapeia o eixo real no eixo real. Melhor

{z:]z] =1 e Im(2) > 0} no semi-eixo imaginario {iy : y > 0}. O segmento

z: -1 <z <1} forma, em z = -1, um angulo de 7/2 rad com a semi-

ainda, como -1+~ 0 e 1 = oo, entdo ¢ mapeia {z = x: -1 <z < 1} no semi-eixo
real {z =z :2 >0}. Ainda, ¢ preserva orientagao e entao (B*(0;1)) = Q. Logo,
v :B*(0;1) > @ é bijegdo conforme.
Portanto, ¢?: B(0;1)* — H* é bijetora. Quanto a férmula para w = ¢(z), temos
w-0 z+11-14

w-i z-il+1
Logo, w(2z—-2i) = (1-i)(w—-1i)(z+1). Donde segue ¢(2) =(z+1)/(z-1) e

w(z):(erl)zq.

z-1
A funcao w = €#, com z = x + 1y, mapeia a faixa horizontal {z: 6, <y <0y} em
G ) Y, p Yy

todo o setor {w: 6; < Arg(w) < 03}. Se 6, — 0, < 2w, 0 mapeamento é bijetivo.
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