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Capitulo 5

SERIES DE POTENCIAS

5.1 - Sequéncias de Funcoes

Neste capitulo X indica um subconjunto de K, com K=R ou K =C.
Seja (fn), com f, : X - K, uma sequéncia de fungdes e f: X - K. Dizemos
que ( f,) converge simplesmente a f se lim f,,(z) = f(z), para todo x € X. Dizemos

que (f,) converge uniformemente a f se, para todo € > 0, existe NV € N tal que

|fn(x) = f(x)] <€, quaisquer que sejam n> N e x € X.

Figura 5.1: Convergéncia uniforme sobre X c R.

Evidentemente, convergéncia uniforme implica convergéncia simples.



Consideremos o seguinte exemplo. Dado n € N, considere a funcao continua

", se 0<x <1,

fn(x> = {

1, sel<z<2

Temos
0,se0<z<],

f(x) =lim f,,(2) ={

1,sel<x<2

A sequéncia (f,,) é de fungoes continuas mas a funcao f nao é continua.

Segue um esbogo dos graficos das f,s e de f(x) =lim f,.

f f4

Figura 5.2: Ilustracao ao Exemplo acima.

Suponhamos que as sequéncias de fungoes (f,) e (g,) [definidas em X] con-

vergem uniformemente as funcgoes f e g, e A € K. Valem as propriedades abaixo.

o (fun+gn) e (Mfn) convergem uniformente a f + g e Af, respectivamente.

e Se [ e g sao limitadas entao (f,g,) converge uniformemente a fg.

5.1 Teorema. Seja (f,) uma sequéncia de fungoes, definidas em X, continuas

em xo e convergindo uniformemente a f: X — K. Entdo, f € continua em x.

Prova. Seja € > 0.

Existe N tal que |f,(z) - f(z)|<esen>N exeX. Como fy é continua,

existe 0 > 0 tal que se x € B(zg;) n X entdo |fy(z) - fn(xo)|<ee

[f (@) = f(xo)l <|f (2) = v (@) |+ | fn (@) = fv (o) [+ v (o) = f (20)| < e+ e+ e

8



Oswaldo Rio Branco de Oliveira

5.2 Teorema. Seja (f,) uma sequéncia de funcgoes continuas em [a,b] c R, a

valores reais e convergindo uniformemente a f:[a,b] — R. Entdo temos
b b
lim f fo(x)dx = [ f(x)dx.
Prova. Seja € > 0.

Pelo Teorema 5.1, a fungao f é continua e integravel. Por hipdtese, existe

N tal que, se n > N entao |f,(x) - f(z)| <€, Vz € [a,b]. Dado n > N temos
b b b b
U fa@)de= [ f@di| < [Tl - f)ide < [T ede=eo-aye

Vejamos que a hipotese “convergéncia uniforme” no Teorema 5.2 é necessaria.

5.3 Exemplo. Seja f,,:[0,1] > R a sequéncia de fungoes

n’x sexe [O, %] ,
fa(x) =4 2n-2n%z sexel[L, 1],
0 sexe[%,l].
fg
3
2
f3
1
f1
g 3 1

Figura 5.3: Ilustracao ao Exemplo 5.3

Vide figura acima. Temos lim f,,(z) = 0, para todo = € [0,1]. Computando

areas de triangulos é facil verificar que

1 1
/ fu(x)dr = 1 para todo n € N.
0



5.4 Critério de Cauchy para Sequéncias de Fungoes. A sequéncia de
funcoes f, : X — K converge uniformemente a alguma funcao f : X - K se

e so se para todo € >0 existe N em N tal que
|fn(x) = f(2)| < €, para quaisquer n,m >N e x € X.

Prova.

(=) Dado € > 0, por hipétese existe N € N tal que se n,m > N e x € X, temos

[ful2) = f(2)[ <€ e|fm(z) - f(z)| <€ Logo, |fu(x) = fm(@)] < €+€=2e
(<) Dado z € X, a sequéncia (fn(x)) ¢ de Cauchy e converge. Seja
f(z) =1lim f,(x).
Dado € >0, seja N tal que |f,(x) — fi(x)| <€, para todos n> N, m> N, e

z € X. Param — +oo, obtemos |f,(z) - f(z)| < e para todosn>N ez e X#

5.2 - Séries de Funcoes

Dada (f,) uma sequéncia de fun¢oes em X e a valores em K, o simbolo
+00
2, In
n=1
denota a série de fungdes cujas somas parciais sao as fungoes

Sp=f1++ fu

Esta série de fungoes converge, em seu dominio X, para uma funcao s: X - K

+00

se temos Y.'% fu(x) = s(x), para cada x em X.

A funcao
+ 00
S(.T) = Z fn(x)v
n=1
definida nos pontos em que tal série numérica converge, é a soma da série Y% fn.

A série de fungoes Y,% fn converge uniformemente & funcao s : X - K se a

sequéncia (s, ) de suas somas parciais converge uniformemente a s: X — K.
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5.5 Teorema. Seja s(x) =Y. fu(x), com x € [a,b], uma série uniformemente

convergente de fungoes reais e continuas. Entao, s:[a,b] > R € continua e

b too b
[ s(z)dz =) f fo(x)dz.
a n=1Ja
Prova. Trivial, pelos teoremas 5.1 e 5.24

5.6 Critério de Cauchy para Séries de Fungoes. A série de fungoes Y.0°7 fn,

definidas em X e a valores em K, converge uniformemente a fungdo

+00
s(x) = ) fal2)
n=1
se e somente se para todo € >0 existir N € N tal que
|fri1 (@) + -+ froap(z)| <€, quaisquer que sejamn>N,peN e x e X.
Prova.

Basta aplicar o critério de Cauchy 5.4 a sequéncia de fungoes s,, = f1+:-+ f,.

De fato, vale a identidade |fn+1(2) + -+ frip(@)] = |Snsp(x) — Sn(z)|#

5.7 Teorema (Teste M de Weierstrass). Sejam ¥, f,, uma série de fungaoes,

de X em K, e uma sequéncia numérica de majorantes (M,,) satisfazendo

+ 00
|fu(2)| < M, para todosneN exeX, com Y M, < .

n=1

Entao, a série ¥,,% fn converge uniformemente em X e a fun¢ao

s(z) = i:fm).

Prova. Seja x arbitrario em X.

Pelo critério de Cauchy para séries numéricas, dado € > 0 existe N € N tal
que My + -+ My, <€, se n >N epeN. A sequéncia s, = fi +--+ f,

satisfaz
15, () = S ()| = | frns1 (2) + -+ + fr(2)| < My + -+ M, <€, se n.>m > N.
Logo, (sn(x)) converge. Impondo n — +oo segue |s(x) — s,,(z)| < € para

todom>N#&
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5.3 - Derivada Complexa

A derivada complexa é o limite de quocientes de Newton, como no caso real.
Nestas notas, {2 é um aberto nao vazio de C e a funcao f : 2 - C é dada na

variavel complexa z. Por vezes, z indica um ponto em (2.

5.8 Definicao. Uma funcio f : Q — C ¢ derivavel (diferencidvel, C-derivavel,
C-diferencidvel, derivavel-complexa ou diferencidvel-complexa) em z € 2 se existe

i [C D = 1)
) JC)

h—0

Tal limite, se existir, é a derivada de f em z e é denotado por f'(z). Se a fungao

f € derivavel em todo ponto de §2, dizemos que f ¢é holomorfa.

Analogamente ao caso real a funcao f(z) = 22, para z € C, é derivdavel em todo
ponto e f/(z) = 2z. Entretanto a fungao g(z) = z, para z € C, ndo é derivavel
em nenhum z5. No ponto z = 0, os quocientes %, com h # 0, nao tendem a um
nimero se h — 0, o que é 6bvio escolhendo h=x+#0e h=14y, y+0. Se z+0 a

explicacao ¢ similar.
5.9 Proposicao. Seja f:Q - C derivdvel em z € Q. Entdao, f € continua em z.

Prova.

Segue de

tim[ () - ()] = i 22T oy - g - o

Sejam f,g : 0 - C derivaveis no ponto z. Similarmente ao caso real, as
fungoes f + g, fg, Af [com A € C] e f/g [com g(z) # 0] sdo derivdveis em z e

satisfazem

(f+9)'(2) = () +9'(2), (Af)'(2) = Af'(2),

(1)) =)+ 1) e (1) (- ORI
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5.10 Proposic¢ao (Regra da Cadeia). Sejam g: Q1 - Qy e f: Qs - C com
e )y abertos em C. Se g € derivavel no ponto z e f é derivdvel em g(z), entdo

fo g € derivdvel em z e

(fog)(2)=1r"(9(2))d'(2).

Prova.

Para w em Oy \ {z}, seja N(w) o quociente de Newton

w-z 0, caso contrério.

Flg(w)) - F(9(2)) _ { L TGN s 92 | e g(w) - g(2) 0,
Seja (w,) uma sequéncia em ; \ {2} e convergente a z.

¢ Suponhamos g(w,) = g(z) para todo n. Entao, temos N(w,) =0 para todo

n e, é trivial ver, ¢’(z) = 0. Logo, N(w,) = f'(9(2))g'(2).

¢ Suponhamos g(w,) # g(z) para todo n. Entao, pela continuidade de g segue
que N(wy) = f'(9(2))g'(2)#

Apesar que nao usaremos até o capitulo 6 o resultado abaixo, é reconfortante
demonstré-lo aqui . Identifiquemos C com R? e este com o espaco das matrizes-
colunas Mo, (R). A transposta de uma matriz A é a matriz A”. Dados dois

nimeros complexos a +tb e h + ik, com a, b, h e k nimeros reais, temos

(a+ib)(h+i/<;)z( Z _2 )( Z )

Seja z = x + 4y, com x e y em R, a varidavel complexa. Dada f : C - C,

escrevemos f em termos de suas partes real e imaginaria,

flz+iy) =u(x,y) +iv(x,y).

Consideremos a aplica¢ao F': R? - R? (chamado campo vetorial associado a f),
x u(x
F( ) : ( (2,9) ) |
y v(z,y)
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5.11 Teorema. A funcao f:C — C € complexa-derivdvel no ponto z = x + iy se

e somente se o campo associado F : R? = R? € real-diferenciavel no ponto (x,y)”

e satisfaz, neste ponto, as equacoes de Cauchy-Riemann

Uy = Vy € Uy = —y.

Prova.

Sejam w = h + ik em C~ {0} e ( =a+1ib em C, ambos arbitrérios. Temos

i LG+ w) = () - Cw

w—0 w

0 g FE ) = F() = G
b ]

Entao, com as identificagoes ja citadas, o teorema segue da identidade

() ()0
fGrw) - f2)-cw_ \y+k v )] \b aJ\k],
|w] ) Vh?+ k?

Interpretacdo para as equagdes de Cauchy-Riemann. Destaquemos a identidade

=0.

—-b+ai =i(a+bi). Desta forma, na matriz jacobiana de F', o vetor segunda coluna

é obtido girando por 90 graus, no sentido anti-horario, o vetor primeira coluna.
5.4 - Séries de Poténcias e Propriedades Operatoérias

Dada uma sequéncia (a,) c C e um ponto zq € C, a série de fungoes complexas
+00
Z a,(z - 29)", na variavel z € C,
n=0

é a série de poténcias com coeficientes (a,), centrada em z, ou em torno de 2.

Tal série de poténcias é convergente (divergente) no ponto w se a série numérica
+o00 _ n A .
Yoy an(w = 29)™ é convergente (divergente).

Com a translacao w = z — 2o passamos da série Y, a,(z — z9)™ para a série
+00
Z a,w".
n=0
Desta forma, simplificamos a exposi¢ao supondo a série centrada em zg = 0.

Dadas Y% a,2" e Y20 bp2™ convergentes no ponto z em C e A € C, temos

+00 +00 +00 +00 +00
Z 2" + Z b, 2" = Z(an +b,)2" e A Z 2" = Z Aa, 2"
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
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5.12 Teorema (Abel). Seja Y.'%) a,2" uma série de poténcias e

1
pP= T /—:
lim sup {/|ay|

com p =+oo se limsup {/|a,| =0 e p=0 se limsup {/|a,| = +oo.

(Férmula de Hadamard)

(a) Se|z| < p a série converge absolutamente.
(b) Se |z| > p a série diverge.

(c) A série converge absolutamente e uniformemente em D(0;r), se 0 <r < p.

Ainda mais, f(z) =Y, a2 é continua em B(0;p), se p>0.

Figura 5.4: O Disco (aberto) de Convergéncia.

Prova.
(a) e (b). Seguem do teste da raiz e de limsup {/|a,z"| = |z|limsup {/|ay|.

(¢) A primeira afirmagio segue de (a) e do Teste-M, pois |a,z"| < |a,|r™, se
2eD(0;7), e X |ay|r™ < oo.

A segunda afirmagao segue do Teorema 5.1 (o limite uniforme de fungoes

continuas é uma fungao continua)#

Seja (a,) em C*, com

lim 1921 _ p ¢ [0, 00].

Se z £ 0 entdo

lim = |z| L.

Pelo teste da razao, Y,%) a,z" converge se |z|L <1 e diverge se |z|L > 1.

Pelo teorema de Abel (e sua notagdo) segue

n . 1
lim% =limsup V/]a,| e p= I
Qn

15



Dada uma série de poténcias Y.'% a,2", o valor
pel0,+00] (dado na férmula de Hadamard)
é seu raio de convergéncia (da série de poténcias) e a bola aberta
B(0;p), se p>0,
é seu disco (aberto) de convergéncia. Se p =0, temos o disco degenerado {0}.

Se p >0 e z pertence a B(0; p), entao a série ., % a,2" converge absolutamente

e a sequéncia (a,2"),y é somdvel. E licito entao indicarmos Y% a,2™ por

Z anz".

Comentario (Unicidade dos coeficientes de uma série de poténcias com-

plexa). Supondor >0 e
> a,z" =0 para todo z € B(0;r),
entao temos a, =0 para todo n. De fato, substituindo z = 0 obtemos ag =0 e
z(ay + asz + azz® ++--) = 0 para todo z € B(0;7) \ {0}.
Logo, por continuidade segue
ay +azz +azz*-=0se |z|<rea; =0.

Entao, por induc¢ao concluimos que a,, = 0 para todo n.

Dessa forma, supondo Y a,z" = ¥ b,2", para todo z € B(0;r), onde r > 0,

obtemos as identidades a,, = b,, para todo n.

Com uma argumentacao analoga, é bastante trivial concluir que também vale

a unicidade dos coeficientes de uma séries de poténcias real.

A seguir, mostremos que toda série de poténcias é desenvolvivel como uma
série de poténcias em torno de cada ponto no disco de convergéncia. Destacamos

que tal fato nao é 6bvio.
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5.13 Propriedade da Translagdo. Seja f(z) = Y a,z", com raio de con-

vergéncia p > 0. Fizado zo € B(0;p), existe uma sequéncia (b,) em C tal que

f(2) =Y bu(z = 2)", para todo z € B(zo; p - |20]).

o

Figura 5.5: Propriedade da Translacao.

Prova. Seja z tal que |zo| + |z — 20| < p.
Como a série de poténcias dada converge absolutamente em B(0; p), segue
que sao iguais e finitos os valores das somas nao ordenadas

Slanl (20 +]z-2])" = T T |an|(Z)|Z0|n—p|z—zO|p.

n n 0<p<n

Pela associatividade para somas nao ordenadas seguem as identidades

%an(zo +z-2)" = %anz” = f(2)

A FE

n 0<p<

3 [ 3 an(Z)zo_p] (z—2)P

p>0 | n>p

5.14 Propriedade do Produto. Sejam ¥ a,z" e Y. b,z" convergentes em B(0;r),

comr>0. Entao temos

(Zanz")(anz”):chz", Vze B(0;r), com ¢, = Z a;by, Vn eN.

Jj+k=n

Prova. Seja z € B(0;r).

E facil ver que [particione N x N = (J,oy{n} x N e use a lei associatival

Y Janz"bm2"| = (; |an2”|) (Tzn: |bmzm|) < 00.

n,m

Assim, pela associatividade para somas nao ordenadas,

(3e) (g00)

Z( Y ajbk) Z"
n \j+k=n

Z anz"by, 2" =
n,m

17



5.15 Propriedade da Composigao. Sejam g(z) = Y a,2" e f(z) = ¥ b,2™,
ambas convergentes em B(0; R), com R > 0. Se f(0) € B(0;R), entdo existem

uma sequéncia complexa (c,,) e r >0 tais que

9(f(2)) = cmz™, para todo z € B(0;7).

Figura 5.6: Propriedade da composicao.

Prova.

Por hipétese, |bo| = |f(0)] < R.

Por continuidade existe 0 < r < R, tal que ¥ |b,||2|™ < R se |z| < r. Dado
um tal ponto z, a série

3 0 (bl 1)’

converge absolutamente.

Segue entao que [vide propriedade para o produto (5.14) ]

00> Ylanl( Dloall21™) = lanl 3 byl bl

neN mieN,...,mneN

A associatividade para somas nao ordenadas garante

Sa(Zhen)” = o)
Za” Z bmlzml ce bmnzm" =

n mi,...,Mn

18
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5.16 Propriedade do Inverso Algébrico. Seja
f(2) =) anz", onde z e B(0;r) er>0, e tal que ag # 0.

Entao, existem § >0 e uma sequéncia compleza (b,) para os quais vale a expansao

1
f(z)

= anz" para todo z € B(0;0).

Prova.

Podemos supor ag = 1 [cheque]. Entao, as fungoes

1-f(2) =2 (-a.)2" e g(z)= ="

n>1

estao definidas em torno de z =0 e temos 1 — f(0) = 0. Pela propriedade de

composigao (5.15), existe um raio 6 > 0 tal que

1 1
9= T o1 T 7

¢ dada por uma série de poténcias centrada na origem e convergente na bola
aberta B(0;0)#

5.17 Teorema (Derivagao). As séries de poténcias

f(Z) = Zanzn e g(z) - Znanzn—l _ Z nanz”‘l

n>1

tem mesmo raio de convergéncia p. Se p >0, temos
f'(2) = g(2), para todo z € B(0;p).
Prova.

o Temos ¥/n — 1 e limsup {/|na,| = limsup {/|a,|.- Logo, ¥ na,z" e ¥ a,z"
tem mesmo raio de convergéncia. Ainda, Y na,z" converge se e sb se

Yo na, 2™t converge. Logo, os raios de convergéncia das trés coincidem.
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¢ Suponhamos p > 0. Fixemos R > 0 e z tais que |z| < R < p. Seja h € C tal
que 0 <|h|<r=R-|z|

Figura 5.7: Ilustragao ao teorema da Derivacao, com R < p.

Para n > 2 obtemos

n_.n n
—(“hi =l B Y (")z”‘php‘2
p=2

n
- nz”‘l‘ < L%' p% (;) |z|nPrp < L%'R”.
Notemos que |z + h| < R < p. Por fim,

‘Zan(z+h)”—z"

n— |h| n h=0
Y - > na,z"| < 7’_22|&n|R —> 0Os

5.18 Coroldrio. Seja f(z) =Y a 2™ com raio de convergéncia p>0. Entao, f €
ifinitamente derivdvel no seu disco de convergéncia e

fe =y 0 (2!(0) "

Prova.

Pelo teorema da derivagao, f é infinitamente derivavel e

|
O =Y nm-1).. . (n-k+Daz"F =Y ———q, 2"
nzk ik (n—k)!
Substituindo z = 0 encontramos f*)(0) = k!a;,. Logo,
_f®(0)
arp = TQ

20
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E claro que o corolario (5.18) acima fornece uma segunda prova da Unici-
dade dos coeficientes de uma série de poténcias. Veja também o comentario que

acompanha o Teorema de Abel (5.12)].

Consideremos uma série de poténcias com disco de convergéncia B(0; p), com
p > 0, e um ponto a neste disco. Pela propriedade da translacdo (5.13) e o

coroldrio 5.18 obtemos a série de Taylor de f em torno de a [ou centrada em al:

f(2) = Zf (a)(z a)", para todo z € B(a;p—|a|).

Figura 5.8: ITlustracao para a série de Taylor.

A seguir, abordaremos a série binomial complexa para expoente

1
—, onde pe{1,2,3,...}.
p

Inicialmente, generalizemos o usual conceito de coeficiente binomial definido
para dois niimeros naturais n e m, com m > n,
m m! ~m(m~-1)-(m-n+1)
(n) n!(m-n)! n!
Dados a €e R\ N e n € N, definimos
(a) _ ala-1)(a-n+ 1)7 comm (g) .

n n!

,onde(qg)zle()!:l.

Para um tal a temos a convergéncia absoluta da série de poténcias complexa

= i -1)... (- 1
Z(a)znzza(& ). (azn+ )z”, onde |z| < 1.

n=0 \T n=0 TL'

Pois, pelo teste da razao,
ala-1)(a-n)zr*! n!
(n+1)! ala=1)(a-n+1)z"

n—+00

|z] e |2| < 1.

‘(a—n)z

n+1
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5.19 Teorema Binomial.

(A) Dado o« em RN, temos
(1+z)*=)" (z)x", para todo x € (-1,1).
(B) Dado p em {1,2,...,}, a série de poténcias
B =3 (")
satisfaz B(z)P =1+ z, para todo z € B(0;1), e B(0) =1.
Prova.
(A) Seja
flz)=>" (z)x", onde z € (-1,1).

Pelo Teorema 5.17 (derivagao),

(1+z)f'(z) =) n((;;)x”_l + 2 ln(z)x”

n>1

Donde segue

A~ a1 vay @) « (o)) =0 ¢

o
(1+a)"f(2) = £(0) = () -
(B) Seja b, = (%p), onden =0,1,2,.... Pela propriedade para o produto (5.13),
temos
> bnz”)p =Y ¢,2", para todo |z] < 1,

com a sequéncia (c,) em R. Pela primeira parte segue
chx” =1+ z para todo x € (-1,1).

Pela unicidade dos coeficientes (para série de poténcias tem coeficientes

reais - vide comentarios ao Teorema 5.12 de Abel) temos

co=c1=1ec,=0 se n>24
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5.20 Teorema (Inversao). Seja f(z) = a12—-3,% a,z", com ay # 0, convergente
em alguma vizinhanga da origem. Entdo, existe uma série de poténcias g(z) =

Y2 bu2™ tal que para todo z em alguma vizinhanga da origem temos
fl9(2)) ==z e g(f(2)) ==
Prova. Enfatizemos que a; # 0. Dividamos a prova em duas partes.

o Procuremos ¢(z) = 3.;%] b,2", com raio de convergéncia nao nulo, tal que

f(g(2)) = z (i.e., g 6 uma inversa a direita de f). Caso tal série exista, temos
a19(2) — azg(2)* —azg(2)® = =2=2+022+02% + .-

Donde, pela propriedade 5.15 (composicao) e a unicidade dos coeficientes,
arby =1,a1by - ng% =0, ai1b3 —2asb1by — agb:{’ =0,...

cya1b, — Py(ag, ... ap, by, ... byq) =0,

com P, um polinémio com coeficientes em N (logo, positivos). Devido a

tais equagoes (onde ay # 0), os coeficientes by, by, bs . .. estdo determinados!

Resta provarmos que o raio de convergéncia de g(2) = ¥.7°] b, 2" é nao nulo.

Podemos assumir a; = 1 [por favor, cheque]. Entao, b; = 1. Sejam
+00
ai=1e¢ ['(z)=2-Yai"  [logo, f*(0)=0]
n=2
uma série de poténcias “majorante” (a escolher) com |a,| < a? para todo n.
Sejam
a=1ce @p(z)=2+) 2" [logo, ¢(0)=0]
a série de poténcias que formalmente é a inversa a direita de f*(z). Temos
Cn—Po(as,...;a%, c1,...,¢1) =0

onde P, ¢ o polinomio ja descrito. Por inducgao segue ¢, > 0 para todo n.
Também temos |b;| =1 <1 =|e¢y| e entdo, por indugao em n,
* *
bn] = |Pa(ag, ... an, b1, ... by 1)| < Po(as, ... a5, ¢1y . Coo1) = Cp.

A seguir, escolhemos f* (convergente, trivial e com inversa ¢ convergente).
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e Existe m >0 com |a,| < m", para todo n (pois, limsup {/|a,| < ).

Escolhendo a’ = m", definimos a série convergente (numa vizinhanca de 0)

m2z2

F) =2 Smen =z
Z)=z-y m'z"=z
n=2

1-mz’

Por defini¢do, a série de poténcias ¢(z) é tal que f*(p(z)) = z. Logo,

m2 z 2
p(z) - 17nf((p()z) =<
(§]
1
o(2) = 1+mz_[1+"21(2,f2_+%12+2m)z]2 , com (0) = 0.

O teorema binomial e a propriedade de composigao expressam ¢(z) como

uma série de poténcias com raio de convergéncia nao nulo. Donde,
+o00o
—_ n
g9(z) = Z b,z
n=1
tem raio de convergencia nao nulo.

Por construgao, temos f(g(z)) = z em uma vizinhanga da origem.

Da mesma forma, existe uma série de poténcias h(z) [uma inversa a direita

de g] satisfazendo g(h(z)) = z em uma vizinhanga de 0. Logo,

9(f(2)) = g{fTg(h(=))]}

= 9[(f 2 9)(h(2))]
= g(h(2))

=z
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5.5 - Apéndice - A Férmula de Taylor com Resto Integral.

Seja ¢ : [0,1] = R, com (1) integravel. Integrando por partes temos

p(1)=9(0) = Jy Ly (t)dt
=t (D) - fy e (1)t
= '(0) + (1) = ¢'(0) ~ fy te"(t)dt
= '(0) + [y ¢"(t)dt ~ [y to"(t)dt

= 0'(0) + fol(l )" (t)dt (substitua u/ =1-tev=¢p")

1
=¢/(0) = G )]+ fy e

— 90,(0) " 4,0”2(0) " 01 (1—2t)2 go"(t)dt (pOIIlOS u = (1—27f)2 ev= g0///)

(2) _+)3 1 1 _\3
:90(1)(0)+ . 2(0) B (16t) 90(3)(t)|0 * fo (16t) @(4)(t)dt=

@) 3 1 (1-1)3
= oM (0) + %02_!(0) " ‘PS_!(O) + / (1315) o™ (t)dt =

@) ) (n) (n+1)
zw(l)(g)JrsOQ_!(O)J,@?)_!(O) 4 o 4 <P_'(0) + folw - (t)(l_t)ndt‘

n

A seguir, provemos a Férmula de Taylor. Vale a pena observar que tal formula
generaliza o Teorema do Valor Médio (TVM).
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5.21 Teorema (Férmula de Taylor com Resto Integral). Consideremos

uma fungdo f:[a,b] > R com derivada f(*V) integrdvel. Dado x € [a,b], temos

) (q x f(n+l)
f(x):f(a)+f(1)(a)(:c—a)+--~+f ( )(:L’—a)”+[a fT!(t)(x—t)"dt.

n!
Prova.

Seja ¢(t) = f(a +t(x - a)), com t € [0, 1]. Entao,

©(0) = f(a) e ©(1) = f(2),
/(1) = f'(a+t(z-a))(z-a),

eM(t) = f®)(a+t(z-a))(z-a)¥, para0<k<n+1,

e (0) = f® (a)(x —a), para 0<k<n+1.

Também temos

ff%u_tm = folf(m)(a”(x_a))(x_a)m(l—t)"dt =

n!

[efetuando a troca de varidvel: y =a +t(xr —a), com % =(r-a)et= ﬁ]

) Lm f(n+1)(y)n(!x_a)n+1 (1 B E)n ﬂ

r—a r—a
z f(n+l)
B [a ! n! = (w=y)'dy+
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5.6 - Apéndice - A Série Binomial Real via Formula de Taylor

5.22 Teorema Binomial. Seja o € R\ N. Entao temos,

+o00

(1+z)*=> (Oé)x”, para todo x € (-1,1).
n

n=0
Prova.

A fungao f(z) = (1 +x)* satisfaz
f™(z)=ala-1)... [a-(k-1)](1+z)*™", paratodon>1.

Temos f(™M(0) =a(a-1)...[a=(n-1)], paran>1, e f(O(0) =1. Donde segue

(°)- 120

n n!

A férmula de Taylor com resto integral fornece

N o z £(N+1)
(1+x)* = Z_(:)(n)x"+RN(:E), com Ry(z) = [) fT!(t)(x—t)th exe(-1,1).

Fixemos = € (-1,1). Provemos que Ry(z) = 0 se N - +oo0.

Notemos que

f‘N;!)(t) _ a(a_%(a_m (1+8) VL= () (1 + )N,

Ry(x) = () Ji (L + )Nz —t)N dt.

w_ﬂf)N|

Analisemos o valor absoluto do integrando ‘(1 +t)ot (1 —

Dado t entre 0 e z, com z positivo ou nao, 1+t estd entre 1 e 1+z > 0. Logo,
0<(1+8)*" <C=C(z) =max(1,(1+2)*").

No caso >0 temos t >0 e entdo 0 < &=t < L <. Se x <0, temos —z = |z] e
1+t 1+t )

.

0< t—-x < tlx| + |x] _
1+1¢ 1+1¢
Resumindo, obtemos

ooy

< Olz|V, para todo t entre 0 e z.
1+t¢

-1
o (aN )’ |JJ|N+1.

A série 3720 (O‘;l)x" converge, e seu termo geral tende a 0. Logo, lim Ry (x) = 0#

Donde segue

|[Bn(2)| <C
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