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Capitulo 13

CONTINUACAO ANALITICA
E MONODROMIA

13.1 - Introducao

Neste capitulo, todas as curvas sao continuas.

Com frequéncia, fung¢oes holomorfas em uma regido (i.e., um conjunto aberto
e conexo) admitem extensoes holomorfas a uma regiao maior. Pelo Principio de
Identidade (6.5) a extensao, se existir, é inica. O processo de extensao é chamado
continuagdo analitica e permite trocar fungdes multi-valuadas (e.g., raiz quadrada,
argumento/logaritmo, etc.) por fungoes. Vimos um pouco desta técnica nos

capitulos 7 e 8 [vide Teorema 7.11 e Teorema de Cauchy homotépico 8.6].

Sejam U e V abertos conexos, com U NV #@. Seja f: U — C analitica.

Figura 13.1: Continuagao analitica direta

Desejamos saber se existe g : V' — C analitica e satisfazendo f = g na inter-
seccao U NV ou, pelo menos, f = g em um subconjunto nao discreto de U nV.
Se existir, g é unica. Neste caso, g é uma continuacdo analitica direta de f e o par

(g,V) é dito uma continuagdo analitica direta do par (f,U).
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O adjetivo “direta” é ttil para haver uma distin¢cao com o conceito de conti-
nuacdo analitica ao longo de uma curva. Se nao ha risco de confusao, é frequente
a omissao do termo “direta”.

Se houver uma continuacao analitica direta, como citada, entao existe uma

Unica fun¢ao h analitica na reuniao U u V' satisfazendo
h=femUeh=gemV.

No caso do Principio da Reflexao de Schwarz (vide se¢ao 10.6), os abertos sao

disjuntos entretanto tem parte de suas fronteiras em comum.

13.2 - Continuagao Analitica ao longo de uma Curva

Neste segao as curvas sao continuas (nao necessariamente derivaveis).
Sejam Bj:s bolas abertas (ao invés, podemos escolher abertos convexos).
Seja fo analitica em By. Uma continua¢do analitica de (fo, By) ao longo de

uma sequéncia (By, ..., B,) é uma sequéncia de pares

(vaBO)> cee (fnaBn)a

com ( fj+1, Bj+1) uma continuagao analitica direta de (f;, B;), para j =0,...,n-1.

A funcao f, (se existir) é unicamente determinada pelo par (fy, By) e pela

sequéncia (By, ..., B,). De fato, se

(90, Bo) = (fo, Bo), (91, B1), - - -, (gn, Bn)

é também continuagao analitica de (fo, By), entao na intersecgao Byn By [a qual
é nao vazia| temos g1 = go = fo = f1. Como Bj é conexo, segue ¢; = f1 em By. Isto
é, g1 = f1. Por indugao, obtemos g, = f,.

Dizemos que o par (f,, B,) é

a continuag3o analitica de (fy, By) ao longo de (By, ..., B,).
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Atenc3o. Contra-exemplo. Se o par (f,, B,) é a continuagao analitica do par
(fo, Bo) ao longo da sequéncia (By, ..., B,) e se B,n By + @, nao podemos garan-
tir que tal continuagao analitica é direta. Desta forma, a continuacao analitica
direta (que claramente satisfaz as propriedades reflexiva e simétrica) pode nao

ser transitiva. Exemplifiquemos com a “funcao \/z”.

Verificagao. Consideremos trés bolas abertas [todas de raio 1]
By=B(1;1), By=B(w;1) e By=B(w*1),

onde w é uma raiz primitiva de w3 = 1.

By

w2

By

Figura 13.2: Contra-exemplo a transitividade da continuagao analitica direta

Escolhamos
fj € H(Bj) satisfazendo ff(z) =z, para cada j=0,1,2,
e tais que o par (f1, B1) é uma continuacao analitica direta do par (fy, By), com
fo(z) =z e(0,1)se 0<z <1,

ao passo que o par (f2, Bz) é uma continuacao analitica direta do par (fi, By).

No aberto conexo e nao vazio By n By temos
2 _ g2
Iy =1

e entao

(fa=fo)(fa+ fo) =0
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o que implica
f2:f0 em BQﬂBO ou f2=—f0 em BQﬂBQ.

o No primeiro caso [ito é, no caso fy = fo em By N By, deduzimos que existe

uma funcao f analitica satisfazendo
f?(2) = z para todo z em Q = Byu B, U By.

Porém, dado —z € (-1,0) nao existe z em 2 tal que f(z) = —z; caso contrério
temos

z=f(z)=2%€(0,1) eentio —z = f(2) = f(z?) =27
Sendo assim, a imagem de f [isto é, f(£2)] é disjunta de (—o0,0].
Portanto, esta bem definida a funcao
Log(f(z)), para todo z € Q  [onde Log é o logaritmo principal].
Segue entao a continuidade de

Log(f(2)) =In|f(2)| +iArg(f(z)), onde z € Q.

Encontramos entao
f(2) =|f(z)|e el =)

e, elevando ao quadrado,
2z = |2]e?28/(2) para todo z € Q.

Desta forma, a funcdo 2Arg(f(z)) é um argumento continuo em Q7 [Tal

fato contradiz o Teorema 7.9.]
Concluimos entao que temos
Ja=—-fo em Byn B.

Assim, “apds uma volta em torno da origem” obtivemos um determinacao dife-
rente da determinacao inicial.
Observemos que

BoﬂBlﬂBQZQ#

18



Oswaldo Rio Branco de Oliveira

Exercicio. Suponha Byn By n By # @. Mostre que se o par (fj.1,Bjx1) €
continuagao analitica direta do par (f;, B;), para j =0 e j = 1, entao (fa, By) é
continuagao analitica direta de ( fo, Bo).

A seguir, nesta segao, fixemos uma curva v : [0,1] - C continua, com inicio
7(0) = « e final y(1) = 8. Ainda, consideremos uma particao

P O=t0<t1<t2<"'<tn+1:1.
Seja B;j uma bola aberta contendo y(t;), com 0 < j <n. Dizemos que a sequéncia
(B(J> Bla ceey Bn)

é conexa pela curva vy ao longo da particdo P se a imagem y([¢;,t;+1]) estd contida
em Bj, para j=0,...,n. Claramente, y(¢;,1) pertence a B; N Bj,.

Seja fo analitica em By. Uma continuagao analitica de (fy, By) ao longo de uma

sequéncia conexa (By, ..., B,) [por v e ao longo de P] é uma sequéncia de pares

(anBO)7‘ "7(f’rl7Bn)

tal que (fj+1,Bj+1) é uma continuagao analitica direta de (f;, B;).

Figura 13.3: Continuagao analitica (ao longo de uma curva fechada)

A seguir mostramos que f,,, em uma vizinhanca de (1), independe da partigao
e da sequéncia conexa. Dizemos, brevemente, que o par final (f,, B,) é a conti-

nuagdo analitica de (fo, By) ao longo de . Indicamos o par final por f,.
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13.1 Teorema. Mantenhamos as notagoes acima [logo, v fizada]. Seja

(gO) 00)7 ceey (gm7 Cm)

uma continuagao analitica de (go, Cy) ao longo de uma sequéncia coneza (Co, .. .,Cy,)
com respeito a uma parti¢io Q. Se fo = go numa vizinhanga do ponto inicial v(0),

entao temos f, = gm em uma vizinhanga do ponto final y(1).

Prova.

o O caso Q =P. Temos fy = go em uma vizinhanga de v(0) e BynCj é conexo.

Donde segue gg = fo no aberto By n Cy, o qual também contém (7).

Por hipdtese, temos f; = fo em B1n By e g1 = go em C; nCy. Donde segue
g1 = f1 na vizinhanca aberta C; n B; nCyn By do ponto (). Por inducao

concluimos ¢, = f, em um aberto contendo y(t,1) =v(1).

o O caso @ # P. Vejamos o efeito de inserir um ponto t* a particao P.

Digamos que t* € (ty, tx41), para algum k. Consideremos a sequéncia conexa
(B07 R Bk—la Bk’v Bka Bk+la SR Bn)a
com By, repetido duas vezes. Entao, y([tg,t*]) ¢ B e y([t*,trs1]) € Br e

(fo,Bo), -, (fi=1, Br-1), (fx: Br), (fi, B): (fre1, Bs1), - - -5 (fns Bn)

é continuagao analitica de ( fy, By) ao longo de (B, ..., By_1 Bk, Bi, Brs1, - - -, Bn).

Assim, com a particdo £ = P u Q [refina P e Q] obtemos uma sequéncia
conexa (By, By,..., B}, B,,) tal que

(fO;BO)a (fl*va)7 SRR (fl*7Bl*)7 (men)

é uma continuagao analitica de (fy, Bp). Com a mesma particao £, temos

uma continuacao analitica

(90700)7 (gfvof% ) (gl*vcl*% (gmac’m)

de (go,Cp). Pelo primeiro caso segue f, = g, numa vizinhanca de v(1)#
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13.3 - Monodromia

O termo monodromia vem de monos (iinico)+dromos (corrida) ou “uma volta”.
Monodromia é o estudo de funcoes que falham em ser mono-valentes quando de-

finidas em uma curva que da uma volta em torno de uma singularidade.

Fixemos notacoes. Sejam €2 um aberto conexo e o e 8 dois pontos em ¢
[notemos que tais pontos estdo fixos, sao arbitrdrios em {2 e podem coincidir|.

Consideremos vy e y; duas curvas continuas em €2, ambas com inicio « e final S.

Isto é,

70(0) =71(0) = e (1) =n(1) = 5.
Seja
(13.3.1) v:[0,1] x[0,1] = Q, com ~(s,t)=(t),

uma homotopia entre vy e 71, com as extremidades inicial « e final § fixas.

B

Y0

4!

0%

Figura 13.4: Homotopia entre curvas com mesmas extremidades (distintas)

Consideremos uma funcao f analitica numa vizinhanca de a.
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No que segue, mantemos as notagoes ja introduzidas nesta secao.
O lema abaixo é central na prova do Teorema da Monodromia e torna a prova

de tal teorema particularmente simples.

13.2 Lema. Para s e s’ (ambos no intervalo [0,1]) suficientemente prdzimos,
as continuagoes analiticas da funcao f (se existirem) ao longo das curvas s e 7y

coincidem em alguma vizinhanga do ponto final 3.

Prova.

Pelo teorema 13.1 a continuacao analitica de f, ao longo de uma curva, inde-

pende da particao e da sequéncia conexa consideradas.

Consideremos uma particao
O=tg<t1 < <ths1 =1
e uma continuacao analitica

(f0730)7 ceey (men)

ao longo de ;.

Pela continuidade uniforme da homotopia v temos

Ve ([, tjnl) € B;
para |s’ — s| pequeno o suficiente.

Consequentemente, a sequéncia

(fOuBO)7' "’(men)

¢ uma continuacao analitica de v, também
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13.3 Teorema (Monodromia). Suponhamos que f tem continuagdo analitica
ao longo de cada curva v,. Entdo, f,, e f,, coincidem numa vizinhanca de 3.

Prova.

y

Figura 13.5: Monodromia

Pelo lema acima (13.2), o conjunto
S={se[0,1]: f,, = f,, em uma vizinhanca de 3}

é aberto e 0 € S. Fixado s’ € S, pelo mesmo lema existe uma vizinhanca V' de s’
tal que para todo v em V as continuagoes analiticas f,, e f,, coincidem numa
vizinhanca de 8. Ora, existe s* € V' n S. Entao, f,, e fys e f,, coincidem numa

vizinhanga de . Logo, s’ € .S que é entao fechado. Por conexidade,

S=[0,1]s.

Vejamos o teorema da monodromia em simplesmente conexos.

Interpretemos uma curva continua fechada ~: [0,27] - C como uma fungao

f:S81 > C, onde f(e?)=~(0), paratodo ¢€[0,2r].
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13.4 Lema. Seja Q simplesmente conexo. A homotopia v em (13.3.1) existe.

Prova.
Parametrizemos 7, e 71 na semi-circunferéncia {w € S : Im(w) >0} = SI, com
Y(1) =71(1) =a e y(-1) =y (-1) = 8. A curva fechada I": S' - Q, com

\1—‘)7 )

I >0
['(w) = { to(w), se Im(w) 20, e diagrama

7 (W), se Im(w) <0,

estd bem definida. Existe uma homotopia H : [0,1]xS! - € continua satisfazendo

H(0,w)=T(w), H(l,w)=«ae H(s,1)=a, para todos s e w.

N ™ )
N,

1
% !
«

[0,1] x St

Figura 13.6: Homotopia entre curvas com mesmas extremidades

E bem definida [cheque] e continua @ : D(0;1) — Q dada por

P(rw)=H(1-r,w), onde0<r<lewesSh

Definamos
v(s,w) :<I>[(1—s)w+sw], para (s,w) €[0,1] x S™.
Concluimos
WsD) =0(1) =T(1) -a,  paase(o1],
v(s,-1) =®(-1) =T(-1) =0 para s € [0, 1],
7(0,w) =®(w) =T(w) =7vw), parawes!,
T(Lw) =@@w) =I'®) =m(w), paraweSis

Exercicio (outra prova do Lema 13.4). Complete a instrutiva prova (baseada

em geometria cartesiana) em S. Lang, Undergraduate Analysis, 2nd ed., p. 453.
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13.5 Teorema. Seja 2 um aberto simplesmente conexo. Seja o um ponto em
Q e f analitica em «. Suponhamos que f pode ser continuada analiticamente ao
longo de toda curva em €2 e com inicio . Seja v, uma curva continua em §) e

de o até o ponto z. Seja f,. a continuacao analitica de f ao longo de vy.. Entao,

fr.(2)

independe de v, e a fung¢do z — f, (2) € analitica em .

Prova. Solicito ao leitor (é simples)#

Exercicio. Seja:[0,1] - Q continua e fechada com y(0) = v(1) = p. Suponha-
mos que 7y é livremente homotdpica a um ponto g € Q [isto é, a homotopia {H}
(de curvas fechadas) nao necessariamente mantém os extremos fixos|. Mostre que

Yo € homotdpica a p por uma homotopia que mantém os extremos fixos.

Exemplo. Seja g analitica em um aberto conexo ) (nao necessariamente sim-
plesmente conexo) [por exemplo, g(z) = 1/z e Q = C~ {0}]. Fixemos zy em (.

Seja fo uma primitiva de g em alguma bola aberta By contendo zy. Por exemplo,

fo(z) = / g(w)dw, para todo z € By,
20

com a integral sendo computada ao longo de qualquer curva (C* por partes) com
inicio zg, final z e contida em Bj.

Vejamos que a funcao fy tem continuagao analitica ao longo de qualquer curva

v:[a,b] = Q (de classe C* por partes) com inicio z.

Verificagao. Consideremos c em (a,b] e o ponto z. = y(c). Entao, definimos uma
funcao f. em uma bola aberta B, centrada em z., e contida em (2, essencialmente
utilizando a integral de ¢ ao longo do caminho que vai de zy até z.

Isto é, computamos a integral de g ao longo da restrigao 7 : [a,c] = Q (desde
o ponto zp até o ponto z.) e entdo, dado um ponto ¢ arbitrdrio na bola B,
definimos f.(¢) computando a integral de g ao longo de um caminho arbitrério

(C} por partes) desde o ponto z. ao ponto ¢ e contido em B.. Isto é,
¢
fe(Q) = [ g(w)dw + f g(w)dw, para todo ¢ € B..
Ya,c] Zc
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E trivial ver que a funcao f, é uma continuacao analitica da fungao fy.

Entao, o teorema da monodromia se aplica a esta situagao. Isto é, dadas duas
curvas ¢ e 7 com mesmo inicio zp, com mesmo ponto final e {2 homotdpicas entao
as continuacoes analiticas de f; ao longo de ¢ e 1 coincidem em uma vizinhanca

do ponto final #
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