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Capitulo 10

INTEGRACAO COMPLEXA

10.1 - Integral sobre curvas
Sejam J = [a,b] em R e uma fungao f:J - C, com
f=u+iv, onde u=Re(f) e v=Im(f).
A integral definida de f é, se u e v sao integraveis,
b b b b
/ f(t)dt = / u(t)dt +1i / v(t)dt, também denotada / fdt.

Uma primitiva de f é toda funcao F': J — C tal que

F'(t) = f(t), para todo t € J.

Sejam f:J—>Ceg:J— Ce\uma constante em C. Se f e g sao integraveis,

entao é facil ver que f + g é integravel e

fab(f+>\g)dt:fabfdt+>\fabgdt.

Como sempre, €2 denota um aberto em C em todo o capitulo. Definimos

C(;C)={f:2->C, tal que f é continua}.
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Dadas f € C(;C) e v: [a,b] — Q2 de classe C*, a integral de f ao longo de v é

[1@iz= [ re@n @

Sejam f € C'(£2;C) e v uma curva C' por partes em {2, dada pela justaposi¢ao

¥ =7 V-V, com cada curva y; de classe C. A integral de f ao longo de v é
ff(z)dz = | f(z)dz+ -+ f f(2)dz.
Y 71 Tn
Considerando a curva reversa -, vale a identidade

L_ f(z)dz = —/;f(z)dz.

10.1 Lema. Seja ¢ :[a,b] > C continua. Entao,

‘fabcp(t)dt

< [Mlewlar

Prova.

Existe um numero real 6 tal que

b .
/ o(t) dt = e®

[ e

e portanto

b b
f o(t) dt’ = / e Pp(t)dt é um nimero real.

a

Logo,

]wa(ﬂ(ﬁ‘=~/w]Rerww(ﬂ]dts J[b‘Rekfww(w]‘dtgjcwatﬂdtQ

a a

Seja 7y : [a,b] = C de classe C''. O comprimento (“lenght”) de v é

)= [t

Se v =71 V-V, é uma justaposicao de curvas de classe C', definimos

L(v) = L(m) + -+ L(7m).
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10.2 Teorema (Estimativa M-L). Seja f : Q — C continua sobre v : J — €,
onde vy € C' por partes, e M >0 satisfazendo

|f(~v(t)| £ M, para todo t em J.

Entao,
< ML(7).

Prova.

Suponhamos v de classe C*! [deixo caso geral ao leitor]. Mantida a notagao

J =a,b], o Lema 10.1 garante

< [M1ramy @l <M [ ywld= Mie)s

10.3 Proposigao. Seja f: € - C com derivada continua.

(A) Dada uma curva 7y : [a,b] - Q de classe C, temos
Yd(foy
FGO) - 1@ = [ D 40
(B) Dado um segmento linear de extremidades z e w e contido em 2, temos

f(2)-fw)=(z- w)f (w+t(z-w))dt [TVM (forma integral)].

Prova.

Pela regra da cadeia [vide 9.1], a derivada de f o~ existe e é continua.

(A) Pondo f=u+iv, segue foy=(uovy)+i(vo~y):[a,b] - C e entdo
b b b
[ Geydt= [ worydt+i [(worydt=(uon)l+i(wor)ls = (for)l.
(B) Seja o(t) =w+t(z—w), com 0<t<1. Por (A) e aregra da cadeia (9.1),

f(z)- f(w) = /(foa) (t)dt = (z - w)/ fw+t(z-w))dts
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10.2 - Continuidade e Derivagao sob o Sinal de Integracao

(integrais préprias e parametro complexo)

10.4 Teorema. Seja Q2 aberto em C e f:Qx[0,1] = C continua. Entao,
(A) A fungao ¢(z) = /01 f(z,t)dt é continua em €.
(B) Se a func¢ao %(z,t) é continua [em Q x [0,1]] entao ¢ € derivdvel e
I : , Lof
(Regra de Leibnitz [em C] para integral) ©'(z) = / a—(z,t)dt.
0o 0z
Prova. Fixemos z € Q, um r > 0 tal que K = D(z;7) x[0,1] c Q2 x[0,1] e e>0.
(A) Como f é uniformemente continua no compacto K, existe ¢ >0 tal que

0(2) + p(z +h)| < [01 F(2,0) = f(z+ht)|dt <e, se |h] <.

(B) Para h em C, com 0 < |h| <7, temos

go(z+h})L—g0(Z) —'/Olg(z,t)dt:Al[f(z+h’t2_f(z’t) —%(z,t)]dt

[nesta passagem usamos a Proposi¢ao 10.3(B)]

—/Ol[folg—‘i(ZJrsh,t)ds—Alg(z,t)ds]dt
[01]:[%(2+3h,t)—g—i(z,t)]dsdt

Pela continuidade uniforme de 0f/0z em K, existe n > 0 tal que o médulo

do ultimo integrando acima é menor que € para quaisquer 0 < ¢,s < 1 e

|h| < n. Segue entao, pelo Lema 10.1,

<e, se 0<|hl<n.

EEDEECRY LTI

Portanto ¢ é holomorfa e vale a férmula anunciada#

E instrutivo provar o teorema acima através da Regra de Leibnitz em R [por
favor, enuncie-a e prove-a] e das equagoes de Cauchy-Riemann. Lembre que uma
funcao f = u+iv é derivavel-complexa se e somente o campo associado F'(u,v) é

diferencidavel em R? e satisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann.
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10.3 - O Teorema de Cauchy-Goursat e Primitiva Global,

o Teorema de Cauchy e o Teorema de Cauchy Homotépico

10.5 Proposicao. Seja f : Q2 - C continua, F' uma primitiva de f e v uma

curva C' por partes em € conectando o ponto inicial zy ao ponto final z;. Entao,

—/;f(z)dz = F(z1) - F(20).

Em particular, se v € fechada entao

ff(z)dz =0.
Prova.

Seja 7 : [a,b] = Q de classe C* (verifique o caso em que y é C'' por partes).

Figura 10.1: Independéncia do caminho

Pela hipétese, a regra da cadeia (9.1), e a Proposigao 10.3(A) segue

b
ffdz = fF’dz = f (F o) (t)dt=(Fon)l=F(z)-F(z)*
gl v a
Seja €2 conexo. Pela Proposicao 10.5, se F' € H(€2) é tal que F’" =0 entdo F é

constante [cheque]. Duas primitivas de f € H(£2), se existirem, diferem por uma

constante [cheque]. Vide também Proposicao 8.1.
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O triangulo convexo e fechado determinado por z1, 23 € 23 (todos em C) é
A= {)\1214-)\2224-)\3233 )\1 ZO,)\QZO,)\gZO (S /\1+)\2+)\3S 1}
10.6 Teorema. Seja f: B(a;r) - C, com r >0, continua e satisfazendo

/8A fw)dw =0

para todo triangulo A contido em B(a;r). Dado z em tal bola, definamos

F(z) = f f(w)dw [a integral de f sobre o(t) = a+t(z-a), 0<t<1].
Entao, F' € holomorfa e
F'=f.
Vale um resultado andlogo para retangulos (com lados paralelos aos eizos).

Prova. Em duas partes.

Podemos supor a =0 [cheque]. Sejam z e z + h distintos em B(0;r).

o Seja A o triangulo de vértices 0, z + h e z, orientado de 0 a z+ h, de z+ h

azedezal.

Figura 10.2: O caso “integral nula ao longo da fronteira de triangulos”

Seja o(t) = z+th, onde t € [0,1]. Entao,

OzfaAfdw:F(z+h)—fofdw—F(z).

Logo, devido a continuidade de f,

F(z+h2L—F(z) _ fo f(z;th)hdt - folf(z+th)dtﬂ> f(2).
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o Para retangulos, definimos

fffdw

pela integracao ao longo de um segmento horizontal com ponto inicial «
seguida da integragao ao longo de um segmento vertical com ponto final £.

A seguir, definimos

F(z) = fozf(w)dw.

z+h

0

Figura 10.3: O caso “integral nula ao longo da fronteira de retangulos”

Observemos que escrevendo h = hy + ihy entao temos

z+h z+h1 z+hi+ihs
f 1dw=f 1dw+/ Ldw = hy +ihy = h.

+h1

Donde entao segue

F h)-F 1 z+h
= f)L = 1) =1 [ W) - F()dw.
Para encerrar, pela estimativa M-L encontramos
z+h
R P R R E RN

17



10.7 Teorema (Cauchy-Goursat). Seja f : Q - C holomorfa. Seja A um

triangulo convexo e fechado contido em §2. Entao,

./BAf(Z)dZZO'

Y
2() A\
E —= D
\\ d 7 e
V% b 7 . S %
B — — c

Figura 10.4: Teorema de Cauchy-Goursat

Prova.

Iniciemos (v. figura 10.1) orientando dA no sentido anti-horario e descre-
vendo JA pela justaposi¢ao de segmentos 7, V7, V3. Destacando os pontos
médios dos lados de A e unindo tais pontos por segmentos de reta obtemos
quatro triangulos na regiao A: Ay, Ay, Az e A4. Orientamos a fronteira de

cada um desses triangulos também no sentido anti-hordrio. Assim temos,

f fdz:/ fdz+f fdz+/ fdz+ [ fde.
0A 0A1 [ A 0A3 [oJAV]

Destaquemos, entre as integrais no segundo membro, a de maior médulo
e AM o respectivo triangulo. Para A analogamente escrevemos a inte-
gral em OAM como soma de quatro integrais sobre a fronteira de quatro
triangulos formados a partir dos pontos médios de OAM) e com orientacao
anti-horéria e destacamos OA(?), cuja respectiva integral tem maior médulo.
Iterando, obtemos uma sequéncia (A))y com A = A, Seja §(™) o com-

primento do maior lado de A e § =§(0). Temos entao, para todo n € N,

A A,

f fdz| < 4" / fdz|,
0A oA()
L(0A)
L(OAM) = 22—/
(8 ) on '
5 = i
2n

18
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A sequéncia dos triangulos compactos A é decrescente (ordenada pela
inclusao) e o diametro [i.e., o sup das distancias entre dois pontos quaisquer

de um conjunto| dessas regioes é 5" e

5 1222,

Donde, a intersecgao desses compactos é um ponto 2 [Principio dos Inter-

valos Encaixantes, cheque)].

A seguir, destaquemos que dado € > 0 existe 7 > 0 tal que
(a) B(z0;7)c
(b) Se 0< |z - zy| < 7, entdo

f(z) - [ (%)

AR

f'(z0)| <e.
Sendo que (b) equivale a

[f(2) = f(z0) = f'(20)(z = 20)| < €|z — 20|, se0<|z=2|<T.

Se n é suficientemente grande tal que

6 = ;in < T,

entao A(") estd contido em B(zg;7). Ainda mais, notando que

[ dz=0= / zdz
OA(n) OA(™)

[ G- 1o - Pz = [ g

AA (™)

temos

Pela tltima equacao, pela iltima inequacao e pela estimativa M-L segue

Jyseo T8
/aA fdz

< 6™ LOAM) =

ffm(n) fdz

edL(0A)
4n

e entao

< 4n <eSL(OA)»

19



O Teorema de Cauchy, a seguir, estabelece que sob certas condicoes temos

v/;f(z)dz =0.

Este é um dos resultados centrais da analise complexa. Existe uma variedade de
condicoes para provar tal resultado mas em todos é assumido que f é holomorfa
ou analitica em um aberto €. As demais condigbes sao topologicas (geométricas)
e estao relacionadas com o aberto € (e.g., conjuntos simples tais como bolas
abertas, triangulos abertos, retangulos abertos, etc. ou abertos menos simples) e

com a curva 7y (ou ciclo, como no enunciado do Teorema de Cauchy Homolégico).

As versoes simples do Teorema de Cauchy ja sao suficientes para demonstrar a
formula integral de Cauchy e entao que toda funcao holomorfa é analitica. Entre-
tanto, como ja estudamos um pouco conjuntos simplesmente conexos (o suficiente
para provar o Teorema da Aplicacao Riemann), podemos imediatamente apresen-
tar uma versao do Teorema de Cauchy (independente do teorema da aplicacao
de Riemann) que é razoavelmente abrangente do ponto de vista da teoria da ho-
motopia. O resultado a seguir (Teorema 10.8) tem importancia por si s6 e serd

utilizado na demonstragao do Teorema de Cauchy Homotopico.

Notemos que se f é holomorfa num aberto €2 e tem primitiva local e v é uma

curva em € e de classe C'! por partes, entao com a notacao da Definicao 8.2 temos

(10.8.1) [ - S [06(1(a))-gr (v (ae))] = S(F7).

k=1

10.8 Teorema. Seja () um aberto simplesmente conezxo e f: - C holomorfa.
e Fizemos o em ). Dado um ponto z em §2, seja v uma curva arbitrdria em

Q e de classe C, de inicio o e ponto final z. Entao, a integral

F(z)z[yf(w)dw

independe de . Ainda, F' é uma primitiva (global) de f.

e Sen ¢ uma curva em 2, fechada e C' por partes, entao

(Teorema de Cauchy) ff(w)dw =0.
"
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Prova.

o Pelo Teorema de Cauchy-Goursat e o Teorema 10.6 segue que f tem uma
primitiva local. Pelo Teorema 8.7 [existéncia de primitiva global se existe

primitiva local, em abertos simplesmente conexos| temos que
F(z)=3(f:7)
independe de «y e é primitiva global de f. Pela identidade (10.8.1) segue

F(z) = fvf(w)dw.

¢ Pela Proposicao 10.5 obtemos

/nfdwz()&

Apresentemos o classico Teorema de Cauchy Homotdépico, enunciado para

fungoes holomorfas e curvas C'! por partes.
10.9 Teorema de Cauchy Homotdpico. Sejam
Yo :[a,b] = Q e 7:[a,b] = Q

duas curvas de classe C1 por partes e homotopicas em €2, com mesmo ponto inicial

e mesmo ponto final ou, caso contrdrio, ambas fechadas. Seja

f:Q—C, holomorfa em ().

[YO f(2)dz = /;1 f(2)d=.

Em particular, se vy é homotopica a um ponto,

FEntao temos

f(2)dz=0.
Yo
Prova.

Pelo teorema de Cauchy- Goursat e o teorema 10.6, a funcao f tem primitiva
local. A conclusao ¢ trivial e segue do Teorema 8.6 [0 teorema de Cauchy

homotdpico para fungoes com primitiva local] e da identidade (10.8.1)#
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10.4 - A Férmula Integral do Indice e a Férmula Integral de Cauchy

10.10 Teorema. Seja v : [0,1] — C fechada e C' por partes e a ¢Imagem(7).

Entao, p
L[ & = Ind,(a).
gl

21 zZ—-a

Prova.

Pelo Coroldrio 7.12 existem duas funcoes, ambas de classe C' por partes,
0:[0,1] >R er:[0,1] - (0, +00) satisfazendo

v(t) —a=r(t)e?®.

1 !
/ dz _ /‘ ~'(t) 0t
vz—a Jo y(t)-a
Lyr(4)e®®) + ()i (t)e?®)
_ f , dt
0 r(t)e?®)

@), ot
_/0 r(t)dt+zfo 0'(t)dt
=Inr(1)|, +[6(1) - 6(0)].
=0+ 2milnd, (a) &

Logo,

10.11 Teorema (Férmula Integral de Cauchy). Sejam Q um aberto convexo,

f holomorfa em Q e uma curva v : [0,1] > Q fechada e C' por partes. Se

a € O~ Imagem(y) entao

f(a)Ind,(a) = ! ) dz.

2mi Jy 2z —a
Prova.

Seja r > 0 tal que D(a;r) c QxImagem(~y). Definamos

o(t)=0,(t) =a+ rgggizl, para 0 <t <1,
H(t,s) =so(t)+(1-s)v(t) eQ~D(a;%), para 0 < s,t < 1.
[Mostre que H esta bem definida.] Entao, H é uma homotopia entre as curvas

fechadas v e o0 com a homotopia realizada no aberto 2\ D(a;r/2). Ainda,

zZ—a Z—a

sao holomorfas em Q~ D (a; g) :
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(1)

Figura 10.5: Férmula Integral de Cauchy

Pelo teorema de Cauchy homotépico (10.9) segue

f(z)dz [ f(2)dz dz dz
v z—a Jo z-ua ¢ /;z—a_[az—a.

Por tais identidades e a forma integral do indice segue

/fZ(Z_)Zz _ ff(zz:i(a)d“f(a)lndv(a)%i.

g

Seja L o comprimento da curva

b ) -a
v(t) - al
O comprimento de o é rL. Pela estimativa M-L, com r pequeno o suficiente
Z) f r—0*

dz <(|f(a)|+1)rL — 0s

No que segue usaremos o trivial resultado abaixo.

10.12 Lema. Seja vy uma curva C por partes e f, : Imagem(vy) - C, n e N, uma

sequéncia de fungoes continuas convergindo uniformemente a f : Imagem(vy) — C.
Entao,

Prova.

Segue de |/ (7(£))7'(t) = f (v ()" ()] < |fa(7(£)) = f(7(2))| M, para todos
n>1 et no dominio de 7, onde M = max{|y'(¢)|: t € dominio(~y)}#
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10.13 Teorema. Sejam f € H(Y), um ponto a em 2 e d=d(a;C\ Q).

(a) Para todo z € B(a;d) temos

(n)
f(z) = ch(z -a)", com c, = /*(a) para todo n > 0.
n!

(b) Sejar tal que 0 <r < d. Vale a Férmula Integral de Cauchy para as Derivadas,

FO@) 1 1)
n! 27m'| I (z—a)+!

dz, para todo n > 0.

Figura 10.6: Ilustracao ao Teorema 10.13

Prova.

E claro que d > 0, pois a nao pertence ao fechado C ~ €.
(a) e (b). Fixemos r tal que 0 < r < d e z tal que |z —a| < r. Definindo a curva
% (0) =a+re?, onde €[0,2r] (vide figura),

pela férmula de Cauchy segue

f(z) = = f% f(w) dw.

21 w—z

Temos
ERd

| | <1 para todo w em Imagem(y,) = S,(a).
w-a

24
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Pelo Teste-M [com a série de majorantes dada pela série geométrica de razao
(|z = al|/r) < 1 e convergente], a série de fungoes na varidvel w obtidas de
I 1 _(w—a)*l_i" (z—a)”
PRl Sy B o R = DY PR

converge uniformemente sobre a circunferéncia S, (a).

Como f é continua e limitada na circunferéncia S, (a) obtemos

f(w) 5 f)(—a)"

(w _ a)n+1 )

W=z 520
com convergéncia uniforme na varidvel w e sobre a circunferéncia S, (a).

Pelo ja mostrado acima e pelo Lema 10.12 segue

Lo, 1 f(ﬁr%dw)(z—a)@

TG =50 ) o™ o &

Isto é, expandimos f em uma série de poténcias centrada em a e convergente

em B(a;r), para todo 0 < r < d. Como sabemos que

(n)
= / (a)’ para todo n € N,

" n!

temos também a férmula integral de Cauchy para as derivadas#

10.14 Coroldrio. H(Q2) = A(Q).

Prova. Trivial, pois j& vimos que A(Q) c H(2)#
10.15 Férmula para o Valor Médio (Gauss). Seja f € H(B(a; R)). Entdo,

1 2m .
f(a) = 2—/ fla+7re?)dh, para todo 0 <r < R.
7w Jo

Prova.

Basta desenvolver
1 .
— 1(z) dz, onde v,(0) =a+re? e 0 €[0,2r]s
21t Jy 2 —a

25



10.5 - O Teorema de Cauchy Homoldégico (Teorema Global de Cauchy)

Dado um aberto, para quais curvas o teorema de Cauchy é valido? O teo-
rema de Cauchy homotdpico responde parcialmente tal questao. Para avancar na

resposta generalizamos a nocao de integral de linha. Por exemplo, dada

Y=ENV VY

de classe C'! por partes, com cada ; de classe C!, temos

(10.5.1) /;f(z)dz =/, f(z)dz+---+[% f(2)dz.

Assim (e informalmente), é natural considerar a soma formal finita

V=N T

Tais somas formais (finitas) sdo chamadas cadeias.
Informalmente, a soma de duas cadeias v, + -+ 7, € N + - + 1, € feita

naturalmente, simplesmente somando livremente. Isto é,

(Yr+ et 9n) + () = 91+ Y+

A propriedade aditiva (10.5.1) para curvas também vale para uma cadeia.
Curvas idénticas sao naturalmente adicionadas, e denotamos a soma por um
multiplo.
O oposto (reverso) de uma curva 7 é indicado por —v. Isto é, indicamos a

curva reversa 7y~ por
(-1)y=-7.
Assim, dado m € {1,...,} temos
m(=y) = -my.
Com tal notacao toda cadeia I" pode ser escrita na forma

['=myvy + - +my7y,, com cada m; € Z.

Parcelas com coeficiente zero podem ser introduzidas a vontade. Isto permite
descrever duas cadeias em termos das mesmas curvas e somar as cadeias via

coeficientes. A cadeia nula tem todos os coeficientes nulos.
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E bastante 1til interpretar uma curva v e uma cadeia I' = myy; + -+ + my,Vn,
onde todas estas curvas sao de classe C'! por partes e com imagens em um aberto
2 e os numeros m,my,...,m, sao inteiros, como funcionais lineares definidos

sobre o espago vetorial
C(2;C)={f:Q—-C, onde f é continua}.
Definimos entao o funcional linear 77, por
T.(f) = ff(z)dz, para cada f: {2 — C continua.
gl
Evidentemente, desejamos a propriedade aditiva
Tp(f)=ffdz=f fdz:mlf fdz+~~~+mnf fdz.
r M1Y1++MnYn T n
Sendo assim, definimos a operacao
Tr =m T, +--+m,T,, .
Observemos que, para uma arbitraria f : {2 - C continua,

Tov(f):()_/vfdzz()e

T,W(f)zf fdzz[_fdz=—ffdz=—T,y(f).
-y v g
ATENQAO. Devemos evitar confundir cadeia com curva. Notemos que dada uma
curva v arbitraria, de forma geral o funcional linear

T, +T, associado a cadeia 2vy =7+
é diferente do funcional linear

T, associado & curva o(t) = 2v(t).

Resumindo, se v nao ¢ nula entao

cadeia 2y # curva 27.
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O conceito adequado para justificar tais interpretacoes e operacoes é o de

grupo abeliano (comutativo) livre. A seguir, definimos cadeia e ciclo.

10.16 Definigao. Uma cadeia é um elemento do grupo abeliano livre gerado pelo
conjunto C' das curvas de classe C' por partes definidas em intervalos compactos

ndo triviais. Indicamos tal grupo por Z(€") . Precisamente, temos
7€) = {T':C' - 7Z tais que T é nula, exceto numa quantidade finita de curvas}

munido da usual operacao adicdo de funcgoes efetuada ponto a ponto. Por ltimo,

um ciclo € uma cadeia em que cada curva € fechada.

Usualmente, uma cadeia ¢é identificada com uma soma formal I' = 37 ; m;v;, com
J um conjunto de indices, coeficientes m; € Z para cada j em J, curvas ; € C*
para cada j, sob a condicao m; = 0 exceto para uma quantidade finita de indices.

Facilitando a notacao, uma cadeia é dada por uma soma finita
I'= miyy + -+ myyn

com my, ..., m, numeros inteiros e ~i,...,7, curvas no conjunto C'.

A imagem da cadeia I' = myy; + -+ + m, 7y, €

Imagem(I") = | Imagem(v;).

j=1
Se Imagem(T") c 2, dizemos que ' é uma cadeia em ().

Se f:Imagem(I") » C é uma fun¢ao continua, definimos
/f(z)dz =>m; | f(z)d=.
r j=1 Vi
A cadeia oposta de I' é
-I'= > (-m;)v;.
j=1
[Observemos que introduzindo o conceito de cadeia reversa
= Z mj7;7
j=1

entao obtemos

[~ =-T]
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Se o nao pertence a Imagem(T"), o indice de o em relacao a I' é

1 1
Indr(0) = 5= [ —

Intuitivamente, uma curva fechada  : [a,b] — © é homdloga a 0 em  se v nao

dz.

contorna pontos no complementar de 2. Formalmente, 7 é homdloga a 0 em (2 se
Ind,(a) =0, para todo @ no complementar de (2.
Notagao. Se v ¢ homodloga a 0 em (2, escrevemos
v ~0 (em Q).

Analogamente, um ciclo I" é Q-homdlogo a 0 se Indr(«) = 0 para todo v em C\ ).
Notagao: I'~ 0 (em ).

Dois ciclos I'y e 'y sao homédlogos em €2 se
Indr, () = Indr, (o), para todo o no complementar de €.
Notagao. Se I'y e I'; sao homélogos em €2, escrevemos
Iy ~Ty (em Q).
Destaquemos que temos
I'y ~T'5, em €2, se e somente se temos I' — 'y ~0 em ).
Dados dois ciclos I'; e I'y em €, é trivial e importante a propriedade
Indr, i1, () = Indr, () + Indr, (@), se a ¢ Imagem(I'; + I'y).

A versao mais geral do Teorema de Cauchy vale para um aberto §2 qualquer

e mostra uma iteragao entre € e o ciclo I'. Veremos que o par (£2,T") satisfaz

ffdz =0, para toda f € H(Q).
T
se e somente temos

Indr = 0 no complementar de §2.
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10.17 Teorema de Cauchy Homolégico. Seja €2 um aberto arbitrario e I' um
ciclo homdlogo a 0 em €. Seja f holomorfa em €2 e a um ponto em 2 mas nao

em Imagem(T). Entao,

1 i)

2m Jr z —«

dz = f(a)Indr(a) e /;f(z)dz =0.

Ainda, se I'y e I'y sao ciclos homdlogos em €1, entdo

/Fl f(2)dz = /F‘zf(z)dz.

Prova. [Baseada em Dixon (1971), mas evitando teoremas de Morera e Fubini.|

Dividamos a prova em partes. Consideremos

{ T o gy,

g(Z,U)) — Z—w

f'(w) se z = w.

o O complementar da diagonal de €2 x {2 é um aberto. E trivial ver que neste

’ ; 1o) . / ’
aberto g é continua e que a—g existe e € continua.

o Seja (a,a) na diagonal de Q x ) e B(a;r), com r >0, contida em ).

P ‘ /\,QXQ

Y L Bar) < Blar)

Figura 10.7: Prova de Dixon

Para (z,w) arbitrario em B(a;7) x B(a;r) temos [Proposi¢ao 10.3(B)]

f(2) - f(w) = (z—w)'/:f’(w+t(z—w))dt.

Donde segue

g(z,w) = ./01 f'(w+t(z-w))dt, para todo (z,w) € B(a;r) x B(a;r).
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Definindo
o(z,w,t) = f'(w+t(z-w)) para (z,w,t) € B(a;r) x B(a;r) x[0,1],

temos que ¢ e 52 8 sao continuas em B(a;r) x B(a;r) x [0,1]. Pela regra de

Leibnitz complexa, as funcoes g e & sao continuas em B(a;r) x B(a;r).

o ~ ,
Em suma, g e 5% sdo continuas em €2 x €2.

Consideremos o aberto [verifique]
V ={z€eC:znao estd em Imagem(T") e Ind(T’;2) = 0}.
Devido as hipéteses, V' contém C \ ). Logo, C=Qu V. Definamos entao

fg(z w)dw se z €,

h(z) =

se zeV.

2 [ A dw
T

Dado z na interseccao 2NV temos

d
=il
rz-w

e entdo o valor das integrais na definigdo de h(z) coincidem e h é bem posta.

o A fungdo h é inteira. Pela regra de Leibnitz complexa [j vimos que g e dg/0z

sdo continuas em Q x Q] segue que h ¢é derivavel em Q e em V' também.

o h é nula. Por propriedade do indice, V' contém o complementar de um disco

compacto contendo Imagem(I'). Para z* neste complementar temos

Sw)

27m rw-—z*

h(z") =
Seja 7y : [¢,d] = € uma curva do ciclo I". Entao,

F(w |
Ny w = z* dw‘ : d[z*; Imagem(v) ./ () (t)’dt 0,

Logo, h(z*) F%, 0 ¢ b ¢ limitada. Pelo teorema de Liouville segue h = 0.
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o Verificacdo das férmulas anunciadas. Dado « € Qx\Imagem(T") temos

0=h(a)= m[f 2) - f(o‘) f(z)d ~ f(a)Indr(a).

27rz rz-—

Esté entao provada a primeira férmula para toda fungao holomorfa em (2.

Para a segunda férmula, utilizando a primeira férmula obtemos
ffd f (2= O‘)f(z) = 2mi(a - ) f(a)Indp () = 0.
Paa a terceira férmula basta aplicar a segunda ao ciclo I'y =T’y ~ 0 em )&

O corolario a seguir é equivalente ao teorema acima e é também chamado

Teorema de Cauchy Homoldégico.

10.18 Corolario (Teorema de Cauchy Homoldégico). Seja Q um aberto e I’

um ciclo em ). Entao, temos
ff(z)dz =0, para toda feH(Q) < ['~0 em Q.
r
Prova.

(=) Dado « no complementar €2, seja

f(z) =

O:ffdz=f dz =Ind(T; a).
r rz-a

(<) Segue do Teorema 10.17 (também Cauchy homolégico)#

e?—[(Q)

Por hipétese,

Assim, mostramos que o Teorema 10.17 implica o Corolario 10.18. Inversa-

mente, supondo valido o Corolédrio 1.18, sejam
feH(2), um ciclo I'~0 em Q e um ponto a € Q \ Imagem(I").

Expandindo f em séries de poténcias em torno de a concluimos que a fungao

NIORIO

z—Q
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¢ analitica em (2 e assim, o Coroldrio 10.18 garante
[lQSe),,
r  zZ-«

Isto prova que o Corolario 10.18 implica o Teorema 10.17.

Interpretacdo para o Corolario 10.18. Temos
/fdz =0, para toda f € H(S2),
r

se e s6 se o interior do ciclo I' esta contido em 2. Recordemos que, algebricamente,

o interior de I" é o conjunto dos pontos « tais que Indr(«) # 0.

Exemplo para o Teorema de Cauchy homolégico. Consideremos um aberto
() conexo e limitado tal que seu complementar tem uma componente conexa
ilimitada e trés pontos como os hachurados em preto na figura abaixo (isto é, tais
trés pontos nao pertencem a €2). Pela figura, a curva v dd uma volta em torno
de cada um dos trés pontos. As pequenos curvas circulares 7y, v, e 3 dao uma

volta, cada uma, em torno de seus respectivos centros. E facil ver que

Y~ Y2 + 3, em (L

Figura 10.8: Ilustracao ao Teorema 10.17

Entao, dada f holomorfa em €2, pelo teorema de Cauchy homolégico temos

ffdz: fdz+ [ fdz+ [ fdza
Y Y1 Y2 3
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10.6 - O Teorema de Morera e o Principio da Reflexao de Schwarz

10.19 Teorema (Morera). Seja f: B(a;r) - C, com r >0, continua e tal que

'/(Mf(z)dz:()

para todos os triangulos A, convexos e fechados, contidos em B(a;r). Entao, f

¢ holomorfa.

Vale um resultado andlogo para retangulos (convexos, fechados e com lados

paralelos aos eizos) contidos em B(a;r).

Prova.

Pelo Teorema 10.6, existe F' com F’ = f. Pelo Corolario 10.14, f é holomorfa#

Dado um conjunto X c C, definimos

C(X)={f:X - C tal que f é continua}.

Suponhamos €2 simétrico em relagao ao eixo real e I = QN R # @. Definimos
Q" ={zeQ:Im(2) >0} e Q ={zeQ:Im(z) <0}.

Assim,
Q=Q"uluQ.

10.20 Teorema. Seja f e C(Q)nH(Qrw Q). Entdo, f € holomorfa em Q.

Prova.

Seja R um retangulo fechado convexo, de lados paralelos aos eixos e em (2.

Analisemos trés casos.

o Se R c QF ou R c Q, pelo teorema de Cauchy-Goursat (10.7) ou o de
Cauchy (10.8) ou o de Cauchy homotépico (10.9) obtemos

[aRf(z)dz =0.

34



Oswaldo Rio Branco de Oliveira

o Se R={zx+iy:a<x<be0<y<c} seja Re={rx+iy:a<r<bee<y<c}

e>0.

Figura 10.9: Ilustracao ao segundo caso

Entao, f é uniformemente continua em R > R, e para ¢ - 0* temos

[ty [ saripdy. [ reipdy— [ o+ iydy,

/abf(x+z'e)d1:—>/a‘bf(x)dx e 0= aREf—»faRf.

o Se R intersecta Q0+ e (27, entao R é a uniao de dois retangulos fechados R*
e R~, respectivamente contidos (exceto por um segmento comum a ambos

e 1o eixo real) em Q* e O-.

A

Figura 10.10: Tlustracao ao terceiro caso

Analogamente ao segundo caso, encontramos

faszoz aR+f'

faRf:AR+f+[8R-f:O'

Pelo Teorema de Morera segue que f é holomorfa#

Portanto,
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10.21 Corolario (Principio da Reflexdao de Schwarz). Seja f uma fun¢ao

continua em QY w I, holomorfa em QF e assumindo valores reais em I. Entado,

f(2), sezeQrul

F(Z):{m, sezeQ Ul

¢ uma extensao holomorfa de f ao aberto Q. Se § € conexo, tal extensdao € unica.

Figura 10.11: Principio da Reflexao de Schwarz

Prova.

Como f(x) é real, para todo x € I, concluimos que F' estd bem definida. Pela
definicao, F' é continua em Q% u I e holomorfa em 2*.

Ainda, dado w em -, temos f(() = ¥ a,((-w) em alguma bola B(w;r) nao

degenerada. Donde segue
F(2) =) a,(Z-w) =Y @, (2 - w) em B(w;r).

Portanto, F' é holomorfa em 2-.

E claro que F é continua em 2 = Q*uluQ~. Entao, pelo Teorema 10.20 segue
que F' é holomorfa em €.

Se ) é conexo e G é uma extensao holomorfa de f a {2, entao temos G = F

em [ e entdo, pelo principio de identidade (6.5), deduzimos que G = F' em )&
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10.7 - Continuidade e Derivagao sob o Sinal de Integracao

(integrais impréprias e parametro complexo)

10.22 Teorema. Sejam Q aberto em C e f:Qx[0,+00) > C continua. Suponha
que para cada zy em $Q, existem um disco D(zg;1), nao degenerado e contido em

Q, e uma fungio M : [0,+00) - [0, +00) satisfazendo
|f(z,t)] < M(t), para todos z € D(zo;7) et grande o suficiente, e fooo M (t)dt < oo.
Entao,
(a) Estd bem definida a func¢dao ¢ :Q - C dada por
o(z) = fooo f(z,t)dt, onde z €.
(b) A fungao ¢ € continua.

(¢) Suponha que %(z,t) existe e € continua em Q x [0,+00). Suponha que para
cada zy em §2, existem uma vizinhanca compacta K de zy, contida em €, e

uma fung¢ao N :[0,+00) — [0, +00) satisfazendo

@9@0

< N(t), se t € grande o suficiente e z€ K, e f N(t)dt < oo.
0

Entao, ¢ € holomorfa e
o= [Ty
0o 0z
Prova.

(a) Fixemos z € 2. Devido as hipéteses, temos
0<|f(z )+ Re(f)(z,1) <2M (1),

para alguma fungao nao negativa M = M(t) tal que

fom M(t)dt < oo.

Logo, as integrais de Riemann (com integrando maior ou igual a zero)

v/()r[ |f(z, )|+ Re(f)(z,t)]dt, com 0<r < +oo,
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sao limitadas e convergem (e crescendo, se r — +o0, & integral imprépria

[THrG Ol R 0N < 2 [T M (1)t < o

Logo, esta bem definida a integral impropria

/OooRe(f)(z,t)dt.

Analogamente para Im(f)(z,t) [basta trocar f por if]. Segue entao que

f f(z,t)dt converge.
0

Observemos que [verifique]

UOM F(z)dt

Fixemos um ponto zy em €, um disco D(zg;7) e uma funcdo M = M (t)

< [00 |f(z,t)|dt para todo z € C.
0

como no enunciado. Dado € > 0, é simples ver que existe m > 0 tal que
[ M (t)dt < e [verifique].
Seja h € C com |h| < r. Temos entao

oG+ )=o) = | [T Got hot) = S o)1

< [T IfGo+h )= fGotldt+ [ TIf G+ hit) = £t
A tltima integral acima é (pela desigualdade triangular) menor ou igual a

2f°° M(t)dt < 2e.

Quanto a penultima integral, pela continuidade uniforme de f(z,¢) no com-

pacto D(zg;7) x [0,m] segue que existe um §, com 0 < J <, tal que

para tod |h| <0 temos |f(zo + h,t) — f(20,t)| < — para todo t € [0, m].

€
m
Concluimos entao que

para todo |h| < temos |p(zo + h) — ©(20)] < 3e.

Logo, ¢ ¢é continua em zy. Portanto, ¢ : Q2 - C é continua.
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(c) Pelos itens (a) e (b), estd bem definida e é continua a fungao

Q32— ./0 a(z,t)dt.

A seguir, sejam 2y em 2, uma vizinhanga compacta K e um funcao N(t)

como enunciados em (c). Podemos supor K = D(zg;7).

Escrevamos entao, para 0 < |h| <,

D) = £+ hZL - 90(20)_[0“’ %(ZO, £)dt =

_ /m[f(20+h>tf)b—f(207t) _g_z zo,t)]dtz

1 (9 8
[o [a_ﬁ(z‘) +sh,t) - a—ﬁ(z(),t)] ds dt.

Dado € > 0, devido as hipéteses, existe m > 0 grande o suficiente tal que

0
~ Jo
‘%(z,tﬂ < N(t), para todos t >m e z € D(z;7),

(§
[ N(t)dt <e.

Temos entao, para 0 < |h| <7,

pols [ [ |az(zo+sh,t) L (e, s+ 2

Como D(zg;r) x [0,m] é compacto, por continuidade uniforme segue que
existe um §, com 0 < § < r, tal que para todo 0 < |h| < § temos que a integral

iterada imediatamente acima é tal que obtemos
|D(h)| < 3e.

Concluimos entao que
D(h) >0seh—>0#

Comentario. Uma prova mais breve do Teorema 10.22, itens (b) e (c), pode
ser dada utilizando o Teorema da convergéncia de Weierstrass (Corolario 6.21).
[Notemos que este é um alto preco a pagar, sem cerimonia “chamar um santo” ou
citar o nome de uma autoridade, quando é recomendével conquistar desenvoltura. |

Com tal alerta, mostremos esta prova bela e “curta’”.
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Mantenhamos a prova do teorema 10.22 (a) e provemos os itens (b) e (¢). Dado

n=1,2,3,..., pelo item (a) estd bem definida a sequéncia de fungdes complexas

gon(z)zf f(z,t), onde z€€), e
0

n—+oo

©n(z) —— ©(z), para cada ponto z € Q.

Fixado zp € 2, seja D(zp;r) e M = M(t) como no enunciado do teorema 10.22.

Supondo m >n > 1, temos

fon(2) = en(2)|=| [ £ty

fo M (t)dt T fo T M(t)dt.
([ o),

é de Cauchy. Entao, pela ultima desigualdade segue que

< / M (t)dt, para todo z € D(z;r).

Por hipétese,

Logo, a sequéncia real

(¢n)n converge uniformemente em D(zq;7).

Logo, () converge compactamente a ¢ [em 2] e ¢ é continua. Isto prova (b).
A hipdtese em Teorema 10.22 (c¢) permite usar a regra de Leibnitz em integrais

proprias de parametro complexo, Teorema 10.4 (B). Segue que ¢,, é derivavel e

o) = [ nar

Pelo teorema da convergéncia de Weierstrass (vide Coroldrio 6.21) e o forte
Corolario 10.14 [isto é, H(§2) = A(Q2)] segue que

¢ = lim ¢, é holomorfa e ¢/, (z) ~—— ¢'(z) para todo ponto z € Q.

Visto que ja provamos os itens (a) e (b) em Teorema 10.22, a hipétese em Teorema

10.22 (c) sobre a derivada 0f/0z nos garante que

existe /wg(z,t)dt, para cada z € ), e [ —(z t)dt —— e foog(z,t)dt.
0o 0z 0 0o 0z

Logo,

OE f (z £)dt »
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Comentario. Derivacdo sob o sinal de integracdo para fun¢des dependente de uma
parametro complexo é uma importante ferramenta. E entao 1til apresenta-la com
uma formatacao semelhante a técnica utilizada em variaveis reais. Solicito entao

ao leitor que resolva o exercicio abaixo.

Exercicio basico a respeito de derivacao sob o sinal de integracao. Seja
fn: B(0;1) - C uma sequéncia de fungdes derivaveis e com derivadas de primeira

ordem f! continuas. Sejam f: B(0;1) > Ce g: B(0;1) - C arbitrarias. Suponha

fn — [ uniformemente sobre compactos, se n — +oo,

f! — g uniformemente sobre compactos, se n — +oo.

Prove diretamente [isto é, sem utilizar o teorema da convergéncia de Weierstrass
. s . k ~ .
e também sem utilizar que as derivadas f,E ) de ordem k > 2 sio continuas e

teoremas que dependam da férmula integral de Cauchy] que
f & derivavel e [’ =g.
Dicas.

(1) Considere z € B(0;1). Seja v uma curva de classe C'!' por partes, com

imagem na bola B(0;1), de inicio 0 e final z. Mostre que a associacao

Z - /g(w)dw, [onde z € B(0;1)]
g
estd bem definida e independe de ~

(2) Adapte a prova do Teorema 10.6.

Exercicio. Utilizando o exercicio imediatamente acima, elabore uma prova do
Teorema 10.22 (Continuidade e derivacao sob o sinal de integracao para integrais
impréprias e dependentes de um parametro complexo).

Dica. Siga, de forma andloga (é trivial), os passos da demonstracao dada no

comentario imediatamente anterior.
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10.8 - Representacgao de f via Re(f) [Férmula de Schwarz]

Teorema 10.23 (Férmula de Schwarz). Seja f = u+iv holomorfa em B(0; p),
com p>0 eu=Re(f). Sejar tal que 0 <r < p. Entdo, dado w e B(0;1) temos

fw) =g [ ulre®)

re"’

Y9 + iw(0).
- w

Prova.

Escrevendo
f(2) = anz", onde |z] < p,
obtemos
1 -
u(z) = 5 Y (an2" + anz").

Dado z = re? na circunferéncia de centro na origem e de raio r, temos

u(re”) =Re(ag) + = > 7™ (ame™ + ape ™).
m>1

Multiplicando tal identidade por e=*?, para n > 1, e integrando obtemos
2 . .
[ u(re®)e ™0dh = ra, .
0
Obtivemos férmulas para os coeficientes que dependem apenas de u = Ref:
1 21 . 1
ap = — [ u(re?)———dfh, sen>1.
w Jo (ret)r
Observemos que, pela férmula do valor médio de Gauss,
1 2m ) 1 2w )
ag = f(0)=— / f(re®)dd e  Re(ag) = — f u(re?)do.
0 2w Jo

Dado entao w em B(0;7) temos (pelo Teste-M de Weierstrass, pois I < 1)

fw)=ag+ ) = f u(re') ( )n =

n>1

1

:%/ u(re®) [1+2nz>:1( ) ]d& + 1v(0)
:%[()%u(rew)[1+2(l_ . —1)]6[9 + 1v(0)

2m 60
_L / u(re’) ( 226 - 1) df + iv(0)
0 ret —

27 w

2
:i/ u(re’e)r6 +wd0 + w(0) &
0
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