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Motivacdo

o Comegamos estudando um artigo
sobre setas do tempo
gravitacionais;

Identification of a gravitational arrow of time

Julian Barbour,' Tim Koslowski? and Flavio Mercati®

@ Precisamos nos aprofundar no
Problema de N-Corpos;

@ Decidimos simular o PNCG
numericamente para visualizar a o il s i s ey e st Lo e
teoria; 4 it ;i

o Com simulagdes, podemos
visualizar resultados tedricos e até
obter ideias novas sobre o
problema!

Figura: Capa do artigo
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O PNCG é um problema com N particulas com massas m, e posi¢cdes g,
regidas unicamente pelo potencial newtoniano:

.. qbr — g5 1 0V N
=Ny 29V o122, N.
* ; “las— @’ m.da

?Aqui omitimos a constante G por facilidade, tomando G = 1 e ignorando suas dimensdes.
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PNCG

Enunciado

O PNCG é um problema com N particulas com massas m, e posi¢cdes g,
regidas unicamente pelo potencial newtoniano:

.. qbr — g5 1 0V R
=N mp———r _ —_ -7 3=1,2,...,N.
& 2 “las—al®  madas

?Aqui omitimos a constante G por facilidade, tomando G = 1 e ignorando suas dimensdes.

Forma Hamiltoniana

Tomando o momento generalizado p, = m.q., podemos reescrever o problema
via equagdes de Hamilton:

. W 2
@l [0 1 _ _ N el
|:pa:| - [_I O:| vI-I(q)p) - QVH(q7 p)? H - ; 2ma + V(q)
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PNCG: Integrais primeiras

Integrais primeiras

O PNCG (em 3 dimensdes) tem 10 integrais primeiras.
© Energia total H;
@ Momento angular total J = ngzl ga X Pa;
© Momento linear total P = 3" | p.;
@ Movimento do centro de massas: G = Mqcm — tP.
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PNCG: Integrais primeiras

O PNCG (em 3 dimensdes) tem 10 integrais primeiras.
© Energia total H;
@ Momento angular total J = ngzl ga X Pa;
© Momento linear total P = 22’21 Pa;

@ Movimento do centro de massas: G = Mqcm — tP.

Valores padriao

@ O PNCG é invariante por translagdes, entdo tomamos sempre qcm(to) = 0;

@ Por outros motivos, sempre tomamos também que P = 0, entdo
Qcm(t) =0, Vt, e que J = 0.
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Escala do sistema

Similaridade Di ica

O PNCG possui similaridade dindmica, entdo um redimensionamento
anisotroépico leva solugdes em solugdes:

§(f) = aq(t), F=o*?t, a>o0.
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Escala do sistema

Similaridade Dinamica

O PNCG possui similaridade dindmica, entdo um redimensionamento
anisotroépico leva solugdes em solugdes:

§(f) = aq(t), F=o*?t, a>o0.

Momento de inércia

Podemos medir um tamanho global de um PNCG através do momento de
inércia:

N
I:=R:=> mlql’.
a=1
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Evolucido da escala

Momento de dilatacdo

A evolug3do da escala é caracterizada pelo momento de dilatacio:

N

D := %I' = Z(%,Pe}-

a=1
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Evolucido da escala

Momento de dilatagao

A evolug3do da escala é caracterizada pelo momento de dilatacio:

N

D:=2i=> (q.p.).

N
v
Il
A

Identidade de Lagrange-Jacobi

Para um sistema com potencial Vi homogéneo de grau k e energia total E,
vale: .
I =4E — 2(2 + k) Vk.

No PNCG, kK = —1, ent3o B
| =4E —2V.
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Dinamica de Formas: Eliminando a escala

Dinamica de Formas

Buscamos uma representacio "objetiva”do PNCG. Eliminamos translacdes,
rotacBes e a escala. Ficamos com o espaco de formas S.
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Dinamica de Formas: Eliminando a escala

Dinamica de Formas

Buscamos uma representacio "objetiva”do PNCG. Eliminamos translacdes,
rotacBes e a escala. Ficamos com o espaco de formas S.

Principio de Mach-Poincaré

Um ponto e uma direcdo em S determinam a evolu¢do em S de forma (nica.
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Dinamica de Formas: Eliminando a escala

Dinamica de Formas

Buscamos uma representacio "objetiva”do PNCG. Eliminamos translacdes,

rotacBes e a escala. Ficamos com o espaco de formas S.

. 7

Principio de Mach-Poincaré

Um ponto e uma direcdo em S determinam a evolu¢do em S de forma (nica.

Eliminagao da escala

As coordenadas (o, 7r) sdo invariantes por translacdo e
por escala:

N3o sdo por rotagdo, mas isso ndo afeta os resultados.

img/tcc/20corpos_|

Figura: Problema de 20
corpos.

energ
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Dindmica de Formas: Complexidade

Complexidade

Para determinar a evolugdo do sistema em fun¢do somente dos pontos em S,
tomamos a complexidade:

Cs .= M—*?R|V|.

Pela ldentidade de Lagrange-Jacobi, E > 0 implica que / tem formato concavo
para cima, entdo Cs tem ponto de minimo global.

t

Figura: Cs e | em um problema de 100 corpos com E = 0.
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Integracdo numérica

Voltando para o PNCG, n3o é facil estuda-lo qualitativamente. Simuld-lo nu-
mericamente pode dar sugestdes de quais caminhos seguir e visualizagdes de
resultados tedricos.

Como temos um conjunto de EDOs, podemos utilizar integradores numéricos de

passo unico:
Zii1 = 2z + h®u(z), z=(q,p).

A qualidade do resultado aproximado depende do tamanho de passo h e do
método Py,
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Integracdo numérica: Métodos tradicionais

Variacao da energia total
nos métodos tradicionais (h=10"%)
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Figura: Lemniscata com h = 1073

Figura: Variagdo da energia total na
lemniscata com h = 1073,
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Integracdo numérica: Métodos simpléticos

Integradores simpléticos

@ Para problemas hamiltonianos auténomos existem métodos mais
recomendados: os simpléticos;

@ Um método simplético é aquele cuja aplicagdo Wy : zx — zx41 é
simplética, i.e.,
(DV,)Q(DV,)" = Q.

@ Um método assim preserva a estrutura simplética do sistema, conservando
a funcdo hamiltoniana e consequentemente as outras integrais primeiras.
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Integracdo numérica: Métodos simpléticos

Variacdo da energia total

nos métodos de Euler (h =1073)
Trajetdrias no intervalo [0,6.32]
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Integracdo numérica: Métodos simpléticos

Variacao da energia total no problema modelo (h= 0.05)
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Figura: Variagdo da energia total para os métodos simpléticos apresentados. A
lemniscata foi integrada no intervalo [0,400] com tamanho de passo h = 0.05.

Octavio Augusto Potalej Simulagio Numérica do PNCG



Corretor numérico

Outra forma de melhorar os resultados é aplicar uma correcdo sobre as apro-
ximagoes.
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Corretor numérico

Outra forma de melhorar os resultados é aplicar uma correcdo sobre as apro-
ximagoes.

Considerando um PVI conservativo e ¥ = (11, ..., ¥«) suas k integrais primeiras,
se z* é uma aproximagdo de z = z(t"), temos por linearizagio

z=2"+D¥(x") a,

onde « resolve
D®(z*)D¥(z*) o = ¥(z0) — ¥(2").

¥ (z0)

(),

Figura: Visualizagdo do corretor
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Corretor numérico

Vamos testar com o método de Euler explicito:
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Valores iniciais

Nosso interesse era em problemas com integrais primeiras especificas:

@ Com distribui¢do uniforme, geramos um conjunto de valores iniciais;

@ Condicionamos os valores com base nas integrais primeiras desejadas.
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Valores iniciais

Nosso interesse era em problemas com integrais primeiras especificas:

@ Com distribui¢do uniforme, geramos um conjunto de valores iniciais;

@ Condicionamos os valores com base nas integrais primeiras desejadas.

Método:

O Centro de massas na origem: g, — ¢> — gcm(0).
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Valores iniciais

Nosso interesse era em problemas com integrais primeiras especificas:

@ Com distribui¢do uniforme, geramos um conjunto de valores iniciais;

@ Condicionamos os valores com base nas integrais primeiras desejadas.

Método:

O Centro de massas na origem: g, — ¢> — gcm(0).
@ Momento linear total:

Ca =~ =~
prpa— L(P-P) = PP, C=) c

Escolhemos ¢, = m,.
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Valores iniciais

Nosso interesse era em problemas com integrais primeiras especificas:

@ Com distribui¢do uniforme, geramos um conjunto de valores iniciais;

@ Condicionamos os valores com base nas integrais primeiras desejadas.

Método:

O Centro de massas na origem: g, — ¢> — gcm(0).

@ Momento linear total:
Ca

C(P—I5) — PP,

Pa — Pa —

Escolhemos ¢, = m,.

© Momento angular total:

Pa > Pa— Maqs X W,

Itota/w =J- j

J—J.

C:an.
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Valores iniciais

Q Energia total: £ — E = 82T +aV

_ —V E
qa — lqaa P Bp. B = Too’ a=1+

Octavio Augusto Potalej Simulagio Numérica do PNCG



Valores iniciais

Q Energia total: £ — E = 82T +aV

— \/0 _
To’ Vo

G o 'qs, parBpa B=

o Uma aplicagdo afeta a outra...
o Podemos fazer iterativamente e supor convergéncia.

o Mas desenvolvemos uma forma direta.
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Valores iniciais

Q Energia total: £ — E = 82T +aV
-1 _ =W _ E
G Qo ParrfBpa b=/ T, afl+v0

o Uma aplicagdo afeta a outra...

o Podemos fazer iterativamente e supor convergéncia.

o Mas desenvolvemos uma forma direta.

Método direto

lotaiw = J —af™'J

.1 1

q.;—a(qa_ﬂqcm(o))’ (X:1+E/V0

po=p(p = (P=p7P) —maxw), 5o [ VoiS
S
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Colisdes

Colisdes (ou aproximagdes intensas) sdo um problema nesse caso!

Mas temos algumas formas de lidar com elas...
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Colisdes

Colisdes (ou aproximagdes intensas) sdo um problema nesse caso!

Mas temos algumas formas de lidar com elas...

@ Regularizar colisdes:

o Levi-Civita, Kustaanheimo-Stiefel, etc;
o Amplamente utilizados. Mas n3o implementamos.
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Colisdes

Colisdes (ou aproximagdes intensas) sdo um problema nesse caso!

Mas temos algumas formas de lidar com elas...

@ Regularizar colisdes:
o Levi-Civita, Kustaanheimo-Stiefel, etc;

o Amplamente utilizados. Mas n3o implementamos.

o Regularizar colisdes aproximadamente (e.g.,
colisdes eldsticas com base em densidade);
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Colisdes

Colisdes (ou aproximagdes intensas) sdo um problema nesse caso!

Mas temos algumas formas de lidar com elas...

@ Regularizar colisdes:
o Levi-Civita, Kustaanheimo-Stiefel, etc;

o Amplamente utilizados. Mas n3o implementamos.

o Regularizar colisdes aproximadamente (e.g.,
colisdes eldsticas com base em densidade);

@ Amortecer o potencial: para ¢ > 0,

V:—Z msymp

= Ve — qal + ¢
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Colisdes

Problema IAU-25 via RKN671 com h=10"3, e =10"' e e = 107°.
@ Sem colisGes;
o Colisdes e r = 0.05;
@ Colisdes e r = 0.1.

Videos dos exemplos.
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https://drive.google.com/drive/folders/1W7_XK1rQFV06dJx5IaLWt3ZjP1wQvDme?usp=drive_link

Dinamica de Formas

Voltando a Dindmica de Formas, podemos observar o comportamento da com-
plexidade para diferentes valores de E.

e N=100e E =0 (p.b. A6);

N=10%e E=—-0.25 (p.b. A7);
N=10°e E=0 (p.b. A8);

N=10% E=0.25e m, =103 (p.b. A.9);

(]
(]
(]
o N=10% E=025em,>1 (p.b. A10);
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Dindmica de Formas: N =100 e E =0 (p.b. A.6)

o Videos
o Complexidade:

" Complexidade (N =10?)

204

15 A

10 A

Cs
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https://drive.google.com/drive/folders/1w9uZcw9vIUoqJD35dxP6U94DRov9XjOr?usp=drive_link

Dinamica de Formas: N =103 e E = —0.25 (p.b. A.7)

o Videos
o Complexidade:
Complexidade para N =107 (E= - 0.25)

@ Espalhamento:

t
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https://drive.google.com/drive/folders/1It9fHWtunQTJB0szQyzEVmkHKL_eQZ0d?usp=drive_link

Dinamica de Formas: N =103 e E =0 (p.b. A.8)

@ Videos

@ Complexidade:

Complexidade para N =107 (E =0)

@ Espalhamento:
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https://drive.google.com/drive/folders/1YO8SKovTP7cjYeUCZGGLnKgKZ-Ln4FBu?usp=drive_link

Dinadmica de Formas: N =103, E=0.25e m, = 1073 (p.b. A

@ Videos

o Complexidade:

14.94

14.93

14.92

14.91

14.90

14.89

14.88

14.87

@ Espalhamento:
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https://drive.google.com/drive/folders/1DW_ECitWAQ9Bra82YlY6LJc6BVsIYRYA?usp=drive_link

Dinamica de Formas: N =103, E =0.25 e m, > 1 (p.b. A.10)

@ Videos

o Complexidade:

lel0

259

20

15

10

0.5 1

@ Espalhamento:
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https://drive.google.com/drive/folders/1HjdOWemFXzkGv64iH9ivMhTzgnfr2WyT?usp=drive_link
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