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Motivação

Começamos estudando um artigo
sobre setas do tempo
gravitacionais;

Precisamos nos aprofundar no
Problema de N-Corpos;

Decidimos simular o PNCG
numericamente para visualizar a
teoria;

Com simulações, podemos
visualizar resultados teóricos e até
obter ideias novas sobre o
problema!

Figura: Capa do artigo
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Referências

PNCG

Enunciado

O PNCG é um problema com N part́ıculas com massas ma e posições qa,
regidas unicamente pelo potencial newtoniano:

q̈a =
∑
b ̸=a

mb
qb − qa

∥qb − qa∥3
= − 1

ma

∂V

∂qa
, a = 1, 2, ...,N.a

aAqui omitimos a constante G por facilidade, tomando G = 1 e ignorando suas dimensões.

Forma Hamiltoniana

Tomando o momento generalizado pa = maq̇a, podemos reescrever o problema
via equações de Hamilton:[

q̇a

ṗa

]
=

[
0 I
−I 0

]
∇H(q, p) = Ω∇H(q, p), H =

N∑
a=1

∥pa∥2

2ma
+ V (q).
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PNCG: Integrais primeiras

Integrais primeiras

O PNCG (em 3 dimensões) tem 10 integrais primeiras.

1 Energia total H;

2 Momento angular total J =
∑N

a=1 qa × pa;

3 Momento linear total P =
∑N

a=1 pa;

4 Movimento do centro de massas: G = Mqcm − tP.

Valores padrão

O PNCG é invariante por translações, então tomamos sempre qcm(t0) = 0;

Por outros motivos, sempre tomamos também que P = 0, então
qcm(t) = 0, ∀t, e que J = 0.
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Escala do sistema

Similaridade Dinâmica

O PNCG possui similaridade dinâmica, então um redimensionamento
anisotrópico leva soluções em soluções:

q̃(t̃) = αq(t), t̃ = α3/2t, α > 0.

Momento de inércia

Podemos medir um tamanho global de um PNCG através do momento de
inércia:

I := R2 :=
N∑

a=1

ma ∥qa∥2 .
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Referências

Escala do sistema

Similaridade Dinâmica
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Evolução da escala

Momento de dilatação

A evolução da escala é caracterizada pelo momento de dilatação:

D :=
1

2
İ =

N∑
a=1

⟨qa, pa⟩ .

Identidade de Lagrange-Jacobi

Para um sistema com potencial Vk homogêneo de grau k e energia total E ,
vale:

Ï = 4E − 2(2 + k)Vk .

No PNCG, k = −1, então
Ï = 4E − 2V .
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Ï = 4E − 2(2 + k)Vk .

No PNCG, k = −1, então
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Dinâmica de Formas: Eliminando a escala

Dinâmica de Formas

Buscamos uma representação ”objetiva”do PNCG. Eliminamos translações,
rotações e a escala. Ficamos com o espaço de formas S .

Prinćıpio de Mach-Poincaré

Um ponto e uma direção em S determinam a evolução em S de forma única.

Eliminação da escala

As coordenadas (σ,π) são invariantes por translação e
por escala:

σa =

√
ma

R
qa, πa =

R√
maD0

pa −
D

D0
σa.

Não são por rotação, mas isso não afeta os resultados.

img/tcc/20corpos_energia0_posicoes_3d_sd.jpg

Figura: Problema de 20
corpos.
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Um ponto e uma direção em S determinam a evolução em S de forma única.

Eliminação da escala

As coordenadas (σ,π) são invariantes por translação e
por escala:

σa =

√
ma

R
qa, πa =

R√
maD0

pa −
D

D0
σa.

Não são por rotação, mas isso não afeta os resultados.

img/tcc/20corpos_energia0_posicoes_3d_sd.jpg

Figura: Problema de 20
corpos.

Octavio Augusto Potalej Simulação Numérica do PNCG
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Dinâmica de Formas: Complexidade

Complexidade

Para determinar a evolução do sistema em função somente dos pontos em S ,
tomamos a complexidade:

CS := M−3/2R|V |.

Pela Identidade de Lagrange-Jacobi, E ≥ 0 implica que I tem formato côncavo
para cima, então CS tem ponto de ḿınimo global.

Figura: CS e I em um problema de 100 corpos com E = 0.
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Integração numérica

Voltando para o PNCG, não é fácil estudá-lo qualitativamente. Simulá-lo nu-
mericamente pode dar sugestões de quais caminhos seguir e visualizações de
resultados teóricos.

Como temos um conjunto de EDOs, podemos utilizar integradores numéricos de
passo único:

zk+1 = zk + hΦh(zk), z = (q, p).

A qualidade do resultado aproximado depende do tamanho de passo h e do
método Φh.
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Integração numérica: Métodos tradicionais

Figura: Lemniscata com h = 10−3

Figura: Variação da energia total na
lemniscata com h = 10−3.
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Integração numérica: Métodos simpléticos

Integradores simpléticos

Para problemas hamiltonianos autônomos existem métodos mais
recomendados: os simpléticos;

Um método simplético é aquele cuja aplicação Ψk : zk → zk+1 é
simplética, i.e.,

(DΨh)Ω(DΨh)
T = Ω.

Um método assim preserva a estrutura simplética do sistema, conservando
a função hamiltoniana e consequentemente as outras integrais primeiras.
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Integração numérica: Métodos simpléticos
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Integração numérica: Métodos simpléticos

Figura: Variação da energia total para os métodos simpléticos apresentados. A
lemniscata foi integrada no intervalo [0, 400] com tamanho de passo h = 0.05.
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Corretor numérico

Outra forma de melhorar os resultados é aplicar uma correção sobre as apro-
ximações.

Considerando um PVI conservativo e Ψ = (ψ1, ..., ψk) suas k integrais primeiras,
se z∗ é uma aproximação de z = z(t∗), temos por linearização

z = z∗ + DΨ(x∗)Tα,

onde α resolve
DΨ(z∗)DΨ(z∗)Tα = Ψ(z0)−Ψ(z∗).

Figura: Visualização do corretor
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Corretor numérico

Vamos testar com o método de Euler expĺıcito:

Figura: Euler expĺıcito com correção (h = 10−3, ϵc = 10−4)
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Valores iniciais

Ideia

Nosso interesse era em problemas com integrais primeiras espećıficas:

1 Com distribuição uniforme, geramos um conjunto de valores iniciais;

2 Condicionamos os valores com base nas integrais primeiras desejadas.

Método:

1 Centro de massas na origem: qa 7→ qa − qcm(0).
2 Momento linear total:

pa 7→ pa −
ca
C
(P − P̃) =⇒ P 7→ P̃, C =

∑
ca.

Escolhemos ca = ma.

3 Momento angular total:

pa 7→ pa −maqa × ω,

Itotalω = J − J̃
=⇒ J 7→ J̃ .
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Valores iniciais

4 Energia total: E 7→ Ẽ = β2T + αV

qa 7→ α−1qa, pa 7→ βpa β =

√
−V0

T0
, α = 1 +

Ẽ

V0

Uma aplicação afeta a outra...

Podemos fazer iterativamente e supor convergência.

Mas desenvolvemos uma forma direta.

Método direto

q̃a =
1

α

(
qa −

1

M
qcm(0)

)
,

p̃a = β
(
pa −

ma

M

(
P − β−1P̃

)
−maqa × ω

)
,

Itotalω = J − αβ−1J̃

α = 1 + Ẽ/V0

β = ±
√

−V0 + S2

S1
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Colisões

Colisões (ou aproximações intensas) são um problema nesse caso!

Mas temos algumas formas de lidar com elas...

Regularizar colisões:
Levi-Civita, Kustaanheimo-Stiefel, etc;
Amplamente utilizados. Mas não implementamos.

Regularizar colisões aproximadamente (e.g.,
colisões elásticas com base em densidade);

Amortecer o potencial: para ϵ > 0,

V = −
∑
a<b

mamb√
∥qb − qa∥+ ϵ2

.

img/tcc/colisao_3d-removebg-preview.jpg
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Colisões

Exemplos

Problema IAU-25 via RKN671 com h = 10−3, ϵ = 10−1 e ϵE = 10−5.

Sem colisões;

Colisões e r = 0.05;

Colisões e r = 0.1.

V́ıdeos dos exemplos.

Octavio Augusto Potalej Simulação Numérica do PNCG

https://drive.google.com/drive/folders/1W7_XK1rQFV06dJx5IaLWt3ZjP1wQvDme?usp=drive_link


Referências

Dinâmica de Formas

Voltando à Dinâmica de Formas, podemos observar o comportamento da com-
plexidade para diferentes valores de E .

N = 100 e E = 0 (p.b. A.6);

N = 103 e E = −0.25 (p.b. A.7);

N = 103 e E = 0 (p.b. A.8);

N = 103, E = 0.25 e ma = 10−3 (p.b. A.9);

N = 103, E = 0.25 e ma > 1 (p.b. A.10);
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Dinâmica de Formas: N = 100 e E = 0 (p.b. A.6)

V́ıdeos

Complexidade:

Octavio Augusto Potalej Simulação Numérica do PNCG
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Dinâmica de Formas: N = 103 e E = −0.25 (p.b. A.7)

V́ıdeos
Complexidade:

Espalhamento:
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Dinâmica de Formas: N = 103 e E = 0 (p.b. A.8)

V́ıdeos

Complexidade:

Espalhamento:
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Dinâmica de Formas: N = 103, E = 0.25 e ma = 10−3 (p.b. A.9)

V́ıdeos

Complexidade:

Espalhamento:
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Dinâmica de Formas: N = 103, E = 0.25 e ma > 1 (p.b. A.10)

V́ıdeos

Complexidade:

Espalhamento:
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