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Motivacdo

o Comegamos estudando um artigo
sobre setas do tempo
gravitacionais;

Identification of a gravitational arrow of time

Julian Barbour,' Tim Koslowski? and Flavio Mercati®

@ Precisamos nos aprofundar no
Problema de N-Corpos;

@ Decidimos simular o PNCG
numericamente para visualizar a o il s i s ey e st Lo e
teoria; 4 it ;i

o Com simulagdes, podemos
visualizar resultados tedricos e até
obter ideias novas sobre o
problema!

Figura: Capa do artigo
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PNCG

Enunciado

O PNCG é um problema com N particulas com massas m, e posi¢cdes g,
regidas unicamente pelo potencial newtoniano:

.. qbr — g5 1 0V R
=N mp———r _ —_ -7 3=1,2,...,N.
& 2 “las—al®  madas

?Aqui omitimos a constante G por facilidade, tomando G = 1 e ignorando suas dimensdes.

Forma Hamiltoniana

Tomando o momento generalizado p, = m.q., podemos reescrever o problema
via equagdes de Hamilton:

. W 2
@l [0 1 _ _ N el
|:pa:| - [_I O:| vI-I(q)p) - QVH(q7 p)? H - ; 2ma + V(q)
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PNCG: Integrais primeiras

Integrais primeiras

O PNCG (em 3 dimensdes) tem 10 integrais primeiras.
© Energia total H;
@ Momento angular total J = ngzl ga X Pa;
© Momento linear total P = 3" | p.;
@ Movimento do centro de massas: G = Mqcm — tP.
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PNCG: Integrais primeiras

O PNCG (em 3 dimensdes) tem 10 integrais primeiras.
© Energia total H;
@ Momento angular total J = ngzl ga X Pa;
© Momento linear total P = 22’21 Pa;

@ Movimento do centro de massas: G = Mqcm — tP.

Valores padriao

@ O PNCG é invariante por translagdes, entdo tomamos sempre qcm(to) = 0;

@ Por outros motivos, sempre tomamos também que P = 0, entdo
Qcm(t) =0, Vt, e que J = 0.
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Escala do sistema

Similaridade Dinamica
O PNCG possui similaridade dindmica, entdo um redimensionamento

anisotroépico leva solugdes em solugdes:

3/2

(f) = aq(t), B(f)=a ’p., if=a"?t, a>0.
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Escala do sistema

Similaridade Dinamica

O PNCG possui similaridade dindmica, entdo um redimensionamento
anisotroépico leva solugdes em solugdes:

d(F) = aq(t), B =a Yp,, F

Momento de inércia

Podemos medir um tamanho global de um PNCG através do momento de
inércia:

|
R

N
I:=R:=> mlql’.
a=1
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Evolucido da escala

Momento de dilatagdo

A evolug3do da escala é caracterizada pelo momento de dilatacio:

1. o
Di=5i=> (ap.).
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Evolucido da escala

Momento de dilatagdo

A evolug3do da escala é caracterizada pelo momento de dilatacio:

1. o
Di=5i=> (ap.).

Identidade de Lagrange-Jacobi

Para um sistema com potencial Vi homogéneo de grau k e energia total E,
vale:

I'=4E —2(2 + k) Vi.

No PNCG, kK = —1, ent3o B
| =4E - 2V.
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Evolucido da escala

Momento de dilatagdo

A evolugdo da escala é caracterizada pelo momento de dilatacdo:

1. o
Di=5i=> (ap.).

Identidade de Lagrange-Jacobi

Para um sistema com potencial Vi homogéneo de grau k e energia total E,
vale:

I'=4E —2(2 + k) Vi.

No PNCG, kK = —1, ent3o B
| =4E - 2V.

Em um problema com k = —2, teriamos que | = 4E e I(t) = 2Et* + bt + c.
Se E =0, ent3o D seria constante. N3o é suficiente, mas ¢ algo.
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Complexidade

@ Se E > 0, entdo D é mondtono;

@ Ent3o | tem um minimo global e o sistema se expande para o futuro e
para o passado a partir do minimo;

e Medida de formato (Complexidade): Cs x R|V/|.
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Reduc¢do da dindmica: Problema de 3 corpos planar

Queremos descrever a dindmica do problema de 3 corpos em termos da
dindmica dos angulos internos do tridngulo formado por qi, g e gs.

Shape Space

Sejam Q =C x C x C, x = (x1,x2,x3) € Q e SE(2) o grupo de movimentos
rigidos no plano (n3o inclui reflexdes). O Shape Space € o espaco Q/SE(2).

Sem perda de generalidade, vamos considerar que g.» =0 e P = 0.
Para mais detalhes, (MONTGOMERY, 2002).

Octavio Augusto Potalej Simulagio Numérica do PNCG



Reduc¢do da dindmica: Problema de 3 corpos planar

Eliminando translagdes

Vetores de Jacobi:

miX1 + MaXo 5
£1:X2_X17 62:)(3_7-
my + mp

Coordenadas de Jacobi:

74l = \/,ulﬁl, Z; = \/M2€2,

ol Figura: Vetores de Jacobi.

1 1 1 1 1 1
—=a—de—, —==—g ==
251 my  mp 2 m3  my+m

Vantagens: | = |z1° + |2|?, T = |1 + |2/
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Reduc¢do da dindmica: Problema de 3 corpos planar

e Rotacio: z = e'?z;

e Entdo o shape space é isométrico ao quociente C2/S*;

Temos entdo w = (w1, wa, wa):
_ Ll 2 _ = _
wm = 5(al" —12f), w=2az w=2zaxz.
@ Vantagens:
o Invariante por agBes de SE(2);

2_ 1,2
o |lw|®=z/°
e O espaco restante (Shape Space) tem a topologia da esfera).
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Reduc¢do da dindmica: Problema de 3 corpos planar

Coordenadas esféricas Equtatera iangle

Podemos tomar coordenadas nessa esfera:

(w, wa, ws) ’||W2|’| ws) := (cos ¢ cos B, sin ¢ cos 0, sin 6). iy o
w y

22| colision

saddle binary

Com isso, podemos identificar pontos o - -
. saddle
interessantes nessa esfera: ot

o Colisdo 1-2: ¢ =7/2, 0 = T;
o Colisdo 1-3: ¢ = 7/2, § = — arctan Cp;
o Colisdo 2-3: ¢ = 7/2, 6 = arctan Cy,; )

Figura: Scale anomaly as the

Com massas iguais, 6 = £7/3, origin of time
respectivamente.

Equilateral triangle
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Reduc¢do da dindmica: Problema de 3 corpos planar

Coordenadas esféricas

Podemos tomar coordenadas nessa esfera:

:= (cos ¢ cos B, sin ¢ cos B, sin 6).

Com isso, podemos identificar pontos
interessantes nessa esfera:

o Colisdo 1-2: ¢ =7/2, 0 = m;

62 — collinear configurations inary coincidences
o Colisdo 1-3: ¢ = 7|'/2, 6 = —arctan C""; @r:ui!ai;mlatn::gi:a’s ;drrjowﬂgm:hmisg‘
o Colisdo 2-3: ¢ = 7/2, O = arctan Cy,; _
. . Figura: Shape sphere do problema
Com massas iguais, § = +7/3, de 3 corpos com mapa de calor de
respectivamente. Cs.
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Pensando agora em N-corpos: Hamiltoniana nao-auténoma

Em N-corpos, temos (ALBOUY; CHENCINER, 1997):

_ % - R, D
O3 = \/MUa R’ Ty — T’/aDOpa DOUa~

Se E > 0, D é mondtono, entdo podemos tomar ¢ = D/Dy como varidvel
temporal. Obtemos a hamiltoniana (ndo auténoma):

H = log (K3 + ¢*) — log Cs,

onde Ks = 3 |||
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Pensando agora em N-corpos: A escala como friccdo em S

Com uma transformagdo ndo-candnica A = log{ e w, = m./¢ (adimensional),
temos:

Ho = log (Zwa cwsy + 1) — log Cs,

ao custo de um sistema dissipativo:

do'a _ 8H0 dwa _ aHO

drx  ow,’ dr  de, T

Na medida que o sistema evolui,
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