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Motivação

Começamos estudando um artigo
sobre setas do tempo
gravitacionais;

Precisamos nos aprofundar no
Problema de N-Corpos;

Decidimos simular o PNCG
numericamente para visualizar a
teoria;

Com simulações, podemos
visualizar resultados teóricos e até
obter ideias novas sobre o
problema!

Figura: Capa do artigo
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PNCG

Enunciado

O PNCG é um problema com N part́ıculas com massas ma e posições qa,
regidas unicamente pelo potencial newtoniano:

q̈a =
∑
b ̸=a

mb
qb − qa

∥qb − qa∥3
= − 1

ma

∂V

∂qa
, a = 1, 2, ...,N.a

aAqui omitimos a constante G por facilidade, tomando G = 1 e ignorando suas dimensões.

Forma Hamiltoniana

Tomando o momento generalizado pa = maq̇a, podemos reescrever o problema
via equações de Hamilton:[

q̇a

ṗa

]
=

[
0 I
−I 0

]
∇H(q, p) = Ω∇H(q, p), H =

N∑
a=1

∥pa∥2

2ma
+ V (q).
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PNCG: Integrais primeiras

Integrais primeiras

O PNCG (em 3 dimensões) tem 10 integrais primeiras.

1 Energia total H;

2 Momento angular total J =
∑N

a=1 qa × pa;

3 Momento linear total P =
∑N

a=1 pa;

4 Movimento do centro de massas: G = Mqcm − tP.

Valores padrão

O PNCG é invariante por translações, então tomamos sempre qcm(t0) = 0;

Por outros motivos, sempre tomamos também que P = 0, então
qcm(t) = 0, ∀t, e que J = 0.
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Escala do sistema

Similaridade Dinâmica

O PNCG possui similaridade dinâmica, então um redimensionamento
anisotrópico leva soluções em soluções:

q̃(t̃) = αq(t), p̃(t̃) = α−1/2pa, t̃ = α3/2t, α > 0.

Momento de inércia

Podemos medir um tamanho global de um PNCG através do momento de
inércia:

I := R2 :=
N∑

a=1

ma ∥qa∥2 .
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Evolução da escala

Momento de dilatação

A evolução da escala é caracterizada pelo momento de dilatação:

D :=
1

2
İ =

N∑
a=1

⟨qa, pa⟩ .

Identidade de Lagrange-Jacobi

Para um sistema com potencial Vk homogêneo de grau k e energia total E ,
vale:

Ï = 4E − 2(2 + k)Vk .

No PNCG, k = −1, então
Ï = 4E − 2V .

Em um problema com k = −2, teŕıamos que Ï = 4E e I (t) = 2Et2 + bt + c.
Se E = 0, então D seria constante. Não é suficiente, mas é algo.
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Complexidade

Se E ≥ 0, então D é monótono;

Então I tem um ḿınimo global e o sistema se expande para o futuro e
para o passado a partir do ḿınimo;

Medida de formato (Complexidade): CS ∝ R|V |.
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Redução da dinâmica: Problema de 3 corpos planar

Objetivo

Queremos descrever a dinâmica do problema de 3 corpos em termos da
dinâmica dos ângulos internos do triângulo formado por q1, q2 e q3.

Shape Space

Sejam Q = C× C× C, x = (x1, x2, x3) ∈ Q e SE(2) o grupo de movimentos
ŕıgidos no plano (não inclui reflexões). O Shape Space é o espaço Q/SE(2).

Antes...

Sem perda de generalidade, vamos considerar que qcm = 0 e P = 0.
Para mais detalhes, (MONTGOMERY, 2002).
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Redução da dinâmica: Problema de 3 corpos planar

Eliminando translações

Vetores de Jacobi:

ξ1 = x2 − x1, ξ2 = x3 −
m1x1 +m2x2
m1 +m2

.

Coordenadas de Jacobi:

z1 =
√
µ1ξ1, z2 =

√
µ2ξ2,

onde

1

µ1
=

1

m1
+

1

m2
,

1

µ2
=

1

m3
+

1

m1 +m2
.

Vantagens: I = |z1|2 + |z2|2, T = |ż1|2 + |ż2|2

Figura: Vetores de Jacobi.
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Redução da dinâmica: Problema de 3 corpos planar

Eliminando rotações

Rotação: z = e iθz ;
Então o shape space é isométrico ao quociente C2/S1;

Temos então w = (w1,w2,w3):

w1 =
1

2
(|z1|2 − |z2|2), w2 = z1z̄2, w3 = z1 × z2.

Vantagens:
Invariante por ações de SE(2);

∥w∥2 = 1
4
I 2.

O espaço restante (Shape Space) tem a topologia da esfera).
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Redução da dinâmica: Problema de 3 corpos planar

Coordenadas esféricas

Podemos tomar coordenadas nessa esfera:

(w1,w2,w3)

∥w∥ := (cosϕ cos θ, sinϕ cos θ, sin θ).

Com isso, podemos identificar pontos
interessantes nessa esfera:

Colisão 1-2: ϕ = π/2, θ = π;

Colisão 1-3: ϕ = π/2, θ = − arctanCm;

Colisão 2-3: ϕ = π/2, θ = arctanCm;

Com massas iguais, θ = ±π/3,
respectivamente.

Figura: Scale anomaly as the
origin of time
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Pensando agora em N-corpos: Hamiltoniana não-autônoma

Em N-corpos, temos (ALBOUY; CHENCINER, 1997):

σa =
√
µa

qa

R
, πa =

R
√
µaD0

pa −
D

D0
σa.

Se E ≥ 0, D é monótono, então podemos tomar ζ = D/D0 como variável
temporal. Obtemos a hamiltoniana (não autônoma):

H = log (K 2
S + ζ2)− logCS ,

onde KS =
∑

||πa||2.
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Pensando agora em N-corpos: A escala como fricção em S

Com uma transformação não-canônica λ = log ζ e ωa = πa/ζ (adimensional),
temos:

H0 = log
(∑

ωa · ωa + 1
)
− logCS ,

ao custo de um sistema dissipativo:

dσa

dλ
=

∂H0

∂ωa
,

dωa

dλ
= −∂H0

∂σa
− ωa.

Na medida que o sistema evolui,
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