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Motivacdo

o Comegamos estudando um artigo
sobre setas do tempo
gravitacionais;

Identification of a gravitational arrow of time

Julian Barbour,' Tim Koslowski? and Flavio Mercati®

@ Precisamos nos aprofundar no
Problema de N-Corpos;

@ Decidimos simular o PNCG
numericamente para visualizar a o il s i s ey e st Lo e
teoria; 4 it ;i

o Com simulagdes, podemos
visualizar resultados tedricos e até
obter ideias novas sobre o
problema!

Figura: Capa do artigo

Octavio Augusto Potalej Simulagio Numérica do PNCG



Parte |

O Problema e a simulagdo numérica



PNCG

Enunciado

O PNCG é um problema com N particulas com massas m, e posi¢cdes g,
regidas unicamente pelo potencial newtoniano:

.. qbr — g5 1 0V R
=N mp———r _ —_ -7 3=1,2,...,N.
& 2 “las—al®  madas

?Aqui omitimos a constante G por facilidade, tomando G = 1 e ignorando suas dimensdes.

Forma Hamiltoniana

Tomando o momento generalizado p, = m.q., podemos reescrever o problema
via equagdes de Hamilton:

. W 2
@l [0 1 _ _ N el
|:pa:| - [_I O:| vI-I(q)p) - QVH(q7 p)? H - ; 2ma + V(q)
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PNCG: Integrais primeiras

Integrais primeiras

O PNCG (em 3 dimensdes) tem 10 integrais primeiras.
© Energia total H;
@ Momento angular total J = Zivzl G: X pa;
© Momento linear total P = Zivzl Pa;

@ Movimento do centro de massas: G = Mq., — tP.

Centro de massas

O PNCG é invariante por translacdes, entdo tomamos sempre gecm(to) = 0.
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Simulagdo numérica: integradores

Simular numericamente o problema de N-corpos pode ajudar a ter insights.

Formas de simular:
@ Integracdo numérica tradicional/geral;
@ Integracdo numérica simplética;

@ Aproximagdes e métodos especificos.
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Simulagdo numérica: Métodos tradicionais/gerais

@ Os métodos tradicionais/gerais servem para quaisquer PVI de EDO;

@ Foquei nos métodos de passo tnico:zxt1 = zx + h®u(z4), z=(q,p).

Figura: Lemniscata com h = 103
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Variagao da energia total
nos métodos tradicionais (h= 1073)
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Integracdo numérica: Métodos simpléticos

Integradores simpléticos

@ Para problemas hamiltonianos auténomos existem métodos mais
interessantes: os simpléticos;

@ Um método simplético é aquele cuja aplicagdo Wy : zx — zx41 é
simplética, i.e.,
(DV,)Q(DV,)" = Q.

@ Um método assim preserva a estrutura simplética do sistema, conservando
a funcdo hamiltoniana e consequentemente as outras integrais primeiras.
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Integracdo numérica: Métodos simpléticos

Variacdo da energia total

nos métodos de Euler (h =1073)
Trajetdrias no intervalo [0,6.32]
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Integracdo numérica: Métodos simpléticos

Variacao da energia total no problema modelo (h= 0.05)
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Figura: Variagdo da energia total para os métodos simpléticos apresentados. A
lemniscata foi integrada no intervalo [0,400] com tamanho de passo h = 0.05.
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Integracdo numérica: Métodos simpléticos - Vantagem

Variagao da energia total no problema modelo (h=0.05) Variagdo da energia total no problema modelo (h=0.15)
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(a) Intervalo [0,100] e h = 0.05. (b) Intervalo [0,300] e h = 0.15.

Figura: Variagdo da energia total na simulagdo da lemniscata com RK22, RK33, RK44
e Euler Simplético.
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Simulagdo numérica: Métodos especificos

NBODY Codes (AARSETH, 2003)

@ Propésitos variados, mas no geral utilizados para problemas reais;
@ Modelo hierdrquico: cada particula tem seu préprio timestep;

o Block-timestep: particulas com timestep iguais sdo integradas ao mesmo
tempo.

o Esquema Hermite de 42 Ordem, adaptado para regularizacdes miiltiplas e
para maquinas especializadas (ex.: GRAPE).

e OBS: N3o é simplético...
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Corretor numérico

Outra forma de melhorar os resultados ¢ aplicar corre¢Ges sobre as aproximagdes.
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Corretor numérico

Outra forma de melhorar os resultados ¢ aplicar corre¢Ges sobre as aproximagdes.

Considerando um PVI conservativo e ¥ = (11, ..., ¥«) suas k integrais primeiras,
se z* é uma aproximagdo de z = z(t"), temos por linearizagio

z=2"+D¥(x") a,

onde « resolve
DY (z*)D¥(z*) o = ¥(z) — ¥(z).

¥ (20)

(),

Figura: Visualizagdo do corretor
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Corretor numérico

Vamos testar com o método de Euler explicito:
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Colisdes

Colisdes (ou aproximagdes intensas) sdo um problema nesse caso!

Mas temos algumas formas de lidar com elas...
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Colisdes

Colisdes (ou aproximagdes intensas) sdo um problema nesse caso!

Mas temos algumas formas de lidar com elas...

o Regularizar colises:
o Levi-Civita, Kustaanheimo-Stiefel, Aarseth-Zare,
etc;
o Amplamente utilizados. Mas n3o implementamos.
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Colisdes

Colisdes (ou aproximagdes intensas) sdo um problema nesse caso!

Mas temos algumas formas de lidar com elas...

o Regularizar colises:
o Levi-Civita, Kustaanheimo-Stiefel, Aarseth-Zare,
etc;
o Amplamente utilizados. Mas n3o implementamos.
@ Regularizar colisdes aproximadamente (e.g.,
colisBes elasticas com base em densidade);
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Colisdes

Colisdes (ou aproximagdes intensas) sdo um problema nesse caso!

Mas temos algumas formas de lidar com elas...

o Regularizar colises:
o Levi-Civita, Kustaanheimo-Stiefel, Aarseth-Zare,
etc;
o Amplamente utilizados. Mas n3o implementamos.
@ Regularizar colisdes aproximadamente (e.g.,
colisBes elasticas com base em densidade);

@ Amortecer o potencial: para ¢ > 0, 5

V:—Z msymp

= law— .l + &
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Colisdes

Problema IAU-25 via RKN671 com h = 103.
@ Potencial amortecido com € = 0.1;
o Choques com raio r = 0.05;
o Choques com raio r = 0.1.

Videos dos exemplos.
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https://drive.google.com/drive/folders/1XjwNEn2m0zzwYXSVCzUh9_9zFH28VpGP?usp=sharing

Valores iniciais

Nosso interesse era em problemas com integrais primeiras especificas:

@ Com distribui¢do uniforme, geramos um conjunto de valores iniciais;

@ Condicionamos os valores com base nas integrais primeiras desejadas.
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Valores iniciais

Nosso interesse era em problemas com integrais primeiras especificas:

@ Com distribui¢do uniforme, geramos um conjunto de valores iniciais;

@ Condicionamos os valores com base nas integrais primeiras desejadas.

Método:

O Centro de massas na origem: g, — ¢> — gcm(0).
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Valores iniciais

Nosso interesse era em problemas com integrais primeiras especificas:

@ Com distribui¢do uniforme, geramos um conjunto de valores iniciais;

@ Condicionamos os valores com base nas integrais primeiras desejadas.

Método:

O Centro de massas na origem: g, — ¢> — gcm(0).
@ Momento linear total:

Ca =~ =~
prpa— L(P-P) = PP, C=) c

Escolhemos ¢, = m,.
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Valores iniciais

Nosso interesse era em problemas com integrais primeiras especificas:

@ Com distribui¢do uniforme, geramos um conjunto de valores iniciais;

@ Condicionamos os valores com base nas integrais primeiras desejadas.

Método:

O Centro de massas na origem: g, — ¢> — gcm(0).

@ Momento linear total:
Ca

C(P—I5) — PP,

Pa — Pa —

Escolhemos ¢, = m,.

© Momento angular total:

Pa > Pa— Maqs X W,

Itota/w =J- j

J—J.

C:an.
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Valores iniciais

Q Energia total: £ — E=8T+aV

. —Vo E
a ED a a = I =1 v
G~ Qa, Ppa+>Pps B T, + Vo
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Valores iniciais

Q Energia total: £ — E=8T+aV

1 -V
a ay a a = — =1 Ve
G~ Qa, Ppa+>Pps B T, + Vo

@ Uma aplicagdo afeta a outra...
o Podemos fazer iterativamente e supor convergéncia.

@ Mas desenvolvemos uma forma direta.
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Valores iniciais

Q Energia total: £ — E=8T+aV

71+—

q. — a Qa, Pa — »BPa 6 0

@ Uma aplicacdo afeta a outra...
o Podemos fazer iterativamente e supor convergéncia.

@ Mas desenvolvemos uma forma direta.

lotarw = J —af™'J

. 1 1
=73 ("a‘ﬂ"m("))’ a=1+E/Vo

Bo=6(po— T2 (P=p7B) —masxw), 5 S

N3o funciona para potencial amortecido!
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Parte 1l

Questdes de escala



Medidas de escala

Similaridade Dinamica
O PNCG possui similaridade dindmica, entdo um redimensionamento

anisotroépico leva solugdes em solugdes:

3/2

(f) = aq(t), B(f)=a ’p., if=a"?t, a>0.

Octavio Augusto Potalej Simulagio Numérica do PNCG



Medidas de escala

Similaridade Dinamica

O PNCG possui similaridade dindmica, entdo um redimensionamento
anisotroépico leva solugdes em solugdes:

d(F) = aq(t), B =a Yp,, F

Momento de inércia

Podemos medir um tamanho global de um PNCG através do momento de
inércia:

|
R

N
I:=R:=> mlql’.
a=1
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Evolucido da escala

Momento de dilatacdo

A evolug3do da escala é caracterizada pelo momento de dilatacio:

N

D := %I' = Z(%,Pe}-

a=1
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Evolucido da escala

Momento de dilatagao

A evolug3do da escala é caracterizada pelo momento de dilatacio:

N

D:=2i=> (q.p.).

N
v
Il
A

Identidade de Lagrange-Jacobi

Para um sistema com potencial Vi homogéneo de grau k e energia total E,
vale: .
I =4E — 2(2 + k) Vk.

No PNCG, kK = —1, ent3o B
| =4E —2V.
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O que esperar para o sistema?

Conforme (MARCHAL; SAARI, 1976), podemos esperar algumas coisas para um
problema com E=0e J =0.

@ Se E=0e J =0, o sistema evapora em subsistemas (conjuntos de

particulas com separa¢do limitada por O(t2/3) cujos centros de massa se
separam linearmente em t;
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O que esperar para o sistema?

Conforme (MARCHAL; SAARI, 1976), podemos esperar algumas coisas para um
problema com E=0e J =0.

@ Se E=0e J =0, o sistema evapora em subsistemas (conjuntos de
particulas com separa¢do limitada por O(t2/3) cujos centros de massa se
separam linearmente em t;

o Cada subsistema tem particulas individuais ou clusters (no geral, pares
keplerianos) que permanecem juntos.
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O que esperar para o sistema?

Conforme (MARCHAL; SAARI, 1976), podemos esperar algumas coisas para um
problema com E=0e J =0.

@ Se E=0e J =0, o sistema evapora em subsistemas (conjuntos de
particulas com separa¢do limitada por O(t2/3) cujos centros de massa se
separam linearmente em t;

o Cada subsistema tem particulas individuais ou clusters (no geral, pares
keplerianos) que permanecem juntos.

o Cada subsistema também tem quantidades conservadas assintoticamente.
Es(t) = Ez(00) + O(t™*"),
J7(t) = J7(00) + O(t7*3),
X7(t)/t = Vg(o0) + O(t7),

onde Ez, J7 e X7 s3o a energia, o momento angular e a distdncia do
subsistema ao centro de massas (origem).
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Como caracterizar essa evolucao?

@ Enquanto V contém informagdes sobre as menores distancias, / contém
sobre as maiores.

o Comprimento da raiz quadrada média: {/ms = VI =R,
e Comprimento harménico médio: £, = 1/|V]|.
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Como caracterizar essa evolucao?

@ Enquanto V contém informagdes sobre as menores distancias, / contém
sobre as maiores.

o Comprimento da raiz quadrada média: {/ms = VI =R,
e Comprimento harménico médio: £, = 1/|V]|.

o Complexidade: Cs := M™%/2. | /lmm = R|V|/ M2,
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Como caracterizar essa evolucao?

@ Enquanto V contém informagdes sobre as menores distancias, / contém
sobre as maiores.

o Comprimento da raiz quadrada média: {/ms = VI =R,
e Comprimento harménico médio: £, = 1/|V]|.

o Complexidade: Cs := M™%/2. | /lmm = R|V|/ M2,

o Para regimes com E > 0, | é cdncavo para cima e Cs tem minimo global -
o ponto de Janus:

Figura: Cs e | em um problema de 100 corpos com E = 0.
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Parte |l|

Reduc¢do do problema e as setas do tempo



Principio de Mach

E possivel eliminar completamente as no¢Ges de espago
e tempo absolutos da mecénica newtoniana?
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Principio de Mach

E possivel eliminar completamente as no¢Ges de espago
e tempo absolutos da mecénica newtoniana?

Mach fez essa pergunta, e deixou ideias de o que uma
mecanica desse tipo precisaria cumprir.

Principio de Mach (BARBOUR, 2014)

A especificagdo de um ponto e uma direcdo (forma
forte) ou de um ponto e um vetor tangente (forma
fraca) em um espago de configuragdes reduzido
determinam a evolugdo de forma unica.

(BARBOUR; BERTOTTI, 1982) propuseram um
método universal (Best Matching) para criar teorias que Figura: Ernst Mach
implementam o Principio de Mach. (1838-1916)

Octavio Augusto Potalej Simulagio Numérica do PNCG



Reduc¢do da dindmica: Problema de 3 corpos

Queremos descrever a dindmica do problema de 3 corpos em termos da
dindmica dos angulos internos do tridngulo formado por qi, g e gs.

Shape Space

Sejam Q =C x C x C, x = (x1,x2,x3) € Q e SE(2) o grupo de movimentos
rigidos no plano (n3o inclui reflexdes). O Shape Space € o espaco Q/SE(2).

Sem perda de generalidade, vamos considerar que g.» =0 e P = 0.
Para mais detalhes, (MONTGOMERY, 2002).
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Reduc¢do da dindmica: Problema de 3 corpos

Eliminando translagdes

Vetores de Jacobi:

miX1 + MaXo 5
£1:X2_X17 62:)(3_7-
my + mp

Coordenadas de Jacobi:

74l = \/,ulﬁl, Z; = \/M2€2,

ol Figura: Vetores de Jacobi.

1 1 1 1 1 1
—=a—de—, —==—g ==
251 my  mp 2 m3  my+m

Vantagens: | = |z1° + |2|?, T = |1 + |2/
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Reduc¢do da dindmica: Problema de 3 corpos

e Rotacio: z = e'?z;

e Entdo o shape space é isométrico ao quociente C2/S*;

Temos entdo w = (w1, wa, wa):
_ Ll 2 _ = _
wm = 5(al" —12f), w=2az w=2zaxz.
@ Vantagens:
o Invariante por agBes de SE(2);

2_ 1,2
o |lw|®=z/°
e O espaco restante (Shape Space) tem a topologia da esfera).
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Reduc¢do da dindmica: Problema de 3 corpos

Coordenadas esféricas Equitateal triangle

Podemos tomar coordenadas nessa esfera:

(w, wa, ws) ’”W2|’| ws) := (cos ¢ cos B, sin ¢ cos 0, sin 6). g o
w

R
<.\ binary
<22 collision

saddle
point

binary
collision

Com isso, podemos identificar pontos o
interessantes nessa esfera: e o
o Colisdo 1-2: ¢ =7/2, 0 = T;
o Colisdo 1-3: ¢ = 7/2, § = — arctan Cp;

o Colisdo 2-3: ¢ = 7/2, 6 = arctan Cy,; )
Figura: (BARBOUR; LOSTAGLIO
Com massas iguais, 6 = £7/3, et al., 2013)

respectivamente.

Equilateral triangle
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Reduc¢do da dindmica: Problema de 3 corpos

Como eliminar o tempo?

Sendo ¢ = D/Dy e w, = p./Do, temos:

. 1
H = log (775 +sin? 071'§> + Z<2) — log Cs.
Podemos fazer uma transf. n3o-candnica:

A=logl, wo=mo/C, we =/

— collinear confignrations binary coincidences €3
i L. i @ cquitateral triangles Euler configurations (=)
o que leva a um sistema dissipativo:
. 8 Figura: Shape sphere do problema
Ho = log(wp + sin™~ wy, + 1/4) — log Cs. de 3 corpos com mapa de calor de

Cs.
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Redugdo do problema de N-corpos: Coordenadas obj

Eliminagdo da escala em N-corpos

As coordenadas (o, 7v) sdo invariantes por translagio e por escala:

Oa = MaQa» 7"'a:iR Pa_Ba'a-
R ViaDo Do

N3o sdo por rotagdo, mas tudo bem...
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Reducdo do problema de N-corpos: Coordenadas objetivas

Eliminagdo da escala em N-corpos

As coordenadas (o, 7r) s3o invariantes por translagdo e por escala:

v/ Ha R D
a,  Ta = a — ~ Oa-
R 7 VDo T Dy

O, =

N3o sdo por rotagdo, mas tudo bem...

Propriedades

N N
RU:ZH0'3H2:]_, Dﬂ,ﬂ:ZPia'O'aio,
a=1 a=1
N N
Ucm:ZvﬂaUazo, ﬂG:Z\/ﬁTaﬂ-a:O,
a=1 a=1
{f(D,R),m,} =0, {f(D,R),0.} =0.
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Reducao do problema de N-corpos: Evolucdo

Eliminando o tempo =

O momento de dilatagdo D comuta com log R. Se
E =0 e sendo Ks = ||=r||*:

H = log (Ks + ¢*) — log Cs,

e temos:
do,  2m, dm, _OlogCs  Ks o
d¢ Ks + CQ’ d¢ 0o, Ks +¢2 - Figura: Problema de 20

. . . corpos.
Novamente, um sistema n3o auténomo.
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Reduc3o do problema de N-corpos: A escala como friccdo

Através de uma transformagdo n3o-candnica
A=log(, wa=m/(,
obtemos uma hamiltoniana auténoma, mas dissipativa:
Ho = log (H(.«)H2 + 1) — log Cs.
As equacdes de movimento ficam:

do, _OHo dw. _ OHp w
d\ ~ dw, d\x O, -

A escala atua como uma fricgdo no espaco de pré-formas.

@ A complexidade Cs deve crescer indefinidamente.

A dindmica para Hp tem inicio, entdo Cs tem um minimo.

Ent3o, Cs caracteriza uma seta do tempo para o problemal
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Energia positiva?

Se E > 0, temos outra hamiltoniana:

1
H=log | Cs + \/Cg + EEDg(Ks +¢2?)

@ O principio de Mach-Poincaré ja ndo vale aqui, mas ainda temos uma
teoria invariante por escala e adimensional.

@ Quando ¢ — oo, Cs se enfraquece e o sistema assintoticamente congela
no espa¢o de formas.
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Dinamica de Formas

Voltando a Dindmica de Formas, podemos observar o comportamento da com-
plexidade para diferentes valores de E.

e N=100e E =0 (p.b. A6);

N=10%e E=—-0.25 (p.b. A7);
N=10°e E=0 (p.b. A8);

N=10% E=0.25e m, =103 (p.b. A.9);

(]
(]
(]
o N=10% E=025em,>1 (p.b. A10);
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Dindmica de Formas: N =100 e E =0 (p.b. A.6)

o Videos
o Complexidade:

" Complexidade (N =10?)

204

15 A

10 A

Cs
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https://drive.google.com/drive/folders/1w9uZcw9vIUoqJD35dxP6U94DRov9XjOr?usp=drive_link

Dinamica de Formas: N =103 e E = —0.25 (p.b. A.7)

o Videos
o Complexidade:
Complexidade para N =107 (E= - 0.25)

@ Espalhamento:

t
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https://drive.google.com/drive/folders/1It9fHWtunQTJB0szQyzEVmkHKL_eQZ0d?usp=drive_link

Dinamica de Formas: N =103 e E =0 (p.b. A.8)

@ Videos

@ Complexidade:

Complexidade para N =107 (E =0)

@ Espalhamento:
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https://drive.google.com/drive/folders/1YO8SKovTP7cjYeUCZGGLnKgKZ-Ln4FBu?usp=drive_link

Dinadmica de Formas: N =103, E=0.25e m, = 1073 (p.b. A

@ Videos

o Complexidade:
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14.90
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14.88

14.87
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https://drive.google.com/drive/folders/1DW_ECitWAQ9Bra82YlY6LJc6BVsIYRYA?usp=drive_link

Dinamica de Formas: N =103, E =0.25 e m, > 1 (p.b. A.10)

@ Videos

o Complexidade:

lel0
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@ Espalhamento:
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https://drive.google.com/drive/folders/1HjdOWemFXzkGv64iH9ivMhTzgnfr2WyT?usp=drive_link
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