Gabarito
MAT2219 — Lista 4

1. Seja y uma curva plana simples, fechada e lisa por partes, percorrida uma vez
no senitdo horario. D€ todos os valores possiveis para

—ydx + xd —ydx + xd
y Xty y X +9y
Demonstragdo. Dica: considere as curvas que enlacam (0, 0) e ndo enlagam (0, 0)

e observe que %ﬁ — g—P = (0 fora do ponto (0,0) (neste ponto o campo nao esta
X y

definido). Falta apenas aplicar teorema de Green. [

3. Em cada item abaixo, determine se F € ou ndo um campo gradiente no dominio
indicado D. Em caso afirmativo, determine um potencial de F.

.« ()F(x, y) = x4+ xf, D = IR% Note que 0 campo no é conservativo pois
0Q 0P
ox dy

—

« (b) F(x,y) = (2xeY +y)i+ (x2e¥ +x —2y)j. D = R2 Note que

y 20y _
0x 0x oy oy

Logo como R? ¢ simplesmente conexo entdo temos que F € conservativo.
Agora vamos supor conhecida a funcdo potencial e vamos caraterizar esta.
Seja @ a fung¢ao potencial, logo

Ve =F,
1ss0 € mesmo

0 0
a—i):2xey+y, £:x269+x—2y



da primeira equagdo temos

()
— —9xeY
ox xe” +y,

o(x,y) :J (2teY +y)dt + f(y)

0
2

t
= (25 +yt)

X

+f(y)
0

=x"eY + yx + f(y)

assim @ (x,y) = x%eY +yx+ f(y) para uma fungdo f : R — R. Além disso

0p  d(x*eY +yx+fly))

— x2eY _
oy 3y x“e? +x + 3y
Por outro lado da segunda equagio temos
o
¥ x2eY —9
3y x“ed +x—2y
Por tanto 3¢
2,y 2,y
e —2y =x"e —.
x“ed +x -2y =x"e’ +x+ 3y
Logo
of
— —_9
oy Y
assim f(y) = —y? + ¢, com ¢ uma constante. Em conclugdo temos que

funcdo potencial €
o(x,y) =x%eY +yx —y* +c.
4. Calcule

(b). fy (i—;‘%) dx + (2y In(x? 4 1)) dy, onde y € o arco da elipse 4x? +y? = 1

do ponto (0, 1) ao ponto (%, 0) percorrido no sentido anti-horario.



Demonstragdo. Vamos aplicar o Teorema de Green

2xy? oP 4
xy_>  Axy

P - R
(xy) x? 41 dy x*+1
0Q 4dxy
=2yln(x*+1 — =
Qlx,y) =2yln(x"+1) — = 21
Ddi, note que % — % = 0. Portanto,
2xy? ) J 0Q 0P
d 2y 1 1)) dy = — —— | dA=0
L <X2‘|’1) X (2ylnbe 1)) dy p \0x 0y

]

(d). fy (2xy + siny) dx+x cosydy+x*dz, onde y é a intersec¢io das superficies
3x2 +y? +2z% =1 ey = x no 1° octante e orientada de forma que a sua projecao
no plano yz seja percorrida no sentido horario.

Demonstra¢do. Como y = x substituimos em 3x? +y% + z? = 1 e temos 4y? +
z? = 1. Agora vamos usar coordenadas polares,

1 1
y :§COSG—>dy:—§sin9

z=sin — dz =

)

cosb

1 1
X=—-c0os0 — dx =——=sin0
2 2

Onde 5 < 0 < 0. Assim, J"y (2xy + siny) dx + x cosydy = (x*)
011 1 1 1 1 1
(%) = Jg ((5 cos® 0 + sin (5 coS 9)) (—5 sin 6) + 5 cos 0 cos (5 coS 9) (—5 sin 9)
—I—i cos? 0 cos 9) do

—J0—1'929—1'9' ! 9—1'9 0 L G—I—l *0 ) de
= 4 Sin B cos 5 sinOsin | o cos 4 SinBcosBcos | S cos 7 608

B



Agora, observe que

r

1 1
—ZSiHGCOSQGdGIECOSSG—FC

.
—lsinesin 1cose dO® = —cos —cose
J 2 2
1
2

.

—i sin O cos 0 cos <% coS 9) dO = — cos O sin (% CoS 9) ~+ cos (% coS G) +C
1 o, 1 1.,

ZCOS 6d6—4<81n6 38111 9)+C

Portanto,

r

J

1

1 1 1 1
(%) = D cos® 0 — cos (5 cos 6) + 5 cos 0 sin (5 cos 6> + cos (5 cos 9)

0
—|—i (sin 0 — % sin® 9)

1 1 1 1
= 1—2008 9+§cosesm (§COSB) +Zsin9—1—281n39 .

2
Lol (1) 1
= -_— —S _ ] — = 1
12 T2\ \2) T 1T 12

1 . 1 1
=—sin|{=-)——
2 2 12

[
5. Seja o campo F(x,y) = % e y a curva dada por y(t) = (e',sint) para
0 < t < . Calcule fy Far.

us
2

0

Demonstra¢do. Comy(t) = (e, sint) temos y’'(t) = (e*, cost), logo

, el + sintj " , e’ +sintcost
Fyt) = ———2 S Fly(t) -y'(t) =
(r(®) et +sin’t y(t)-v(t) e2t +sin’t

Entao,

7T 2t
= +sintcost
J Fdr = J dt
v o et +sin’t



Substituindo u = e?! + sin?t temos du = 2e?' + 2sintcost. Além disso, se
t=0temosu = 1eset=7temos u = e>™. Assim,

27 27

-, [™e*+sintcost 1(¢ 1 1 €
JFdr:J & st © :§J pdu= gy
v 0 1 1

1
=3 (ln (62”) — ln(l))
=7

Observacao: Observe que o campo vetorial € conservativo, entdo a conta
da integral pode ser simplificada usando Teorema Fundamental para o campo
conservativo (com fung¢éo potencial @(x,y) = % In(x? +y?)). ]

6. Calcule as integrais

(b). fy(ln(x—l—yQJ—y)dx—l—(Zy In(x+y?)—x)dy sendoy acurva (x—2)?+y? = 1
comy = 0 orientada no sentido horario.
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@

Demonstracdo. -
Observe que aax — 22 —.
Seja y;1 o segmento parametrizado por x(t) =tey(t) =0,t € [1,3],e D a
regido limitada por y e y;, entdo por Teorema de Green,

0 0
0= ”(6_(3 — a—yp)dxdy = Ll(ln(eryQ) —y)dx + (2yIn(x +y?) — x)dy
D

—J (In(x +y?) —y)dx + (2y In(x +y?) — x)dy.



Portanto

J (In(x +y?) —y)dx + (2y In(x +y?) — x)dy
N

3 3

Intdt :tlntﬁ’—J dt=3In3—2.
1

:J (In(x +y?) —y)dx + (2y In(x + y?) —x)dy :J

1

]

7. Mostre que as integrais abaixo independem do caminho e calcule-as.
b
. (a)f((il)) 2xydx + (x* —y?)dy,
. (b) fgg’ot;) sinydx + x cosydy

Demonstracdo. Dica: Dado que ambas funcgdes sdo definidas em todo R? e este
€ simplemente conexo, para provar que as integrais sdo independe do caminho é
suficiente mostrar que sobre qualquer curva fechada simples C! a integral € nula.
Para provar esto podemos usar o Teorema de Green

B 2Q 0P
F.cw:” I 9 axd
L Cox oy

Para F(x,y) = 2xyi + (x2 — y?)j temos que

0Q _dx—y) _, oP_alxy _ .,
ox  ox 7 dy oy 7
Logo
P
% — g_y =2x—2x =0
Para F(x,y) = sinyi + x cos yj temos que
0Q  0(xcosy) OP  0Osiny
x  ox Y dy  dy - oY
© 0Q 0P
%—a:cosy—cosyzo
assim

B dQ P
F-d}‘/’:“' — — —dxd :” 0dxdy =0
L Cox oy T T
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Por tanto f((ff;) 2xydx + (x> —y?)dy e f((gbb)) sinydx + x cos ydy independe do
caminho. Agora para calcular a integral € suficientes tomar qualquer curva em R?
unindo os pontos (1, 1) e (a, b), por exemplo uma linha reta

y(t)=(1,1) +t(a,b), O<t<L



