Gabarito
MAT2219 — Lista 3

1. Calcule as seguintes integrais de linha ao longo da curva indicada:

(b) fy xy*ds, v € a semi-circunferéncia x* + y% = 16,0 < x.

Demonstragdo. Vamos considerar a seguente parametriza¢ao para a semi-circunferéncia
x?+y?=16,0 < x,

v(t) = (4cos(t),4sin(t)), —
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N
-
N
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Logo aplicando a formula

b
J F(x,y,z)ds :J F(y(t))]h/’(t)”dt

a
Assim por um lado temos que

Y (Dl = /(—4sin(t))? + (4 cos(t))? = V16 = 4,

por tanto

NE

J xy*ds :J 4cos(t) - (4sin(t))? - 4dt
v

us
2

s

:46J2 cos(t) (sin(t))4dt

. t=1
46 Sin o 2

— 7T
t=—3

6

:%(1+1)

—1638, 4

(© [, (x —2y?)dy ,y € o arco da pardbolay = x* de (—2,4) a (1,1).
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Demonstragdo. Vamos considerar a parametriza¢do do arco da pardbola y = x>
de (—2,4) a (1, 1) dada por:

‘Y(t) = (t7t2)7_2 < t < 17
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Agora usando a expressdo para integral de linha de um campo vetorial F(x,y

-

) =
P(x,y)f+ Q(x,y)j sobre uma curva parametrizada y(t) = (x(t),y(t)),a <t <

[ Foey)av=| [P(x(t),y(tn%+Q(x(t),y(t))d—” at.



Logo
1
J (x — 3y?)dy :J (t —2t1) - 2tdt
hY% —2

1 1
:QJ tzdt—4J t°dt
—2 —2

1 1

2 6
—2 —2
16 27
RERE
—48.

(e) [, xyzds, vy :x =2y,y = 3sint,z=3cost,0 <t < 3.

Demonstragdo. O calculo direito da integral € usando a expressao do item anterior,
para aplicar esta precisamos

Iy (t)ll = \/4+90052t+9sjn2t: VA+9 =+/13.

Logo

J xyzds :J 2t - 3sint-3cost - v13dt,
Y 0

=18v/13 J tsintcostdt.
0

Considerando a primitiva auxiliar

1
Jtsin 2tdt = g(sin 2t — 2tcos2t) + ¢




temos que

2
t2sintcostdt

WEJ“

—_
0]
[\
—
w
—
-
I
2R

= 3 (sin 2t — 2t cos 2t)

—18V/135
V13

=9~ 2,
4

2. Calcule o comprimento das curvas
(a)y(t) = (a(t—sint),a(l —cost)),onde 0 < t < 27, a > 0.

Demonstragdo. Para o calculo do comprimento de uma curva parametrizada por
v(t) = (x(t),y(t)), a <t < b, usamos a expressiao

o= () (@)

Assim para y(t) = (a(t —sint), a(1 — cost)) temos que

Iy (1)l =v/(a — acos(t))? + (asin(t))?
—/2a2 — 2a2 cos(t)

=v2a+/1 — cos(t).

Logo

s = rﬂ V2ay/1 — cos(t)dt

0

usando a primitiva auxiliar para a fungdo f(t) = /1 —costpara0 < t < me
<t 2m

t
J\/l —costdt = —2v/1 —costcot§ +c




Note que um no ponto t = 7t a “primitiva’nao tem boa defini¢do. Por tanto

s = J” V2ay/1 — cos(t)dt + r” V2ay/1 — cos(t)dt
0
t= t—27r>

7T
+ —24/1 — costcot =

t=0

a (—2\/1 —costcot 5
=v2a(2v2 + 2V/2)

=8a.
O

3. Determine a massa de um arame cujo formato é o da curva y(t) = (2t, t?,t?),
onde 0 < t < 1, e a densidade de massa em cada ponto é d(x,y,z) = x.
Demonstragdo. Para calcular a massa do arame vamos usar a formula

b
sz 6(x,y,z)dszj 5(v(0)y' (Vlldt.

a

Assim por um lado temos que

Iy (D)l = /22 + (2t)2 = V4 + 8t2,

€ por outro que

1
:J 2t - V4 + 8t2dt
0

t=1
(4 + 8t2)3

12 —o
:—2(\/ 123 — 23

2
=232,
V3 3

Observe que temos usado a primitiva auxiliar

2
J 16t - VA +8tdt = o/[4 4 88)° +-c.




3. (c) Determine a massa de um fio no espago com o formato da hélice x =
2sint,y = 2cost,z = 3t,0 < t < 27, se a densidade é uma constante k.

Demonstragdo. Considere o gréfico do fio em amarelo

20‘
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Para calcular a massa precisamos de

Iy ()]l = V4cos?t +4sin®t + 9 == 4+ 9 = V13.

Logo

27
M :J 5(x,y,z)ds :J Klly/(t)]|dt = 27tkv/13.
Y 0



4. Calcule fy F - dF, onde F(x, y,z) = (x* + y)f— 7yzf+ 2xz?K e a curva

(b) v é composto dos segmentos de retade (0,0,0) a (1,0,0), depoisa (1,1,0)
e depois (1,1,1).

Demonstragcdo. Note que o primeiro tramo da curva pode ser parametrizado por

e o segundo poder ser parametriza pela expressao vetorial de uma reta que une
dois pontos,i.e.,

YQ(t) = (17070) +t((1a 17 1) - (17 170)) = (1a 1at)a 0 g t < 17

Logo a integral é

]

5. Caleule [ F- dF

(b) l?(x,y) =2(x + y)f+ (x — y)f, onde vy € a elipse de equacdo 2—2 + blz =1,
percorrida uma vez em sentido anti-horério.

Demonstragcdo. Lembremos que a expressao para integral de linha de um campo
vetorial F(x,y) = P(x,y)i + Q(x,y)j sobre uma curva parametrizada y(t) =
(x(t),y(t)),a<t<bé

b

[ Foxway = [ [pextoyion G + Qixonyn Y ar

Além disso a parametrizacdo natural da elipse é

v(t) = (acos(t),bsin(t)), 0<t<2m,
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d
_X:—asint’ d—yZbCOSt,
dt

dt

J F-dy :J 27m(2(acost+ bsint)(—asint)) + ((acostbsint)bcost)dt
Y 0

27 27
:J (—2a? —b2)costsintdt+J ab(cos®t — 2sin?t)dt

0 0

.9, t=27m t=27
t 1
=(—2a® —b?) i + ab =(3sintcost —t)
2 Ji—o 2 =0

=0 + —mab
= — mab.

Observe que temos usado a primitiva auxiliar

1
JCOSQt— 2sin? tdt = 5(3sintcost—t) +c.

]

6. Calcule

(©) fy ydx + zdy + xdz, sendo y a intersecdo das superficies x +y = 2 e
x? +y% +z? = 2(x + ), orientada de modo que sua proje¢io no plano Oxz seja
percorrida uma vez no sentido horario.

Demonstragdo. Considere o gréfico



Agora achemos a interse¢do: dado que x +y = 2 temos que y = 2 — x, logo

X} +y? +2° =2(x +y)
X2+ (2—x)?2+22=2.2
2
z
— 1) += =1
(x—1)+ 2 =1,
assim a intersecao €

2

y=2-x, (x—1)2—|—%:1.

Note que uma parametrizagdo para a projecdo no plano Oxz com orientacio
horéria é (observe que no plano Oxz o sentido do eixo x € “negativo”)

x(t) =14cost, z(t)=+2sint, 0<t<2m,

por tanto

v(t) = (14cost, 2—(1+cost), V2sint) = (14cost, I—cost, vV2sin t),

9

0<t<2m,



e a integral fica

27T 27t
J ydx + zdy + xdz :J —(1 —cost)sintdt + J V/2sin tsin tdt+
Y 0 0
27
—I—J (1 + cost)V2 cos tdt
0
=2mV/2.

O

(d) fy xdx + (y + x)dy + zdz, sendo 7y a interse¢@o das superficies z = xy
e x> +y?% = 1, orientada de modo que sua projecio no plano Oxy seja percorrida
uma vez no sentido hordrio.

Demonstracdo. A para metrizacao no sentido horério para a projecdo esta dada
por
x(t) = cost,y(t) = —sint, 0<t < 2m,

por tanto a parametrizacdo da intersec¢ao das superficies é
v(t) = (cost,—sint,—costsint), 0<t<2m,

observe o grafico seguinte
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Logo a integral de linha fica como:

27

—costsintdt + J cos? tdt
0

27T

J xdx + (y + x)dy +zdz:J
Y 0
27t

sint cos® tdt — J cos tsin® tdt
0

27

27T
+ J sintcostdt + J
0 0
27T

27T 27T
=0 — J cos? tdt + J sin t cos® tdt — J cos tsin® tdt
0 0 0

=—mn+0+0
=—T.

7. Calcule

(a) fy 2xdx+(22—%2)dz, onde 7y € o arco circular dado por x = 0,y%+z? = 4,
de (0,2,0)a (0,0,2).

Demonstragcdo. Condiremos o seguente grafico da curva pedida
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esta curva pode ser parametrizada em sentido anti-hordrio em relaxao ao plano
Oyz por
‘Y(t):(o7\/4_t27t)7 0<t<27
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logo a integral fica como:

2

’ ? Vi —2)?
Y 2 0 0 2
2 3t2
0+ [ =2+ Dar
0 2
t3 t=2
2 t=0
=444
=0.

]

(c) fy v/ydx++/xdy, sendo v a fronteira da regido limitada por x = 0,y = 1
ey = x?, percorrida uma vez no sentido hordrio.

Demonstracdo. Vamos considerar primeiro o grafico
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A curva que parametriza a fronteira de nossa regido € unido das curvas h, f e g.

f(t) = (t,1),
g(t) =
h(t) = (0,1),

((1 _t)a (1 _t)2)7

0<t<1,

0<tg1

?

0<tg 1.
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Assim a integral é

Jy Vydx + vxdy :J

h

Jl Vd0 + \/5dt) + (E V1dt + \/€d1>

0

+(J \/ﬁdtJrJ VI—td(1—t) )

t 1
0
1

\/gdx+\/§dy+J \/ﬂdx+\/7_<dy+J Vydx + vxdy
f g9

1
+J 2(1—t)2dt

O

8. Determine o trabalho realizado pelo campo de forcas l?(x, y) = X+ (y+ 2);
ao mover uma particula ao longo da cicléide 7(t) = (t—sint)i+ (1 —cost)j, 0 <
t < 2m.

Demonstragcdo. Lembremos que o trabalho calcula-se como a integral de linha:

JY F.dy = Jb Fly(t) - dy(t),

a

para y(t) definida ema <t < b. éssim para que calcular a integral de linha
precisamos conhecer F(y(t)), dy(t), F(y(t)) - d¥(t), por tanto

X+ (y + 2)7,

(t —sint)i+ (1 —cost)j,

(t—sint)i+ (1 —cost + 2))7,

(

(

F(x,y)
Y(t)
Fly(t)
)

)

1 — cos t)i + sin tj,
t—sint)(1 —cost)dt + (3 + cost) sin tdt.

dy(t
Fly(t) - dy(t
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Logo nossa integral fica como

J'jﬂ Fiy(t)) - dy(t) = En(t —sint)(1 —cost)dt + (3 + cost) sin tdt

27
:J (t—tcost+ 2sint+ 2sintcost)dt.
0

Considerando as primitivas auxiliares

cos(2t)

Jtcostdt =tsint +cost 4+ c, JQSintcostdt =—

Assim temos que

27

27
J f(y(t))-dy(t):J (t—tcost+2sint+ 2sintcost)dt
0 0
t=2m

2|27 _ 2t
= —| — (tsint+ cost)lij)n + (—COS )

2 2

0 t=0

472
= +(1—-1)+(—2—(-2))
—271%,

O]

9. Usando o Teorema de Green, calcule as seguintes integrais de linha:
(b)gfy(x + 2y)dx + (x — 2y)dy, onde y consiste do arco da pardbola y = x> de
(0,0) a (1,1) e do segmento de reta de (1,1) a (0, 0) orientada positivamente.

Demonstracdo. Lembremos que el Teorema de Green diz que: se K C R? é um
conjunto compacto, com interior nao vazio, cuja fronteira € imagem de uma curva
v : la,b] — R?, fechado, simples, C! por partes e orientada no sentido anti-
horério. Sejam P e Q de classe C! num aberto contendo K. Nestas condigoes

L Pdx + Qdy = ”K {% — g_yP} dxdy.
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Logo para aplicar este teorema precisamos conhecer

P(x,y) =x + 2y,
Q(Xay) =X — 21.:‘7
@ _a(x—2y) 1
ox  0x -
oP  9(x+2y)
= :2’
ay dy
AN L
ox 0y

Assim temos que

2Q 0P
JJK a—x — @dXdy —JJK dXdy

A regido limitada pero curva descrita €

K={(x,y)l0<x<1,x¥* <y<x}.

Considere o grafico grafico
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por tanto

(8 391? - dy onde ]?(X&l) = (y* — X2y)f+ nyTe v consiste do arco de
circunferéncia x* +y2 = 4 de (2,0) a (v/2,v/2) a (0,0) ede (0,0) a (2,0).

Demonstragdo. Para aplicar o Teorema de Green precisamos conhecer

P(x,y) =y*> —x%y
Qx,y) =xy,
9Q _dlxy?) _
ox 0x v
P d(y* —x*y)

=2y — x?
0Q 0P 9 9
S 2-9
ox 0y Y Y x5

Logo
ﬂ; F. d?zﬂ y? — 2y + x*dxdy
Y K

Além da regido com fronteira vy, para isto consideremos o grafico
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Para calcular a integral dupla vamos usar coordenadas polares
x =71cos(0), y=rsind
notemos que a regiao

R:{(r,e)yogrgz,ogegg}

€ mapeada para a regido K, assim aplicando o teorema de mudanca de varidveis
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temos que

)
” y? — 2y + x*dxdy :J4 J (r* — 2rsin 0)rdrdo
K 0 Jo

NE

:222 + J —§ sin 0ddo
0

2 3

2
—2T— sin@) doe
0

0 3

16 n
=7t+?coselé
S CRE I

3 V2

1).
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11. Calcule
(a) [, x*(5ydx + 7xdy) + eYdy, sendo v a elipse 16x* + 25y = 100, percorrida
de (0,—2) a (0,2) com x > 0.

Demonstragdo. Para calcular a integral vamos usar coordenadas polares

4x = 10cos O —>x:gcose — dx:—gsine

oy = 10sin®@ — y =2s8in® — dy = 2cos 0.

Agora, considerando o grafico,

5 0 05 1 15 2 25

temos que

olx
N
[@p)
N

!

Entao,

J x2(5ydx + 7Txdy) + e¥dy = J Sx*ydx + 7x*dy + e¥dy
Y

v
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>
(N

5 2 5 5 3 .
= (55 CoS 6) (2sin0) (—5 sin 9) +7 (5 Ccos 9) (2cos 0) 4 2250 cos 9] doe
r5 - 53 53 )
= 7 cos?0sin?0 + 7 (Z) cos? 0 + 225 @ o 9] doe
J—F
(2 [ 53 53 53 .
= ——cos’0+ —sin?0+7 (—) cos* 0 + 2e251@ ¢og 9] do
)z 4 4 4
n% r 53 )
= 1 cos? 0 + 2 (53) cos? 0 + 2259 cog 9] doe

2 L

3 1 1 .
= —5— (6 + 3 Sin(29)> +2(5%) (C083 OsinO + g (9 — = sin(46))) + g2sin®

4 4 s
SR e () - (55) -
=e’—e 4+ (—%3+3%3—%3+3%3)n
=e’—e’+ 5;71
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