Resolugodes

MAT2219— Lista 1

1. Calcule as seguintes integrais duplas:
(@)
|| (2v? — 3my)axay,
R

onde R={(x,y): 1 <x<2,0<y <3}

Demonstragdo.
1 3 2 92 94 y=3
” 2y? — 3xy*dxdy :J (J (2y% — 3xy3)dy) dx = J (2% —3x=)| dx
2 X X2\ |*  —585
= 18=3=dx= (18&—3"= || = —.
[ (ms5)] -5
[
(b)
” x siny dxdy,
R
onde R={(x,y): 1 <x<4,0<y <%} Resp. (b) £2(2 —v/3).
()
1
” dxdy,
RXt+Y
onde R = [1, 2] x [0, 1]. Resp. (¢) In 2L.

2. Determine o volume do sélido limitado pela superficie z = x/x?> +y e os
planosx =0, x=1,y=0,y=1ez =0.

Demonstragdo. Note que a regido de integracao esta dado por

D={(xy)|l0<x<1,0<y<1}



1 1
Volzj (J x\/x2+ydy) dy
0 \Jo

Primitiva auxiliar 1.

(b+y)?

Ja\/b +ydy = 2aT +const,a,beR

Nt

Vol = (
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Primitiva auxiliar 2.

2 : 2
J'gx(x2 +1)%dx = —(x2+1)? + const

15
9 ) s x=1 5 1x=1
Vol = — I
ol =0 +1) . 35|,
4
——(2v2—1).
15( V2 —1)

3. Determine o volume do sélido contido no primeiro octante limitado por z =

9 —y? e pelo plano x = 2.

Demonstragcdo. Considere o seguinte grafico

]



Note que para que a fungio z(x,y) = 9 — y? fique no primeiro octante devemos
ter que 0 < y < 3, assim a regido de integragao é

D={(xy)l0<x<2,0<y <3}

Logo
2 /3 2 y? y=3
Volzj <J 9—y2> dx:J (9y — =) dx
0 \Jo 0 3 y=0
=36.
O
4. Calcule as integrais iteradas
1 pl x_y Jl J'l X_y
——2_ dydx e —— 2 _dxdy. Resp.ie —1.
JOJO (x+y)? Y 0Jo (x+y)? ) P2 2

As respostas contradizem o Teorema de Fubini? Explique.
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5. Calcule as seguintes integrais duplas:

()
U xy dxdy,
D

onde D ={(x,y): 0 < x < 1,x? <y < Vx}.

Demonstragdo. Considere o seguinte grafico

(b)

”D (x? — 2xy) dxdy,

onde D ={(x,y): 0 <x < 1,v/x <y <2—x} Resp. (b) —1.

(©

” eV dxdy,
D

onde D ={(x,y): 1<y <2,y <x<y’h

N



Demonstragdo.

et — 2e.

2 1 e

J yey —ye)dy = —eY
2

1

2°¢

(d)
U x cosy dxdy,
D

2

onde D € aregido limitada pory =0,y = x*, x = 1.

Demonstragdo. Considere o seguinte grafico

ecl

-06 -04 -02 0 02 04 06 08 12 14 16 18 2 22 24

dado que a curvay = x? e aretay = 0 intersectam em (0, 0) temos que a regido
de integracao é
D={(xy)l0<y<x*0<x<1}



Assim

r1
” x cosydxdy = (
D JO

=| —x(sinx? —sin0)dx

X 1
J xcosydy) dx:J (—xsiny)[j=5 dx
0 0

Jo
rl 1
=| —xsinx?dx = =(1 —cos1).
Jo 2
]
(e)
” 4y* dxdy,
D
onde D € a regido limitada pory = x — 6 ey = x. Resp. (e) %.
¢y

U xy dxdy,
D

onde D ¢ a regido do primeiro quadrante limitada pela circunferéncia de centro
(0,0) e raio 1. Resp. (f) %.

(8)
(x*tgx +y* + 4) dxdy,

—
v}

onde D ={(x,y) : x> +y2 < 2}. Resp. (g) 8.

Demonstragcdo. Considere o seguinte grafico



Observe que o grafico tem um simetria em relaxao ao ponto (0,0,4).

V2 2—x2
” x* tanx +y* + 4dxdy :J J X’ tanx +y°® + 4dy | dx
D -2 —V2—x2

V2 2—x2 2—x?2 2—x2
:J J x* tan xdy +J yidy +J 4dy> dx
—vi\Jvie v v

Note que a fungdo y* é impar, logo
V2—x2
J yldy =0,

Ve

V2
= J (2x? tan xV2 — x2 + 8v/2 — x2)dx.
—V2

De novo a fungdo 2x? tan xv/2 — x2 € impar, assim

V2
J 2x? tan xv/2 — x2dx = 0.

V2



Portanto

V2
V2 —x2dx
V2

” x*tanx + y* + 4dxdy :8J

D _
1 X V2

=8 =v2 —x2x + arcsin —
Q ¢§

-2
=871.

(h) Calcule

” eV " dxdy
D

sendo D aregido plana limitadapor: y —x =1;y —x =2;y =2xey = 3x.

Demonstragdo. Para esta integral vamos dividir a regido de integracdo D em duas
regides disjuntas

1
D1:{(x,y)|§<x<2,x+1<yggx}

Dy ={(x,y)[1<x<2,2x <y <x+2)

que vao facilitar o calculo




Logo
” eV *dxdy zﬂ eV *dxdy + ” e’ *dxdy.
D D1 D2

Calculando por partes temos o seguinte

1

” ey_xdxdyzj (
D; 1
1

3x 1
J ey_"dx) dy :J (e"‘ey)lljiiil dx
1

X+ %
1 x=1
— =1
— e x(e3x _ ex+1)dx — _62x _ eX’X_;
1 2 1 =2
2 X=3
1
=—e’—e
2

X|x:2

) x=2
et e

=e€.

Assim ) .
” eV Xdxdy =e+ -e’—e = -¢”.
5 2 2

6. Determine o volume do sélido S em cada um dos seguintes casos:

(a) S é limitado superiormente pelo paraboldide z = x? +y? e sua proje¢io no
plano xy é a regido limitada pory = x? e x = y2. Resp. (a) .

Demonstragdo. A regido limitada no palano xy €



Agora o calculo

]

(b) S € limitado superiormente por z = Xy e sua projecdo no plano xy € o
triangulo de vértices (1,1), (4,1) e (1,2). Resp. (b) 3.

(c) S é a regido do primeiro octante limitada pelo cilindro x? + z> = 9 e pelo
plano
X+2y=2. Resp. (¢) %(11\/5—27)+§arcsen(§).

(d) S élimitado pelos planos x =0,y =0,z=0ex+y+z=1. Resp. (d)
1

6

(e) S é aregido do primeiro octante limitada pelo cilindro x* +y? = 1 e pelos
planosy =z, x =0ez = 0. Resp. (e) %
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(f) S é limitado pelos cilindros x* + y* = a? e y* + z* = a?, onde a > 0.

Demonstragcdo. Considere a seguinte figura

Pela simetria o volumem de S desta figura é 8 vezes o volumem intersectado
com o primeiro octante, assim

Var—y? a
J v/ a2 —y2dx> dy :8J \/a2 —y2\/a2 —y2dy

0
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7. Escreva as duas integrais iteradas correspondentes a integral dupla ” f(x,y) dx dy,
D
onde D € aregido do plano limitada pelas curvas y = —x?+x+2ex—2y+1 = 0.

8. Calcule as seguintes integrais, invertendo a ordem de integracao:
L3
(a) J J e’ dxdy
0 J3y

Demonstragdo. Note que a regido de integracao é

Dz{(x,y)|0<y<LSy<x<3}={(x,y)|0<x<3,0<y<’§}

a
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r3 r9
(b) y cos(x?) dxdy

JO ay2

rl pt/2

(c) cosxV'1 + cos? x dxdy

JO Jarcsiny

rl rl

(d) eV’ dydx

JO J \/7?

NP7

(e) sin x? dxdy.

JO Jy

Demonstragdo. Primeiramente note que para 0 <y < 1 temos /Yy < y,
assim

13y 1y
J J sin x*dxdy :J J (—sinx?)dxdy.
y

Logo note que a regido de integracdo €

D={(xy)0<y<Ly<x<yW={x,y)10<x<1,x’ <y<x}

0 0

Yy

r

.

a e .-
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;02
/ 74
/ L -04
o 06

.
a,” -08

1 pry rl px
JJ (—sinx?)dxdy = J (—sinx?)dydx

0J3¥y Jo Jx3
1
s 2 N [Y=X

=| (—sinx"y) - dx
J
1 1

= —xsinxde—FJ x? sin x?dx.
JO 0
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Agora considerando as primitivas auxiliares

. 1 . .
J—xs1nx2dx = —cosx? +c, x3 sin x2dx = §(Slnx2 —x?cosx?) + ¢

Assim
x=1

1 px 1
Jo J —sinx?dydx =3 cosx2|X:0 +

1

—(sinx? — x% cos x?)

3 2 X0
1 1 1, .

=—cosl— =+ —(sinl —cos1)

P 2 2
L sin1 — 1)
=—(sinil —
2

]

Resp. (a) (¢ — 1)/6, (b) L sin81, () (2v2 — 1)/3, (d) 1 (e — 1), ()
Hsin(1) — 1).

9. Calcule as integrais:

(a) ” x dxdy, onde R € o disco de centro na origem e raio 9.
R

(b) ” xy dxdy, onde R € a regiao do primeiro quadrante limitada pelas circunferéncias
R
x?+y? =4ex®+y% =25
dxdy, onde R € a regido interior a cardioide r = 1 +sinf e

1
© ”R VX2 +y?

exterior a circunferéncia r = 1.

Demonstragcdo. Consideremos a regiao de integracao
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Usando coordenadas polares temos

7t r1+sin O 1
dxdy :J J —1drd0
0o J1 T

1
”R VX2 +y?
T l+sin®
= J J 1drd®, pela simetria

0 J1

:2J sin0d0 = —2 cos 0|7
0

=2.

]

(d) ” (x* + y?) dxdy, onde D ¢é a regido limitada pelas espirais 1 = 0 e
D
r=20,com0 <0 <2

Demonstragdo. Considere o gréafico
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Logo

” x* +y?dxdy
R

27T
de :J <(29)4 @

) ac

o 4o 0 4
r27T 5 27T
15 150
—0*do = ——
Jo 4 15|,
247,
N
([ 2 2
(e) (e * 7Y )dxdy, onde D € a regido limitada pelo semicirculo x =
Jp
V4 —y?eoeixoy.

r

JJ

.
) V(x —1)24+y2dxdy sendo D = {(x,y) : x> +y? < 1,y > 0}.
D

Resp. (a) zero, (b) %2, (¢) 2, (d) 247° (e) Z(1 —e™*), () L.
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10. Seja B o conjunto Z—z + {,Lz < 1,a>0,b > 0. Verifique que

ﬂB f(x,y)dxdy = ab Jjﬂ {

11. Seja B o conjunto (x — o)? + (y — B)? < 12 (r > 0, « e B reais dados)

Verifique que
27
U f(x,y)dxdy :J {
B 0

onde g(0,p) = f(x,y),x =+ pcosBey = + pseno.
12. Calcule a seguinte integral

1
J pf(apcosO,bpsin e)dp} de.
0

JO pg(0, p)dp] de.

JJ'B arctan(y/x)dxdy

onde B € a regido do primeiro quadrante, limitado pelos circulos x* + y? =
1,x>+y? =4easretasy = x,y = /3.
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