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CALCULO

a3 = Case as funcdes f com os desenhos de seus campos de
vetor gradiente {rotulados de-1-1V). D& razSes para suas escolhas.

Editora Thomson

2. flxy) =xy
.::31. f(x },) = ? g }.2

30. flx,y) = x' = y?
R floy) = Vairy?

5

733, As linhas de fluxo {ou linhas de correnteza) de um campo

11 4 vetorial sdo as trajetérias seguidas por uma particula cujo
BN campo de velocidade € um campo vetorial dado. Assim, os
BN vetores do campo vetorial sio tangenies a suas linhas de fluxo,
— N - (a) Use um esbogo do campo vetorial Flx, ¥} = xi — v j para

R R i desenhar algumas linhas de fiuxo. Desses seus esbogos €

possivel descobrir qual € a equagio das linhas de fuxo?

Se as eguagdes paramétricas de uma linba de fluxo séo

x = x(1#), y = y(1}, explique por quec essas fungbes

Sl v Ny satisfazem a equagdo diferencial da/dr = x e dy/dt = —».
~& Em seguida resolva as equagdes diferenciais para determi-

nar uma equacio para as linhas de fluxo que passe pelo

ponto (1, 1).

—

L Ny Ty T (b

kL Esboce o campo vetorial F(x, y) = i + x j ¢ algumas

] linhas de fluxo. Qual € o formato que essas linhas de fluxo
R parecem ter?

(b} Se as equacgdes paramétricas das linhas de fluxo séo

x = x(}, y == ¥(1), que equagdes diferenciais essas fungdes
satisfazem? Deduza que dy/dx = x.

Se uma particula estd na origem no instante iniciale ¢
campo de velocidade € dado por F, determine uma
equacio para a trajetdria percorrida.
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Integrais de Linha

PR, 31

P, se fizermos x; = x(t;} e v = v{1;), entdo os pontos cormespondentes Pi{x;,

Nesta se¢fo definimos uma integral que € semelhante a uma integraf de uma funcéo de
uma varidvel real, exceto que, em vez de integrarmos sobre um intervalo [a, #], inte-
graremos sobre uma curva C. Tais integrais sfo chamadas integrais de linha, apesar de
a expressfo “integrais curvas” ser a mais adequada. Elas foram inventadas no comego
do sécuto XIX para resolver problemas que envolviam escoamento de liquidos, forgas,
eletricidade e magnetismo.

Comecamos com uma curva plana C dada pelas eguagdes paraméiricas

x=x(n  y=y0)
ou, o que ¢ equivalente, pela equagdo vetorial ¥} = (1) § + y(#) §. e admitiremos que €
seja uma curva lisa. [Isso significa que ¢’ é continua e ¥'{7) # 0. Veja a Seglio 13.2. Se
dividirmos o intervalo do pardmetro [a, &} em a subintervalos [7,_,, ;] de igual tamanho ¢
v;} dividem C em
n subarcos de comprimento As;, As,, ..., As, (veja a Figura 1), Escolhemos um ponto
qualquer P¥{x¥, y¥) no i-ésimo subarco. (Isso corresponde a um ponto £F em [1, £;]) Se
f € uma fungio de duas varidveis cujo dominio inclui a curva C, calculamos f no ponto

{x*, v¥), multiplicamos pelo comprimento As; do subarco e somameos

@

FIGURA 1

2 S, ) As
=1

o gue & semelhanie & soma de Riemann. Em seguida tomamos o Hmite dessa soma ¢ faze-
mos a seguinte definicio por analogia com a integral de funcfo de uma varidvel real.
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o A funcao comprimento de arco s
esta iiustrada na Segde 13.3.
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[2] Belinigis  Se f¢ definida sobre uma curva lisa € dada pelas Equacses 1, entdo
a integral de linha de f sobre (8

| fley)ds = lim 3 f0e7, 3 As,
Ve L S |

se esse limite exisiir

Na Seco 10.3 achamos que o comprimento da curva C é

b dx \? dy \?
L= Sl Bl M
L \/(dr) (dr) di

Argumentacgiio semefhante pode ser usada para mostrar que, se ¢ uma fungiio continua,

" ento o limite na Definigio 2 sempre existe e a férmula seguinte pode ser empregada para

calcular a integral de linha:

dt

df

i X [[a\ [dv\:
B | fGeydds = | Fixt), o) \/(:f) +( })

O valor da integral de linha nio depende da parametrizaco da curva, desde que cada ponto
da curva seja atingido uma tinica vez quando f cresce de a para b.
Se s(¢) é o comprimento de C entre r(a) e r{f), entio

T

Um modo de guardar a Formula 3 € escrever tudo, em termos do pardmetro £. Usando a
parametrizagio para exprimir x ¢ y em termos de f, temos ds como

NOECE

No caso especial onde C é um segmento de reta unindo (g, 0 a (5, 0}, tomando x como
parfmetro, escrevemos as equactes paramétricas de Cassimy = x, y =0, a S x = b. A
Férmula 3 fica

[Lrteyyds = 7(x, 0)

¢ nesse caso a integral de linha se reduz a uma integral de fungio de uma variavél real.

Assim como para as integrais de fungdes de uma varidvel real, podemos interpretar a
integral de linha de wma funcio positiva como uma &rea. De fato, se fix, v} = 0,
| f(x, y) ds representa a drea de um lado da “cerca” ou “cortina” da Figura 2 cuja base ¢
C e cuja altura acima do ponto (x, ) €/ {x, ¥).

EXEMPLG 1 o Caloule | (2 + x%y) ds, onde C ¢ a metade superior do circulo unitdrio
¥+ yi=1
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Curva lsa por trechos

o0 *

FIGURA 5
C=¢6,U¢g

SGLUGAD Para usar a Férmula 3 precisamos de equacBes paramétricas que representern a
curva C. Como ja vimos, o circulo unitdrio pode ser parametrizado por ineio das
equaglbes

X = CO§ T y == 5¢R [

e a metade superior do circulo é descrita pelo intervalo do parfmetro 0 = ¢ = w{vejaa
Figura 3). Logo, da Férmula 3, temos

e & (&Y
L(Z + x'v}ds —L (2 + ¢cos {sent)\j(dt) + (d!) dt
- J: (2 + cos’t senf)Jsen®t + cos¥ dr

1 Kid
; . . cos’t
’ (2 + cos“tsent) dr = | 2t —
Ik
z Qo o+ %

Suponha agora que C seja uma curva lsa por trechos; ou seja, C € a unido de um
ntimero finito de curvas lisas €y, Cy, . ... C,., onde, como ilustrado na Figura 4, o ponto ini-
cial de iy, € o ponto terminal de C.. Entdo, definimos a integral de f ao longo de € como
a soma das infegrais de f ao longo de cada trecho liso de -

Flx vhds + ;c fla,vids + - 4+ jc Flx y)ds
S "

EXEMPLES 2 & Caleule [ 2x ds, onde C ¢ formada pelo arco ¢ da pardbola y = x° de
O,0a (1 1} seguido pelo segmento de reta vertical Co de (1, 13 a (1, 2).

SOLUCAD A curva C é mostrada na Figura 5. C) € o grifico de uma funcio de x; entfo
podemos escolher x como parimetro e as equagdes de € se tornam

Portanio

B

[oxas=] 2x\/(%>z + (%)de

- ‘ 5~ 1
’01 Zx/1 + dxidx = % . %(i + 4x2)3”2]=13 = i\/—m

Em C, escolhemos y como parfimetro, e as equagfes de & sdo

x =1 yo==y l=y=2

¢ dy
e yc2xds Z{?} i(d}> ( )d}w “2dy =2

Entio % Zxds=f Zxds-i-é—‘IEde:ﬂ%:—z—%Z b

Eis e oSO
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Qualquer interpretagdo fisica da integrat de linha | f(x, y) ds depende da interpretagio
fisica da funcdo f. Suponha que pix, y) represente a densidade linear num ponto {x, ¥) de
ym arame fino com o fornato de uma curva €. A massa da parte do arame do ponto P,
até : na Figura | € aproximadamente plx, v As;, e entdo a massa total do arame ferd
valor aproximado de ¥ pfx, ¥} As.. Tomando mais pontos sobre a curva, obtemos o valor
da massa m do arame como o valor limite dessas aproximacses:

mo= lim p, plxf, ¥F) As, = 1( plx, y) ds
K ;ji i

[Por exemplo: se f{x,y) = 2 + x”y representa a densidade de um arame semicircular,
entdo a integral do Exemplo 1 representa a massa do arame.} O centro de massa do arame
com funcio densidade p estd localizado no ponto (X, ¥}, onde

‘ volx, y) ds

N
4] T=—| aplx,y) ds y=
m e

!
i
Outra interpretagio fisica da integral de linha serd discutida adiante neste capitulo.

EXEMPLE 2 © Um arame com o fommato de um semicireulo x° + y7 = 1, y = 0, ¢ mais
grosso perto da base do que perto do topo. Ache o centro de massa desse arame se a
fungio densidade linear em qualquer ponto € proporcional & sua distdncia dretay = L.

SOLUCAD Como no Exemplo 1, usamos a parametrizagio x == cos 1, y = sen £,
() = t = 7, e determinamos que ds = 4r. A densidade lipear ¢

plx,y) = k(1 - y)
onde k € uma constante, e entio a massa do arame &
m = Lk{l ~ y)ds = fnﬂk(i — sen f) di
= kit + cost]] = k(7w — 2)

Das Equagdes 4, temos

_ 1 I
. ds = ————— | yk(1 ~ ¥
y=— ; yolx, y) ds = pre— fc} (1 =) ds
| {a . 1 ; ] i
. Jo (sen ¢ = sen’s) dr = “;;“:"5[“‘3031 — 31 + Lsen 2],
S Sl
Wm — 2

Por simeairia vernos qug X = 0, & o cenbro de massa d

4 - 7

/

{ Qs ’ s Ot B

L 2{7?"“?}> {0,0,38)
{Veia a Figura 6.}

Draas outras integrais de linha sBo obtidas trocando-se As; por Ax; = x; — x,, ou
Ay; = y; — y;.1 na Definigfio 2. Flas sGo chamadas integrais de finha de fac longo de O com
relacioaxey:
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f(“f{x, yydx = tim 2 FxF v Ax
Rla s

H [ F0ey)dy = Tim 3 F(x%,57) Ay,

Quando queremos distinguir 2 integral de linha original [. f{x, v} ds das Equagbes 5 ¢ 6.
chamamos a mesma de integral de finha com relaciio ao comprimento do arco.

As formulas seguintes dizem gque as integrais de linha com relagiio a x e y podem ser
calculadas escrevendo-se tude em termos de 1 x = x{r), y = y{1), dx = x'{1) dr,
dy = y'{1) dr.

i b

i | £ dx = |70, v(0) 50 d

b !
[y dy = [ rtato, vo)v) e

Freqlientemente ocorre de as integrais de linha com relacfo a x e y aparecerem juntas.

Quando isso acontece, € costume abreviar escrevendo
|y de+ | Olxyydy = | Px.3)dr + 0(xy) dy

Quando estamos nos organizando para resolver uma integral de linha, as vezes o mais
dificil € pensar em uma representagio paramétrica para uma curva cuja descrigio geo-
metrica € dada. Em particular, freglientemente precisamos parametrizar um segmento de
reta, e portanto € atil lembrar que a representagdo vetorial do segmento de reta que inicia
em Iy ¢ fermina em r; € dada por

(2] ety = {1 - Oy + 11y D=r=}

{Veja a Equacdo 12.54.)
A EXZMPLE 4 o Caleule [ y'dx + xdy, onde (a) C = C; € 0 segmento de reta de
’ (—5,=3}a(0,2)e () C = C, é o arco de pardbola x = 4 — y*de (-5, —=3) a {0, 2)
veja a Fi .
o {veja a Figura 7}
o A8 SOLUGAD
;f/ “%"\, {a) A representacio paramétrica para o segmento de reta é
pa W/,,/4 x=5~5 y=5-3 O0=r<]
. Iy T x=dey (Use a Bquagio S com g = {(~5, —3)er; = {0, 2) ) Assimdx = 5dr,dy = 5dr, e a
€5, -3) Férmula 7 nos dd
j y2dx + xdy = f (St — 35 di) + (5t — 5)5 df)
FIGURA 7 3 g
=5 @5t — 25+ Har
257 257 E
= - +dr o= 22
3 2 5 6
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(b Como a pardbola € dada em fungio de y, vamos usar y como pardmetro e escrever O
COMmo .

x::q,w}‘z y =y —wsg):$2

Entdo dx = —2y dy, e pela Férmula 7, temos

{C yidx + xdy = ’4:}?2{—2):) dy + (4 — v )dv

v

= I? (=2y" = y* + 4)dy

l’é \’} ’ 5
= e N 1) = 4}z
{ 2 3 }}3 ’

Note que as respostas para os itens (a) ¢ (b) do Exemplo 4 sio diferentes, apesar de as
duas curvas terem as mesmas extremidades. Assim, em geral, o valor de uma integral de
linha depende nio somente dos pontos extremos da curva, como também da prépria tra-
Jetéria (veja a Segdo 16.3 para condic@es nas quais a integral independe da trajetdria).

Note também que as respostas do Exemplo 4 dependem da orientacio ou sentido em
que a curva ¢ percornida. Se —C; representa o segmento de reta que vai de (0, 2) a
{—5, —3), vogé pode verificar, usando a parametrizagio

x==5 y=2-5 (Osi<]

que yide + xdy =}

J-c
Em geral, uma parametrizagio dada x = x(¢), y = y{1}, a =< r < b, determina uma
orientaciio de uma curva C, com a orientagio positiva correspondendo aos valores cres-
centes do pariimetro 7 (veja a Figura 8, onde o ponto inicial A corresponde ao valor do
parfimetro a ¢ o ponto terminal B corresponde a ¢t = b).
Se ~C denota a curva constituida pelos mesmos pentos que C, mas com orientagio
contrdria (do ponto inicial B para o ponto terminal A na Figura 8), entio temos

fwcf(xg yhde = - Jncf(x, ) dx _f{f(x. y)dy = “Lf (x. y) dy

Mas, se integrarmos em relagdo ao comprimento de arco, o valor da integral de linha niio
mudara quando revertermos a orientagiio da curva:

{_C Flx, yyds = _{C Slx, v) ds

Isso € porque As; € sempre positivo, enquanto Ax; e Ay, madam de sinal guando reverte-
mos a orientacdio de C.

Integrais de Linha no Espaco

Suponhamos agora que C seja uma curva espacial lisa dada pelas equagBes paramétricas

= ye=yn z=zd) asi<b
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FIGURA ¢

ou pela equacio vetorial r{f) = x(f} i + (1) j + z(r) k. Se f ¢ uma func@o de tés varidveis
que ¢ continua em alguma regidio contendo C. entdo definimos a integral de linha de f ac
fongo de C (com relagio ao comprimenio de arco) de modo semelhante ao feito para cur-
vas planas:

| fley s ds = lim 3 fixf yf 27 A,
o Ry

Calculamos essa integral wtilizando uma formula andloga & Equagfio 3

. b : \? dz \*
[t 2 ds = [ e, 0,20 \/ (g’f—) . (%} ' (EE) @

Observe que as integrais das Equacdes 3 ¢ 9 podem ser escritas de modo mais conpacto
com notagdo vetorial

“h . .
! i) dr
Para o caso especial guando f{x, v, z) = 1, temos
i ds = ir(z |dr =

onde L é o comprimento da curva C (ver a Secdio 13.3.3).
Também podemos definir integrais de linha ao longo de € com relagdoc a x, y ¢ z. Por
exemplo,

‘ Sy, z itm Ef(l; LyE 2R Az
= L Oy, 3000, 2(0)2'(0) ds
Portanto, como para as integrais de linha no plano podemos calcular integrais da forma
g} {C Ple,y,2)dx + Olx, v, 2} dy + R{x,y, 2) dz

escrevendo twdo {(x, v, z, dx, dy, dz) em termos do pardmetro .

EAEMPLD B © (Caleule i y sen Z ds, onde € é a hélice circular dada pelas equacdes
x=cost, y=sent,z =1 0= = 2w (vejaaFigura 9).

SOLUCAD A Férmula 9 nos dd

. - de \? dy \? dr \?
senzds = =} +{=} +{-=
}Cysen ds jﬂ {sen?t) senf\/( d{) (d{> <dt) dt

—j sen’ty/ [sent + cosf + 1dr

" 2
_J—" 11“30325)535"“"2%1?—‘556112?}0 s /qu-

EXEMPLO § o Caloule | {oydx + zdy + xdz, onde C consiste no segmento de reta O, que
une {2,0,0a2 (3,4, 5) segmde pelo segmento de reta vertical C; de (3, 4,35)a (3, 4, O}
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SOLUGAO A Figura 10 mostra a curva C. Usando a Equacio §, escrevemos ) como
Fo) = (1~0{2,0,00 + {3, 4.5y = (2 + 1,4, 50
ou, na forma paramétrica, como
x=2 41 y o= 4y =35z C=r=i]

Entdo

C ydr + zdy + xdz = {‘ﬂ] (4 dr + (504 dt + (2 + D5 di

R P f
= }}' (10 + 299 dr == 10¢ + 29 mzm] =245

" ]
Da mesma maneira, C; pode ser escrito na forma
() = (1~ 1{3,4,5) +1(3,4,0y = (3,4, 5 — 51}
ou x =73 y=4 =5 — 5t O0=r=1
Entio dx = 0 = dy, logo
’C ydx + zdy + xdz = JO‘ 3(=5)di = —15

Somando os valores das integrais, obtemos

fcydx +zdy +xdz=245—15=95

Integrais de Linha de Campos Vetoriais

Lembre-se da Segie 6.4 do Volume I em que o trabalho feito por uma forca f (x) que move
uma pasticula de @ até b ao longo do eixo x § W = j: F(x) dx . Depois, na Secio 12.3,
achamos que o trabatho feito por uma for¢a constante F para mover um objeto de um ponto
P para outro ponto Q do espago ¢ W = F - D, onde D = PQ é o vetor deslocamento.

Suponha agora que F = Pi+ Qj + Rk & um campo de forca continuo no R°, tal
como o campo gravitacional do Exemplo 4 da Seco 16.1 ou o campo de forca elétrica do
Exemplo 5 da Se¢do 16.1. (Um campo de forca em R’ pode ser visto como um caso espe-
cial onde R = Qe P e  dependem sé de x ¢ v.) Queremos calcular o trabalho exercido por
essa forga movimentando wma particula ao longo de uma curva lisa C.

Dividimos C em subarcos P, P: com comprimentos As; dividinde o intervalo do
pardmetro |a, b] em subintervalos de mesmo tamanho (veja a Figura ! para o caso bidi-
mensional ou a Figura 11 para o caso tridimensional). Escolha PF{(x¥, v¥, z%) no i-ésimo
subarco correspondendo ao valor do parmetro ¥, Se As; é pequeno, o movimento da
particula de P, para P, na curva se processa aproximadamente na direcio de T(#7), ver-
sor tangenic a P, Entdo, o wabalho feito pela forga F para mover a patticula de P, para
F; ¢ aproximadamente

PO 08, 27) - TAS TG = [FGF, 8, 27) - T As
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""" © A Figura 12 mostra o campo de
forga e & curva do Exernplo 7. O
trabatho realizado € negativo porgue ©
campo impede © movimento 2o iongo
da curva.
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FIGURA 12

e o trabalho total executado para mover a particula ao longo de C € aproximadamente

2 IFGer, vE, 2 - Tk, v, 2] As

i1

onde T(x, v, z) é o versor tangente ao ponto {x, v, z) sobse . Intuitivamente podemos ver
que essas aproximacgdes devem ficar methores quando 7 aumenta maito. Portanto defini-
mos o trabatho W feito por um campo de forga F como ¢ limite da soma de Riemann dada
por (11}, ou seja,

W o= Jc Fix,v,z) - Tix, vy, 2) ds = JAC F-Tds

A Equacdo 12 nos diz que o trabalho é a integial em relacdo ao comprimento do arce da
componente tangencial da forca.

Se a curva € ¢ dada pela equagfio vetorial r{) = x{s)i + y(n) j + z(f) k, entdo
T() = r'{5)/Ir'{1)], e da Equagio 9 podemos reescrever a Equagio 12 como

W = f [ F(r()) - 7 xi}ér’(!)idﬁt = {"Fr0) - 1) i

Essa dltima integral € fregilentemente abreviada como ﬁ F - dr ¢ ocorre também em ou-
tras dreas da fisica. Portanto podemos definir a integral de linha para vm campo vetorial
continuo qualquer.

i # Seja F um campo vetorial contfnuo definido sobre uma curva lisa C
dada pela fungio vetorial r{f), a = 1 < b. Entiio a integral de linha de F ao longo
de Cé

[ Fear={"Fet) - vydi= | F-Tas

Quando usamos a Defini¢io 13, devemos nos lembrar de que F{r(s)) é uma abreviagio
para F(x{s), (1), 2(s}), e caleulamos F{(r(r)} tomande x = x{z}, y = y(t) e z=2{f) na
expressio de F{x, y, z). Note também gue podemos formalmente escrever que dr = r'(r) dt

= Determine o trabalho feito pelo campa de forga Flx, y) = x71 — xy j para
mover uma particula ao longo de um quarto de circulo r{s) = cos ti + sent j,
0=<1= a2

SOLUEAQ Como x = cos? ey = sen f, temos
F{r(s}) = cos’tt — costsent}
e r'{f) = —senri+ cost]

Portanto o uabatho realizado €

[ Fedr= [ F0() v di = [ (=2 cos’tsens) dr
v 0 s

3 w2
_ o8t _ 2
3 a




7 A Figura 13 mostra a cubica toraida
C do Exemplo 8 e alguns veiores
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NOTA o Apesarde [.F - dr = |.F - T ds e as integrais em relagio ao comprimento do
arco ndo trocarem de sinal quande a onentacdo do caminho € invertida, € verdade que

—J F.dr
[
porque o versor tangente T € substituido por seu negativo quando C € trocado por —C.

ExEs

: © Caleale [ F - dr, onde Flx, y,2) = xy i+ yzj + zxk e Céacibica
retorcida dada por

#
M

y=0 z=0 0
SOLUCAD Temos

ity =i +1*j+ r’k
f) =1+ 2t + 325k

Fir()) =i+ °j+ 'k

- i o i1 o
Entdo . F-dr= JO Fr{rh) - r'{n) dt

o

e [Typa 8y g L
WJG(L‘"i"SI)dt " =

Finalmente, notamos a relagdo entre as infegrais de linha de campos vetoriais ¢ as inte-
grais de linha de campos escalares. Suponha que um campo vetorial F em R’ seja dado
sob a forma de componentes pela equagio F = P i+ 0 j + R k. Usamos a Definiglo 13
para calcular sua integral de linha ao longo de C:

[ Fear = ["Fo@) - v

F 0j+RK) - ()i + Y0+ 7()K) dr

= |7 1POD, ¥, 20050 + QUx(0), Y0 )y @) + ROx(0), y(6), ()"0 di

Mas essa tltima integral é precisamente a integral de linha de (10). Portanto, temos

LF.drzfcpdeery-}«Rdz onde F=Pi+ Oj+Rk

Por exemplo: a integral { ¢ ¥ dx + zdy + x dz do Exemplo 6 poderia ser expressa como
[ F - dr onde

Flx.vz)=yi+z} +xk
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Exercicios

1~16 O Caleule a integral de linha, onde C £ a curva dada.
Lolyds, Clo=p y=1, 0]
z [ (v/n)ds,
8

Cox=1¢", y=1, s=¢=1

[ xy*ds. € ¢ a metade direita do circulo x* + y* = 16

[.ve*ds, € éosegmento de reta que figa (1, 2) a (4, 7)

5 (xv+inx)dy,

Cé o arco de pardbola y = x de (1, 1) a (3,9)
6. {( xet dx, ’
Céoarcodecurvax = e de (1, Oy ale, i)
. [.xydx + (x — y}dy, C consisie nos segmentos de reta de (0,
Ma@Mede(2,Ba(G,2)

8. fcsenx dx + cos y dy, € consiste na metade superior da
cireunferénciax? + y' = 1de {1, 0) 2 {~1, 0) e o segmento de
retade (—1, 0 a(—2, 3).

xyds, Cix=4dsent, y=4cost, z=3, 0 =¢=q/2

 x'zds, Céosegmentoderelade (0,6, ~1)a(4, 1,5)
- xerds, C¢&osegmento de reta de (0,0, =a{l,2 3)
(2x + 92) ds,

1

J
10. |
1t; |

Cx=1t y=t 7= 0=st=1

12,

13, [xPyyzdz, Cx=r, y=1z=1,0s1=1

e

14 fczdx +xdytyds, Cix=f, y=t, z=1L 0=
15, [.{(x + yz)dx + 2xdy + xyz dz, C consiste nos segmentos de
etade (1,0, 1}a(2,3. 1)ede (2,3, 13a(2,5 2}

Jox?dx + y*dy + 2% dz, C consiste nos segmentos de reta de
0,6,ha(t, 2, —1hede(l,2, —13a(3,2,0)

16.

11. Seja F o campo vetorial mostrado na figura.
{a) Se & o segmento de reta vertical de (—3, ~3) a (-3, 3),
determine se }t ¥ - dr & positivo, negativo ou zero.
b)) Se G éo circulo de raio 3 ¢ centro na origem percorrido
ro sentido anti-hordro, determine se ,l(, F - dr é positivo,
negativo ou zero. '

¥
e I SN
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’ff,f;i--\.\a\&h
farg st
gy 0y ol g
%\ L8 s —he o /J};’
B\\\\,Z*-A—////E/
S 4
N R

o

i
i

8. A figura mostra um campo vetorial F e duas curvas, Cie Co.
As integrais de Hnha de F sobre C; e (7 s@o positivas,
negativas ou nudas? Exphique.

8-27 = Calcule a integral de linha [ F - dr, onde € ¢ dada pela
funcio vetorial ¥{z).
19, Flx,y) = xh% — vyxj,
i) =i — 17, O=r=1
2. Flx,y,z)=yzi+xzj+ avk,
rif=ti+fj+rk 0=s:=2

£ Flx,v,z) =senxi +cosyvj+ azk,
() =i~ rj+ik 011

2 Flx,yvz)=rzi+ yj—xk

iy =ritgenij+costk, 0=
23-24 &1 Use um grifico do campo vetorial F e a curva C para
dizer se a integral de linha de ¥ ao longo de C € positiva, negativa
ou nula. Em seguida calcule a integral.

23 F{r.y) = (x = ¥)i + 2y}, C & 0 arco de circulo % + 2 = 4
percorrido no sentido anti-hordrio de (2, §Y a {0, —2)

+ s . C ¢ a paribola de
VIT T Y .

24. Fix,y) = E
(—1, 2ya{l, 2}

= e

Tyl

25 (2) Calcule a integral de linha [ F - dr, onde
Fix,y) =¢"'"i +xyjeCédadoporrify =21+ '],
=sr=s1
{b) Hustre a parte (a) utdlizando uma calculadora grifica ou um
computador para desenhar C e os vetores do campo veto-
rial correspondentes a 7 = 0, 1//2 ¢ 1 (como na Figura 13).

6. {a} Calcule a integral de linha [ ¥ - dr, onde
Fle,yo)=xi—z}+ yke Cédadopor
)= 2+ 3]~ Tk ~l=sr=s 1.
{b) Hustre a parte (a) utilizando um computador para desenhar
C e os vetores do campo vetorial correspondentes a
r=tle t% {come na Figura 13).




Y2

28,

29

30.

1 8

32.

33

34,

35,

36.

Determine o valor exato de |, x°y’ds, onde € é a parte da
astedide x = cos’7, y = sen't no primeiro quadrante.

Determine o valor exato de i< F - dr, onde

Flx,y,z) =x'e’i+1nzj+ y* + 22 ke Céo segmento de
reta entre (1, 2, 1) a (6, 4, 5).

Se C € a curva com equagles paramétricas x = Ing, y = ¢7,

I = ¢ = 2, use uma calculadora ou CAS para caleular a integral
de linha _j'c. £ sen v ds com precis3o até a terceira casa decimal.

(a2} Determine o trabatho realizado pelo campo de forca
Flx.y) = x*i + xy j sobre uma particula que d uma
volta no circulo x* + ¥ = 4 no sentido anti-horario.

(b} Utilize um sistema algébrico computacional para desenhar
o campe de forga e o circulo na mesma tefa. Use essa
figura para explicar sua resposta da parte (a).

Um arame finc ¢ entortado no formato de uma
semicircunferéncia x* + v¥ = 4, x = 0. Se a densidade
linear for uma constante 4, determine a massa e o centro de
massa do arame.

Determine a massa e o centeo de massa de um arame fino no
formate de um quarto de cirenfo x° + y? = r4 x = 0,y = 0,
se a fungdo densidade for p{x, v} = x + y,

{a) Escreva f8rmulas semelhantes & Equagiio 4 para o centro
de massa (X, ¥, 7) de um arame fino com fun¢io densidade
pix, v, z) e forma da curva espacial C.

(b) Determine o centro de massa de umn arame com formate da
héhicex =2senf, y=2cost,z=3,0= 1= 2msea
densidade for uma constante k.

Determine a massa ¢ 0 centro de massa de wm arame com
formato dahélicex =t y=cost,z=sent, 0= /= 2 sca
densidade em qualguer ponto for igual ac quadrado da
distincia do ponto & origem.

Se um arame com densidade linear p{x, y) estd sobre uma
carva plana C, seu moments de inércin em relagio aos eixos x
¢ v so defintdos como

Io= | y'plxy)ds I = | x%plx,y) ds

Determine os momenios de inéreia do arame do Exemplo 3.

Se um arame com densidade linear p{x, v, z} estd sobre uma
carva espacial C, seu momento de inéreia em relagiio aos
eixos x, ¥ & z sfio definidos como

L= L (3 + 2plx, y, 2) ds

fc (x* + 2)plx, v, 2) ds

E
i

fo= f; {(x’ + ¥hplx, y,2) ds

Determine os momenios de inéreia do arame do Exercicio 33.

| Determine o trabalko realizado pelo campo de forga

Fix,y) =xi + {y + 2} } para movimentar um objeto sobre
um arco da cicléide 1) = {r — sensy i 4+ {I — cos 0 §,

O0=1t=2Zwm

B
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38. Determine o trabatho realizado pelo campo de forga
Fx,y) = xsenyi+ y j para movimentar um objeto sabre a
pardbola y = x*de {(— 1, 1} a (2, 4).

39. Determine o trabalho realizado pelo campo de forga
Flx,y,2) = {y + z,x + z, x + ¥) sobre uma particula que se
move ao longo do segrmento de reta (1,6, 0) a (3,4, 2).

46. A forga exercida pela carga elétrica colocada na origem sobre
uma particula carregada em um ponto (x, y, 2} com vetor
posicdo r = {x. ¥, z; € F(r} = Kr/|r}, onde K é uma
constante (veja o Exemplo 3 da Se¢do 16.1). Determine o
trabalho realizado quando a particula se move sobre ¢
segmento de retade (2,0, 0y a (2, 1, 3).

Um homem pesando 166 b carrega uma lata de pintura de
25 tb por ama escada helicoidal em torno de um silo

com raio de 20 pés. Se o sito tem 90 pés de altura e

o homem da trés voltas completas em torno do silo, quanto
trabalho € feito pelo homem contra a gravidade

para chegar ao topo?

42. Suponha que haja um furo na lata de pintura do Exercicio 41 ¢

& 1b de tinta vazam da lata de modo continuo durante a subida
do homent. Quanto trabalho & realizado?

43. (a) Mostre que um campo de forga constante realiza am

trabalho nufo ssbre uma particula que dd uma tinica volta
completa uniformemente na circunferéneia x* + 3@ = 1

{b) Isso também & verdadeiro para um campo de forca,
F(x) = kx onde k é wna constante e X = (x, y}?

44. A base de uma cerca de raio 10 m € dada por

x=10cost y = 10sen+. A aHura da cerca na posigéo

{x, v) é dada pela fungio A(x, y} = 4 + 0,01{x" — y7),
portanto a altura varia de 3m a Sm. Suponha que 1L

de tinta cubra 100 m’. Faga um esbogo da cerca e determine
guanto de tinta vocé necessitard para pintar os dois lados
da cerca.

45. Um objeto se move sobre a curva € mostrada na figura de

{1, 2) a (9, 8). Os comprimentos dos vetores do campe de forga
F sido medidos em newtons pela escala dos eixos. Estime o
trabalho realizado por F sobre o objeto.

y
{metros}
Cr—zr
ANy .
i IR S
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! [ : 3
& | x
(metros)




