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45. Experimentos mostram que wma corrente continua f enm um el
fio comprido produz um campo magaético B que € tangenie Sar
a qualquer cfreulo em um plano perpendicular ao fio e cujo
centro seja o eixo do fio (como na figura). A Lei de Ampére
relaciona a cosrente elétrica ao campo magnético criado e esta-
belece que

[.B - dr = put

onde [ ¢ a corrente que passa por qualquer superficie limitada
por uma curva fechada C ¢ po € uma constante chamada per-
meabilidade do espaco livre. Tomande C come um circule com
raio r, mostre que a amplitude B = | B| do campo magnético &
distancia r do centro do fic €

3 Teorema Fundamental para as Integrais de Linha

Lembre-se da Secdo 5.3 do Volume I em que a Parte 2 do Teorema Fundamental do
Célculo pode ser escrita como

T j " F(x) dx = F(b) — Fla)

onde F' € continua em [a, b]. A Equagio | também é chamada Teorema da Variagdo Total:
a integral da taxa de variagio € a variagio total.

Se consideramos o vetor gradiente Vf da fungio f de duas ou s varidveis como uma
espécie de derivada de f, entiio o teorema seguinte pode ser considerado uma versdo do
Teorema Fundamental do Céleulo para as integrais de linha.

[Z] Yeorama Seja € uma curva lisa dada pela funglio vetorial r{r). ¢ < 1 < b. Seja
fuma funcio diferencidvel de duas ou trés varidveis cujo vetor gradiente Vf é
continuo em C. Entio

A G 3) oo B |, V- dv = fx(0)) - fx(a))
F ) C x NOTA o O Tecrema 2 nos diz que podemos calcular a integral de linha de nm campo
£ i . N B N 4
i veiorial conservativo (o campo vetorial gradiente da fungfio potencial f) sabendo apenas
R o valor de fnos pontos terminais de C. De fato, o Teorema 2 diz que a integral de linha de

Vf € a variag@o total de £ Se f ¢ uma funcdo de duas varidveis e £, uma curva plana com
inicio em A{xy, 1) € término em B{x2, v2), como na Figura 1, o Teorema 2 fica

[LVFdr = flay) = o)

Se f € uma fungio de trés varidveis e C, uma curva espacial ligando o ponto A(xy, i, 71}
a0 ponio B{x, y2, z2), entdo temos

"‘C Viodr = x5, y2, 23) = Flxun yn 21}

FIGURA 1 Vamos provar ¢ Teorema 2 nesse caso.




James Stewart  CAPITYULO 16 CALCULQ VETORIAL 1 1673

¢ Usando a Defini¢do 16.2.13, temos
{C Vfdr = T VARG - 0 dr

A af af v
Lp(de, gy ardzy
ox dr dy di dz dr

ce d
= |, o Sy
= flx(b)} — flr(a)

O dltimo passo segue do Teorema Fundamental do Céleulo (Equagio 1).

Apesar de termos provado o Teorema 2 para curvas lisas, ele também vale para curvas
lisa por trecho. Isse pode ser visto subdividindo-se C em um nimero finito de carvas lisas
¢ somando as integrais resultantes.

= Determine o trabalho realizado pele campo gravitacional

MG
F(X} - it %
x|’
ao mover uma particula com massa m do ponto (3, 4, 12) para o pento (2, 2, 0) ao longo

da curva lisa por trechos C (veja ¢ Exemplo 4 da Secdo 16.1).

SOLUCAD Da Segiio 16.1 sabemos que F é um campo vetorial conservativo e, de fato,
F = V£, onde

mMG
X, ¥, 2} 50
P00 3,7) = s

Portanto, pele Teorema 2, o trabalho realizado &

~[Foar =] viar
= f(2,2,0) — f(3. 4, 12)

_ mMG B mMG - MG 1 M#Em
V2t 2T Bt rart iz TV LA T3

.+ Independéncia do Caminho

Suponha que C; e C: sejam curvas fisas por trecho (chamadas caminhos) que t&m o
mesmo ponto inicial A e 0 mesmo ponto terminal B. Sabemos do Exemplo 4 da Se¢do 16.2
que, em geral, | o Fodr s | K+ dr. Mas uma decorréncia do Teorema 2 € que

Jfa Vf-drme:Vf-dr

sempre que Vf for contfnue. Em outras palavras, a integral de linha de um campo vetorial
conservative depende somente dos pontos extremos da curva.

Em gerai se ¥ for um campo vetorial continuo com dominio D, dizemos que a integral
de linha {.F - dr ¢ independente do caminho se Jo Fodr=] ¢, F + dr para quaisquer
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dois caminhos Cy e C; em D que tenham os mesmos ponios iniciais e finais. Com essa ter-
minologia, podemoes dizer que as integrais de linha de campos veioriais conservatives sio
independentes do caminho,

Uma curva ¢ dita fechada se seu ponto terminal coincide com seu ponto inicial, ou seja,
r{h) = ria) (veja a Figura 2). Se 1( F - dr ¢ independente do caminho em D e C ¢ uma
curva fechada em D, podemos escolher guaisquer dois pontos 4 e B sobre C e olhar C
como composta por um caminho C; de A & B seguido de um caminhe O de Ba A (vejaa
Figura 3). Entdo

[Foar={ F-acr+ | Foar={ F-dr -
GO [ e v

F-dr=20
=i
Jaque €y e —C5 tém os mesmos pontos iniciais e finais.

Por outre lado, se ¢ verdade que ‘Z‘C F - dr = 0 sempre que C for um caminho fechado
em [, podemos demonstrar a independéncia do caminho, como segue. Tome quaisquer
dois caminhos C, ¢ C-de A a B em D e defina C como a curva constituida por € seguida
por — ;. Entido

0= ({ Frdr={[ Fedr+|
S SO J

F-dr=| Fodr — [ F-ar
C Jey Jo

e{ F-dr={ F-dr Assim, provamos o seguinte lcorema.
Je, e P £

[3) Teorema | _F - dr ¢ independente do caminho em D se ¢ somente se
[ F - dr = 0 para todo caminho fechado C em D.

Como sabemos que a integral de linha de qualquer campo vetorial conservativo F ¢
independente do caminho, segue-se que [ F - dr = 0 para qualquer caminho fechado. A
interpretagio fisica € que o trabalho realizado por qualquer campo de forga conservativo
{tal como o campo gravitacicnal ou o campo elétrico da Secdo 16.1) para mover um objeto
ao redor de um caminho fechado € 0.

O teorema a seguir fala que somente campos vetoriais independentes do caminho s3o con-
servativos, Ele est estabelecido e provado para curvas planas, mas existe uma versao espa-
cial desse teorema. Admitiremos que D seja aberto, o que significa gue para todo ponto P
em [ existe uma bola aberta com centro em P inteiramente contida em D. (Portanto D nio
tem nenhum pento de sua fronteira.) Além disso, admitiremos que D seja conexo. 1sso sig-
nifica que quaisquer dois pontos de £ podem ser ligados por um caminho inteiramente
contido em D.

[4] Tesrema Suponha gee F seja wm campo vetorial continue sobre umna regifio
aberta conexa D. Se j”c F - dr for independente do caminho em D, entdo F é um
campo vetorial conservativo, ou seja, existe uma funcdio ftal que Vf = F.

FIGURA 4

Preva  Seja Ale, b) um ponto fixo em . Vamos construir a fungiio potencial f desejada
definindo

fleyt= (u::} E.dr

para qualquer ponte (x, ) em D. Como [ F + dr ¢ independente do caminho, nio interessa
qual o caminho de integracfo utilizado entre (g, b} e {x. ¥} para definir fx, v). Como D é
aberto, existe uma bola aberta contida em D com centro em ¢, 3). Escolha qualquer ponto
{x:, ¥) na bola aberta com x; < x & considere € como qualquer caminho C) de (@, b) 2

{5, v) seguido pelo segmento de reta horizental Cs de {x,. v) 2 {x, y) (veja a Figura 4). Entdo

fen =1

SO

:F*dr-%f

<

Fodr=[""F-ar+ | F-ar
{a. b} Ere
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Note que a primeira dessas integrais ndo depende de x, e assim

d d p
— flx, vy} =0+ —1 F - 4
8xj(l ») dx Jo g

Se escrevermos F = Pi + 0§, entio

J;F-drﬂ jC]deJr 0 dy

Sobre (., y € constante, dy = (. Usando 7 como parmetro, onde x| = { =< x, [emos
8 d d x
- fla,y) = Pdx+ Qd mwar,’dme:,
oSy P jC Xt Qdy == Ply) (x, ¥)

pela Parte 1 do Teorema Fundamentat do Célculo (veja a Segiio 5.3 no Volume 1)
Uma argumentagio semelhante, usando um segmento de reta vertical (veja a Figura 5},

mosira que

d d d
oy /ey =] pdxt 0dy = == [ 0G0 de = 0(xy)

d d
Entdo F=Pi+Qj=—j:i+-£ijf
dx dy

que mostra que I é conservativo.

Uma guestdo permanece: como € possivel saber se um campo vetorial € conservativo
ou ndo? Suponha que saibamos que F = P + ( j seja conservativo, onde P e  tenham
derivadas parciais de primeira ordem continuas. Entdo existe uma fungio ftal que ¥ = Vf,
ol sgja,

af af
= e = 2

P=
dx ay

Portanto, pelo Teorema de Clairaut,

v _ B __#f_0

{3 Teorema Se F(x, y) = Plx,y)i + O(x, y) j € um campo vetorial conservativo,
onde P e (} t&m derivadas parciais de primeira ordem continuas sobre um dominio
D, entio em todos os pontos de I temos

P aQ

ay dx

O reciproco do Teorema 5 36 € verdadeire para um tipo especial de regidio, Para explicar
isso precisamos do conceito de eurva simples, gue & uma curva gue niio se intercepta em
nenhurmn ponio enire os pontos terminais. {Veja a Figura 6; r{g) = r{b) para uma curva
simples fechada, mas r{r,) = r{n) quando g < f; < t, < b.]

No Teorema 4 precisamos de regido conexa. Para ¢ proximo teorema precisaremos de
uma condiglo mais forte. Uma regifie simplesmente conexa em um plano € uma regifio
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regifio simplesmente conexa

regies que rio s&o
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o As Figuras B e @ mostram 08 campos
vetonals dos Exernplos 2 e 3,
respectivamente. Os vetores da Figura
8 que comegam na curva fechada C
parecem apontar basicamente para a
mesma direcao que €. Assim parece
que [ F - dr > 0 e portanto ¥ ndo é
conservativo. Os ciloulos no Exemplo 2
confirmam essa impresso. Alguns dos
vetores perto das curvas G e Gy na
Figura 9 apontam aproximadamente
para a mesma direcdo que as curvas,
enguanto ocutros apontam pare a
direcio oposia. Portanto parece
razoavel que as integrais de linha sobre
toda curva fechada sejam 0. O Exemplo
3 mostra que de fato F & conservativo.

Editora Thomson

conexa D tal que toda curva simples fechada em D contorna somente pontos que 2stio em
D). Note que, da Figura 7, intuitivamente falando, uma regifio simplesmente conexa nio
contém baracos nem ¢ constituida por dois pedagos separados.

Para regides simplesmente conexas podemos estabelecer o reciproco do Teorema 3, que
fornece um processo conveniente para verificar se um campo vetorial em R € conservative.
A demonstracio serd esbogada na préxima segiio como consegiiéncia do Teorema de Greens.

: Seja F = P+ 0 jum campo vetorial sobre urna regifio D aberta e
simplesmente conexa. Suponha que P ¢ @ tenham derivadas parciats de primeira
ordem continuas e que

dy ox

aP  ag -
— = por toda a regido D

¢ Entdo F ¢é conservativo.

# = Determine se 0 campo vetorial

Fley) = (x = )i+ (x—2)]
é ou ndo conservativo.

SOLUGAD Seja P(x,3) = x — y ¢ O(x, y) = x — 2. Entdo

P, 20
ay dx

1

Como dP/dy # aQ/ax, pelo Teorema 5, F nio é conservativo.

EXEMIPLY 3 o Determine se o campo vetorial

Flr,y) = (3 + 2xp i+ (x* ~ 3°)j
¢ ou ndo conservativo.
SCLUCAD Seja P(x,y) = 3 + 2xy e O(x, v} = x? — 3y% Entdo

aF af}
e D s
dy dx

Além disso, o dominio de F ¢ o plano inteiro (D = R?), que € aberto e simplesmente
conexo. Portanio podemos aplicar o Teorema 6 e concluir que F € conservativo,

No Exemplo 3, o Teorema 6 diz que F é conservativo, mas nfio mostra COmo encontrar
a fungio (potencial) f tal que F = Vf. A prova do Teorema 4 d4 indicios de como encon-
trar f. Usamos “integragdo parcial”, como no exemplo a seguir.

EXEMIPLD A ©

{a) SeFix,y) = (3 + 2xy) i + (x? — 3y”) }, determine nma fungiio f tal que ¥ = V7.
{b) Calcule a integral de linha ;C F - dr, onde C ¢ a curva dada por

pf)=e'senti+ e'cos1i, 0= =< 7
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SOLUGAD

(a) Do Exemple 3 sabemos que ¥ € conservativo, ¢ assim existe uma funcdo f com
Vf=F, ou seja,

Ll y) =3+ 2xy

Sl vy = x7 = 3y?

Integrando (7) com relaciio a x, obtemos

5] Fley) =35+ 2y + g(3)

Note que a constante de integragfo € uma constante em relagio a x, ou seja, uma fungio
de'y, que chamamos g(y). Em seguida diferenciamos ambos os fados de (9) em relagio a y:

flx,y) ="+ g'(y)

Comparando (8} e (10}, vemos que
gy = =3y
Integrando com relagio a y, obtemos
g0 = =¥+ K
onde K é uma constante. Substituindo em (9), temos
flay=3x+xy—-y + K

como a fungio potencial desejada.

{b} Para aplicar o Teorema 2 devemos conhecer os pontos inicial e final de C, ou seja,
(0} = (0, 1) e v{a) = (0, —¢™). Na expressio para f (x, y) da parte (a), qualquer valor
da constante K serve. Entio tomemos K = 0. Assim temos

I

LF%#=Lﬁ?wkwﬂme)wﬂ&U
=e (1) =¢"+1

Esse método € mais curto que o método direto de calculo para as integrais de linha que
aprendemos na Secfo 16.2. '

Ut critério para determinar se um campo vetorial F em R’ ¢ ou ndo conservativo sera
dado na Segdo 16.5. Enguanto isso, o préximo exemplo mostra que a técnica para achar
fungbes potenciais € muito semelhante 2 utilizada para campos vetoriais em R

EXEMPLO S = SeFlx,y,z) = yi + (2xy + ™) + 3ye¥ k, determine uma funcio f tal
gue Vf=F,

SOLUGAD Se existe tal fungdo f, entiio

[i1] fla,y 2y =y
[1Z] fxyzy=2xy + ¥
3 Fx3.2) = 3ye>

i
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Integrande {11} em relacBo a2 x, obtemos
[14] fly, 2y =xy" + g(v.2)

onde g(y, z} é uma constante em relagfo a x. Entdo, diferenciando (14) em relaciio a 3,
temos

Hxy, z) = 2xy + gly, 2)
e, comparando com (12}, vem
300 = e
Entdo, g(y, z) = ve™ + Alz) e reescrevemos (14) como
v, z) = xy® + ye¥ + h(z)

Finalmente, diferenciando em relagiio a z e comparando com (13}, obtemos #'(z}) = O e,
portanto, Az} = K, uma constante. A funcic desejada €

Flx,y, 2t =xy +ye” + K

E fdcil verificar que V/ = F.

= Conservacio de Energia

Vamos aplicar as idéias deste capitulo para um campo de forgas continuo F que move um
objeto ao longo de uma trajetéria C dada porr{s}, ¢ < 1 < b, onde r{a) = A é o ponto ini-
ciale r(b) = B é o ponto terminal de C. Pela Segunda Lei do Movimento de Newton (veja
a Segiio 13.4), a forca F(r()) em um ponto de C estd relacionada com a aceleragio
a{t) = r"{#) pela equagio :

F{x(1}) = mr"(#)

Assim o trabalho realizado pela forga sobre o objeto €

meka=ﬁmmnqmm

=ﬁmﬂﬂwmm

m d
= _i_ fb —CE [t"({) . r’({)j dr {(Teoremu 13.2.3, Formula 4}
o
more d .
“2 L lrord
1)
== ':2— [] i"(!) PE fTecrema Pundamerndal do Cdloulo)

= (r®)F - [r@P)
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Portanto

W= am|viB)f — am| via)

onde v = ¢’ é a velocidade.
A quantidade 3m|v(H) %, ou seja, metade da massa vezes o quadrado da rapidez, &
chamada energia cinética do cbjeto. Portanto podemos reescrever a Equac@io 15 comao

W = K(B) — K(A)

que diz que o trabalhe realizado pelo campo de forgas ao longo do caminhe C € igual 3
variagdo da energia cinética nos pontos terminais de

Agora vamos admitir que F seja um campo de forgas conservativo; ou seja, podemos
escrever F = Vf. Em fisica, a energia potencial de um objeto ne ponto {x, v, 7) é definida
como P(x, y, z) = —f(x, v, z). e temos F = — VP, Entiio, pelo Teorema 2, temos

W[ F-dr=—| VP-dr
= —[P(r(b)) = P(r(@))]
= P(A} ~ P(B)
Comparando essa equagio com a Equacdo 16, vemos que
P{A} + K(A) = P(B) + K(B)

que diz que, se um objeto se move de um ponto A para outro 5 sob a influéneia de um
campo de forgas conservativo, entdo a soma de sua energia potencial ¢ energia cinética per-
manece constante, Essa € a chamada Lei de Conservagao de Energia e € a razfio pela qual
o campo vetorial € denominado conservativo.

1. A figura mostra uma curva C e um mapa de contorno de uma
fungda £ cujo gradiente & continuo. Determine [ V7 - dr. x

¥

N&;\

3/\ 0 0> 2
_\/‘\C\ 30 RN

—ﬁf\\ 20

10

¥ 0 1 Z
0 i & 4
i 3 3 7

2 ) G

3-8 = Determine se F € ou nfo um campo vetorial conservativo.
Se for, determine uma fungho fial que F = V7.

. Fix,y) = (6x + Sy} + (52 + 4} §
L Flx, v = (2% 4 day) i+ Mdxy — Y

2. £ dadz uma tabela de valores de wroa funclo f com gradiente
continno. Determine [ V£ dr, onde C tem equagGes
paramétricas x = ' + Ly = + 0= = 1.

b

. Flx,y) = &% + xe”

3

4

B Flxy)=xe?i+ ye'j

&

7. Flx,y) = (2xcosy — yecosx) i+ (~x7 semy ~ senx) ]
&

L Floyt=(1 + 2xy + lnx)i + x7 ]




