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34. (a} Suporha que F seja um campo vetorial quadrado inverso, do afélio (em uma distincia méxima em relagio ao Sol de
ou seja, . 1,52 X 10° km) ae periélio (em uma distancia
Fir) = 43 minyma
[ri de 1.47 x 10° km). (Use os valores m = 5,97 % 10% kg,

- , a0 P N2 el
para alguma constante ¢, onde r = xi + yj + z k. Deter- M=1.99 2 107kg. e G= 667 X 10 N ke

mine ¢ trabatho realizado por F a0 mover um objeto de um (¢} Outro exemplo de um campo quadrado inverso € o campo

ponio £, por um caminho para um ponie P; em termos da elétrice E == eg0r/| r|” discutido no Exemplo 5 da Segio

disténcia d, e 1 desses pontos & origem. 16.1. Suponha gue um elétron com carga de — 1,6 X 107"
(b) Um exemplo de um campo quadrado inverse é o campo C esteja localizado na origem. Uma carga positiva unitdria

gravitacional F = —{mMG)r/|r| discutido no Exemplo 4 ¢ colocada 2 distincia de 07 m do eléwron ¢ se move

da Secdo 16.1. Use a parte {a) para determinar o trabatho para uma posicdo que estd & metade da distancia original

reatizado pelo campe gravitacional quando a Terra se move do etétron. Use a parte (a) para determinar o trabalho rea-

lizado pelo campo elétrico. (Use o valor & = 8,985 X 10%%)

Teorema de Green

y O Teorema de Green fornece a relago entre uma integral de linha ao redor de uma curva
fechada simples C e uma integral dupla sobre a regiio D do plane cercada por C. (Veja a
Figura 1. Admitiremos que I consiste em todos os pontos dentro de ¢ além dos pontos
sobre C.) Para enunciar 0 Teorema de Green usaremos a convengdo de que a orientagio
positiva de uma curva fechada simples C se refere a percorrer C no sentido anti-hordrio
apenas uma vez. Assim, se C for dado como uma fungdo vetorial 1{t), a < ¢ < b, entio a
¢ regido L) esta & esquerda quando o ponto r{r) percorrer C (veja a Figura 2).

¥ ¥

FIGURA 1

FIGURA 2 (a) Crientacdo positiva (b} Orientagio negativa

21 Recorde-sa de que o fado esquerdo - T R E—
. desta equacic & cutia forma de tsoramse da Groan Se;a € uma curva g}lana mmples fechada, continua por trechos

escrever [ F - dronde ¥ = Fi + 0 I onentada positivamente, e seja I a regifo delimitada por C. Se Pe Q tdm
i derivadas parcials de primeira ordem continuas sobre uma regifio aberta que

contertha D, entiio
" d dP
| de+Qdynﬂ<—Q~w dA
[ ox ay
S

NOTA © A notagdo

-~

pPdct 0dy  ou fi)( Pdy+ Qdv

€ usada algumas vezes para indicar que a integral de linha € calculada usando-se a orientagio
positiva da curva fechada C. Outra notagio da orientagio positiva da curva fronteira de
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Z O Teorema de Green recebeu esse
nome em homenagem ao cientista
ingiés autodidata George Green {1783-
1841}, que trabathava periodo integral
na padaria do pai desde os 9 anos

e aprendeu matematica em livros de
biblioteca. Em 1828, Green publicou
An Essay on the Application of
Mathemnatical Analysis fo the Theories
of Electricity and Magnetism, contudo,
somente foram impressas 100 copias,
a maioria presenteada a seus amigos.
Esse panfleto continha um teorema
equivalente 20 que conhecemos como
Tecrema de Green hoje, mas nao se
tornou conhecido na época.
Finalmente, com 40 anos, Green
entrou para a Universidade de
Cambridge come aluno de graduacéo,
porém morreu quatro anos apds ter se
formado. Em 1846, William Thompson
Horde Kelvin) localizou uma copia dos
ensaios de Green, compreendeu sua
importdncia e os reimgprimiu. Green foi
a primeira pessoa a tentar formular
uma fecria matematica da eletricidade
e do magnetisma. Seu trabalho serviu
de base para os trabalhos de tecria do
eletromagnetismo subseglentes de
Thomson, Stokes, Rayieigh & Maxwell.
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FIGURA 3

Editora Thomson

D ¢ 4D, assim a equag@o no Teorema de Green pode ser escrita como

“ (%XQ— - ﬁfi) dA={ Pds+ Qay
"['}' el

dy

O Teorema de Green pode ser olhado como a contrapartida do Teorema Fundamental
do Cilculo para de integrais duplas. Compare a Equacio | com o estabelecido pele
Teorema Fundamental do Caleulo, Parte 2, na seguinte equagio:

[ ” Fi(x)dx = F(b) ~ Fia)

Em ambos o0s casos existe uma integral envolvendo as derivadas (F', Q/dx e aP/ay) do
fado esquerde da equagio. E em ambos os casos o lado direito envolve vajores da fungio
original (F, O e P’} somente sobre a fronseira da regifio. (No caso unidimensional, a regido
¢ um intervalo [a, b} cuja fronteira ¢ constituida apenas pelos dois pontos a e b.)

O Teorema de Green néo ¢ ficil de provar no caso géral apresentado no Teorerna 1, mas
faremos uma prova para o caso especial onde a regifio é tipo I ou tipo I (veja a Secio 15.3).
A essas regides, vamos charnar regites simples.

#rova do Teorema de Green no Gaso Onde D £ uma Regifio Simples Note que o Teorema
de Green estard provado se mostrarmos que

iz LP@=~J}]‘%§0{4

Vamos provar a Equacgfio 2 exprimindo D como uma regifio do tipo I:
D={xyla<x=b gx) <y=< g

onde g, e g, sio fungdes continuas. Isso nos permite calcular a integral dupla do lado
direito da Equagio 2. como segue:

— g P o e AP e ,

4] j J P dA = [ L o ay (x,yhdydx = f [P(x, g2 — Plx, gr(x))] dix

onde o dltimo passo segue do Teorema Fundamental do Caleulo.

Vamos agora calcular o lado esguerdo da Equagdo 2, quebrando € como a unido de
quatro curvas 'y, (G, Gs e € mostradas na Figuza 3. Sobre €; tomamos como pardmetro
X € CSCreveInos as equagdes paramétricas como x = x, y = g,{x), a =< x < b. Assim

&
LE Pix,y)dx = L Pix, gi(x)) dx
Ohbserve que (5 val da direita para a esquerda, mas — s vai da esquerda para a diteita, e

podemos escrever as equagOes paraméiricas de —Cs como x = x, y = ga(x), 2 < x < b.
Portanto

JoPeyyax==[ Py ax = [ P guto) dx
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Sobre C; ou s (qualquer uma delas pode se reduzir a um tnico ponio), x € constante, e
assimdr=0e

J;Z Pix,vide=0= {Ca P{x, y)dx

Portanio

L Plx, v) dx = “cl Plx,v)dx + ;C Plx, y) dx + jcs Plx, yidx + jc Plx, y)dx

5 ]
= L Plx, gi(x)) dx — Ja P(x, gx{x)} dx
Comparando essa expressdo com a da Equagio 4, vemos que

: - ap
JCP(JC,y)dxm m.ﬂ “g;dA

o

A Bquagdo 3 pode ser provada de forma semelhante, exprimindo D como regido do tipo 11
{veja o Exercicio 28). Entdo, somando as Equacdes 2 e 3, obtemos o Teorema de
Green.

EXEMPLG T 0 Calcule {.x*dx + xy dy, onde C é a curva triangular constituida pelos
segmentos de reta de (0, M a (1, 0) de (5, 0)a(0, De de {0, 1y a (0, O

SOLUCAD Apesar de essa integral poder ser calculada pelos métodos usuais da Secio
16.2, o que envolveria estabelecer trés integrais separadas sobre os trés lados do tridn-
gulo, vamos, em vez disso, usar o Teorema de Green. Note que a regido D cercada por C
¢ simples e C tem orientaggo positiva (veja a Figura 4). Se tomarmos P(x, ¥) = x* e
Q(x, v} = xy, entiio teremos

(0,0 X 4 5 - _f?_Q; - f_ . I fi—x -~
Lx dx%xydywﬂ(é)x ay)dA%Lfo (y ~ 0) dy dx
FIGURA 4 s
i 2 y=l—-x "1 5
= Byl =1 0 - ardx
SRUEEL S

EXEMPLD 2 o Calcule §. (3y — ") dx + (7x + Ayt A+ i)dy . onde C ¢ o circule
P+ yi=g

SOLUGAD A regifio D delimitada por C £ o circulo x° + ¥ = 9, entfio vamos mudar para
coordenadas polares depois de aplicar o Teorema de Green:

§.Gy ~ e=dx + (1 + 57T 1) dy

T Em vez de ytilizarmos a3
coordenadas polares, podemos v 3
simplesmente usar o fato de que D € e ; j“ (7 — 3) rdr do
um circulo de raic 3 e escrever J0 0

4aa =4 507 =367 =4§:?’"d8£rdr=3ﬁw

o

! 6 r_éummm %Wi I &enx
=-!;} [g(?x%m\/y +1) ay(?s}/ e ):ga’A
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FIGURA B

Nos Exemplos 1 e 2 consideramos gue a integral dupla era mais facilmente calculada
ceme uma integral de linha. (Tente escrever a integral de linha do Exemplo 2 ¢ vocé ficard
convencido rapidamenie!) Mas &s vezes ¢ mais simples calcular a infegral de linha, €, nesse
caso, usames o Teoremma de Green na ordem inversa. Por exemplo: se sabemos que
Plx, vy = Q(x,v) = 0 sobre uma curva C, entdo o Teorcma de Green nos dé

N P
H (fﬁ—i—)mz [ Pdc+Qdy=0
JJ dx :

Il

ay JC

nio interessando os valores das fungBes P e Q em D.
Outra aplicac@o da diregdo reversa do Teorema de Green estd no cdfculo de dreas. Como

a drea de uma regifio D € [[,) 1 dA, desejamos escolher P e @ de modo que

a9 _ap
dx dy
Existem vdrias possibilidades:
Plx,y) =0 P(ry) =~y Plxy) = —3y
Ofx, ) = x Q(x,y) =0 Ox, y) = 3x
Entdo, o Teorema de Green d4 as seguintes formulas para a drea de D:
B —f xdy= 4 vdr =14 xdv — ydx
[5: A f}c x dy ‘{C ydx =3 ‘t: xdy — ydx
e V2
EXEMPLO 3 o Determine a drea delimitada pela elipse — + ~— = 1.
PE B

SOLUCAD A elipse tem equagdes paramétricas x = gcosf ey = b sen 1, onde
0 = r = 2. Usando a terceira férmula da Equaglo 5 temos

I

A %Lxdy - vdx

=3 f:ﬁ(a cos ibeosi)ydr — {bsenti{~agsent) di

2
dt = mab
2 Jo

i

abf

Apesar de termos provado o Teorema de Green somente no caso particular onde D €
simples, podemos estendé-lo agora para o caso em que D € a unifio finita de regides sim-
ples. Por exemplo: se I € uma regifio como mostrado na Figura 5, entio podernos escrever
D = D U Dy, onde Dy e D, s3o ambas simples. A fronteira de D; € C; U (5 e a fronteira
de D, é C; U (—Cs}, Assim, aplicando o Teorema de Green para D) e D; separadamente,

obtemos

a0 a
Pdv+ Qdy = }(ﬁmi)ﬂ
s Jio40x dy

.,C!u(,
Pdi+ Qdy = § (i%wfi)da

..gc}u—c.)) G ay




FIGURA &

FIGURA 7

FIGURA 8

FIGURA ©
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Se somarmos essas duas equagiies, a integral de linha sobre s e — 5 se cancelam ¢ obtermos

| Pdr+ Qdy= ; (99# mﬁfi)cﬁ

Jc.uc: ax dy
o

que € o Teorema de Green para D = Dy U I, uma vez que sua fronteira é C =, U O,
O mesmo tipo de argumentacdo nos permite estabelecer o Teorema de Green para quai-
quer unido finita de regides simples (veja a Figura 6).

EXEMPLO 4 = Calcule 4. y" dx + 3xy dy, onde C é a fronteira da regifio semi-anular D
contida no serniplano superior entre os circulos x° + y? = 1 g x? + y? e 4,

SOLUGAD Note que, apesar de D ndo ser simples, o eixo y divide-a em duas regides sim-
ples (veja a Figura 7). Com coordenadas polares, podemos escrever

D={r@|t<sr=20=p=<z

Portanto o Teorema de Green fornece

" o

Jyidx 4 3y dy = ’

Y

{f; (3xy) — 5‘1— w)]dA

J ydA ={"["(rsen ) r drdo
N GO0

0

o 2 - +72 14
= JQ sen 848 ‘1 #dr = [—cos 8] {1F°], = T

O Teorema de Green pode ser aplicado para regiGes com furos, ou seja, regides que nio
sdo simplesmente conexas. Observe que a fronteira € da regifo [ na Figura 8 é constituida
por duas curvas fechadas simples C, e C;. Admitiremos gue essas curvas fronteiras sfio ori-
entadas de modo que a regido ) esteja & esquerda quando percorremos a curva C. Entdo a
crientagdc positiva € anti-hordria na curva externa C; mas é hordria na curva interna C,. Se
dividirmos D em duas regides D’ e 1" pela introdugfio das retas mostradas na Figura 9 e
entdo aplicarmos o Teorema de Green a cada uma das regides D’ e D, obteremos

fﬁf(%%‘%)d“ﬂ(%%m%f;)ﬂ+L!’(%§w%§)m
=LD_‘de + Ody + .[Wpdx + 0dy

Como a integral de linha sobre a fronteira comum sio em sentidos opostos, elas se cance-
lam e obtemos

80  ap . )
Jj(ax ""““8?) dAijEPdA“F Qd}"i’jczpdk"{” Qd)y_J(:de+Qd}

que € o Teorema de Green pars a regifio D,

EXEMPLO B = Se Flx,y} = (—yi + x j)/(x* + y7), mostre que [ F -« dr=2mpara
todo caminho fechado simples que circunde a origem.

SOLUCAD Como C é um caminho fechado arbitrdrio contendo 2 origem em seu interior,
€ dificil calcular a integral dada dirctamente. Vamos ento considerar um circulo,
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FIGURA 10

percorrido no sentido anti-hordrio ¢ com centro na origem e raio . onde a € escolhido
pequeno o suficiente para que ' esteja inteiramente contido em C (veja a Figura 10).
Seja D a regifo limitada por C e C’. Entdo a orientagdo positiva da fronteira €

C U (~ (") e, aplicando a versdo geral do Teorema de Green, temos

-+ : [ 3 = | ﬁgﬂmg}i
[ pax- Qd}+ch,.PdﬁQd}”ﬂ (3}: ay)dA

2

14
T T y2 — x?
") ITC —') FAYs dA
}DJ [{f Fyh 0t })ji
0

i

Py

Portanto “(_de + Qdy= Jc' Pdx + O dy

ou seja, JCF s dr = Jncj F-dr

Agora podemos calcular facilmente essa dltima integral usando a parametrizagio dada
porriz) = acosti + asenrj, 0 = ¢ = 2. Entdo

[Frar={ Fr-ar={"Fa@) r)ar

_ {:W {(~asent(—a sent) + (acos Hacos 1) it
Jo a’cos’r + a® sen’t

Terminaremos esta se¢fo utilizando o Teorema de Green para discutir um restiltado que
foi afirmado na seg¢io anterior.

Esbogo da Frova do Tserema 1838 Estamos admitindo que F = Pi + Q j é um campo
vetorial em uma regifio simplesmente conexa D, que P e @ tém derivadas parciais de
primeira ordem contfnuas e que

gy

aP
e emtodoo D
ay dx

Se € ¢ um caminho fechado simples gualguer em D e R ¢ a regido envolvida por C, o
Teorema de Green nos dé

§CF-drw3ECde+Qd}’mﬂ<%§"——g—§)dfé=ﬁ0dz4=o

Uma curva que nio seja simples se intercepta em um ou mais ponios e pode ser
quebrada em um certo niimero de curvas fechadas simples. Mostramos que as integrais
de linha de F sobre essas curvas simples sio todas (, e somando essas integrais
podemos ver que [ F - dr = 0 para qualquer curva fechada C. Portanto, [ F - dr ¢
independente do caminho em D pelo Teorema 16.3.3. Segue-se entdo que F ¢ um
campo vetorial conservativo,
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i—& o Calcule a integral de linha por dois métodos: {a)
diretamente e (b) utilizando o Teorema de Green.,

1 f.xyidx + 27 dy,
€ é o rethngulo com vértices (0, 0}, (2, 1, (2, 3 e (0, 3)

2. 1,(} dx — x dy,

C ¢ o circulo com centro na origem e rato 1
ﬁ.x}-‘d}c + x2)'3 dy,

C ¢ o trifingulo com vértices (0, 0). (1, M e (1, 2)

4 §.xdx + ydy, C consisie nos segmentos deretade (0, 1) a
(0, Medef0,0la(l,enapardbolay =1 — x*de (1,02
©, 1)

15§ ¢ Verifigue o Teorema de Green, usando um sistema algébrico
computacional para calcalar tanto a integral de linha como a
integral dupla.

5. Plx,y) = x5,
Ay

Qfx, v} = —x"y5 C ¢ a circunferéncia

8 Py} =yisenx, Qx ¥ =x"seny.
¢ é formado pelo arco da pargbola y = x*de (0, 0 a(1, D)
seguido do segmento de retade (1, 1) a (0, 0)

2 . 0 “ =

3-12 = Use o Teorema de Green para calcular a integral de linha
ao longo da curva dada com orientagfio positiva,

1 [ e dx+ 2xe” dy,

Céoquadradodelados x =0, x =1L, y=0ey~ |

8 [xPyide+ dxyidy,
C ¢ o mifingulo com vértices (0, 01, {1, 3 e (0, 3)
b4y + e )dx + (2x + cosy")dy, '
C € a fronteira da regido delimitada pelas pardbolas y = x* ¢

2
X =y

10. oxe ™ ds + (x* + 20 dy, :
C ¢é a fronteira da regifio entre as circunferéncias x* + y? = 1
ext+yi=

My [y dx—xdy, Céocirculox® +y* =4

12 j_senydx + xcosydy, Céaelipsex’+ xy+y'=1

a n

1318 T Use o teorema de Green para calcular fc F - dr. (Vertifique
a orientacdo da curva antes de aplicar o teorema.)

13, Flny) = (W5 + %50+ Jy),

C consiste no arco de curva y ==sen x de (0, 0) a (m, 0} e do
segmento de reta (, 0} a (0, 0)

M, Flx v} = {y*cosx x*+ 2ysenx),
Céotridngulode (0,0 2(2,60a(2,0)a(5,0)

15.

11.

18.

18

20

24,

25

Flx,y) = {e* + x’v. e¥ — xy?), C ¢ a circunferéncia
x* + y? = 25 orientada ro sentido hordrio

Fla,y) = {y — In(x* + y7), 2g7(y/x}). Céa
circunferéncia (x — 2)* + {y ~ 3)’ = I orientada ne sentido
anti-hordrio

Use o Teorema de Green para achar o trabalho realizado pela forga
Flx,y) = x(x + )i + xy*j a0 mover uma particula da origem
ac longo do eixo x até (1, 0), em seguida ao longo de um segmenito
de reta até (0, 1), e entdio de velta 3 origem ao longo do eixo y.

Uma particula inicialmente no ponto {~-2, 0) se move ao longo
do eixo x até {2, 0), e entdo ao longe da semicircunferéncia

¥y = /4 — x? até 0 ponto inicial. Util.ze o Teorema de Green
para determinar o trabalho realizado nessa particula pelo
campo de forga Fix, y) = (x, £ + 3xy*).

Use uma das férmulas em (5) para achar a drea sob um arco da
cicléide x = 1 —senf, y = | ~ cost.

Se uma circunferéncia C de raio 1 rola ao fongo do interior da
circunferéncia x* + y* = 16, um ponto fixo P de € descreve
uma curva chamada epicicléide, com equagdes paramétricas

X == 5cost— cos 54y = Sgent ~ sen 51 Faca o grafico da
epicicldide ¢ use (5) para calcular a drea da regifio que ela envolve.

21. (a) Se C ¢ o segmento de teta ligando o ponto (a1, y) a0 ponto

(x1, ¥2}, mostre que

Lxdy — ydx = xiy; — X33

(b} Se os vértices de um poligono, na ordem anti-hordria, sio

tx1, ¥k (X, ¥2), <. ., (X, ve), mostre que a 4rea do
poligono &
A =3[0y, = 2oy ) F (o = xye) + 00

F {1 Ye ~ Xayasr) F (Y = 20yl
{c) Determine a drea do pentdgono com vértices {0, 0), (2, 1),
{1,3), (0, 2)e (—1, 1).
Seja D a regifo limitada por um caminho simples fechado €
1o plano xy, Utlize o Teorema de Greén para provar que as
coordenadas do centrdide (X, ) de D sdo

= ! 2 - i 21,
MM§dey y == miyd},

onde A € a drea de D.

Utilize o Exercicio 22 para achar o centréide do trifinguio com
vértices (0, 0), (1, Y e (G, 1).

Utilize o Exercicio 22 para achar o centrdide de uma regific
semicircular de raio a.

Uma 14mina plana com densidade constante p(x, y) = p ocupa
uma regifio 4o plano xy limitada por usm caminho fechado simples
€. Mostre que seus momentos de inéreia em relagio aos eixos s8o

i, = -gli{;:xsd})

- 2
L= 3 igcyldx




