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Turma A
1% Questao: (3 pontos)

a) (1.5 ponto) Inverte a ordem da integracao na integral iterada:
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b) (1.5 ponto) Calcule integral invertendo a ordem de integracao:
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Solucgao:

(a) Note que regiao de integracdo ¢ D = {(x,y) |0<z<1, —vV2—22<y< —3:}. Isto
significa que z estd variando no intervalo [0, 1] e para x fixo nesse intervalo o y varia entre
—v2—12% e —x. Ou seja, a regiao D estd compreendida entre os graficos das fungoes
y=—/2—22ey=—xcom0 <z <+/2, como segue
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Vamos achar o ponto de interseccao da regiao circular. Com y = —v/2 — 22 e y = —ux,

temos que

—V2—r?=ax=1=y=—1.



Dai, note que a regiao de integracao D pode ser dividida em duas regioes D, e D, onde

Dlz{(%y)|—\/§§y§—1,o§$§_,/72_y2}

DQ:{(%?JH—lSySO,ngg_y}
Assim temos,
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/ / f(z,y)dydx = / / f(z,y dmdy+/0/f($,y)dxdy.
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(b) Note que x estd variando no intervalo [0, 1] e para x fixo nesse intervalo o y varia entre
x e /x. Ou seja, a regiao D estd compreendida entre os graficos das fungoes y = \/x e
y=xcom (0 <x <1, como segue

Dai, note que a regiao de integracao D pode ser definida do seguinte jeito,

D={(z,y)|0<y<1,y* <z <y}.
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Entao,
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= /cosy dy — /ycosy dy n [siny — (ysiny + cosy)](l)

0 0 Obs.1
= (sinl —sin1 — cosl — (sin0 — (0) sin 0 — cos0)
=1 — cosl.

Obs.1: Para resolver a integral [y cosydy usaremos a tecnica de integragdo por partes
com u =y temos du = dy e com dv = cosy dy temos v = siny. Assim,

/ycosydy—ySiny—/sinydy—ysiny+cosy+C.



Turma A

22 Questao: (3 pontos)
a) (1.5 ponto) Ache a integral [[ /1 — 22 — y?dady, onde D é a regiao limitada pelas curvas
D

Pyt =1a=y =3y
b) (1.5 ponto) Ache a integral [[(z + y)(z — y)e® ¥’ onde
D

D={(z,y): 1<z —-y<2 -1<z+y<1}

Solucgao:
(a) Primeiro vamos a determinar a regiao de integracio D graficando as curvas z% + y* = 1,
rT=yex= \/§y
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Vamos achar os pontos de interseccao da regiao circular. Com y = V1 —22 ey =

temos que
V2 V2
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Por outro lado, com y = V1 — 22 ey = \/Lgx, temos
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Isto é necessario pois vamos resolver a integral mediante a mudanca de variavel. Note

que, temos 0 <r <1lefp <0 <0 onde
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Assim, Dy, = {(0,r) |0 <r < Z}. Agora, por outro lado, com z = rcosf e
y = rsin @ temos




\/1 —x2—y2 = \/1 — (22 4 94?) = \/1 — ((rcosf)? + (rsin6)?) = V1 —r2.
Entao,
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Agora, calculando o Jacobiano temos
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Turma A
3% Questao: (4 pontos)

a) (2 pontos) Encontre a massa do solido
S={(z,y,2): 1 -2 —y* < z2<2+2>+y* 2 +y* <1, 2 >0}

com a densidade 0(z,y, z) = z usando as coordenadas cilindricas.

b) (2 pontos) Ache [[[ zdxdydz, onde
D

D={(z,y,2): 1< +y*°+2°<3, <0, y>0, 2<0}.
Solucgao:
(a) Note que, a partir de 224+’ <lex>0temosque 0<zx<lel<y< V1 — 22. Assim
S:{(x,y,z) |1 —2® —y? <2 <2422+, 0<y<+v1-2a2 nggl}.
Vamos usar coordenadas cilindricas, temos
x = rcost d(z, v, cos —rsinf 0

y =rsinf = ———— =|sinf rsinfd 0| =r,
z2=2z 0 0 1
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Além disso,
l—a2?—y?=1—1% e 2422 +¢y*=2+1r%
Logo,
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Portanto,
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(b) Passando a coordenadas esféricas, temos

x = r sin a cosd (. y, 2) —7r sinacosf  sinacosd  rcosa cost
y=rsinasing = ——2"2 —| rsinacosd sina sind rcosa sina| = rsina.
_ a(r, 0, a) o
Z = T CoSx 0 cosQ T sin o

Note que, como z < 0, y > 0, z < 0 temos que a regiao de integracao estd no sexto
octante. Entao, 1 <r < \/g, comz < 0ey >0 temos g < # < 7 e por ultimo com z <0
tem-se § < a < 7. Assim,

Dr,e,a:{(r,e,OZ)llgré\/g,ggegﬂ' Saéﬂ—}
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Agora,
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