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Turma A
1a Questão: (3 pontos)

a) (1.5 ponto) Inverte a ordem da integração na integral iterada:

1�

0

−x�

−
√
2−x2

f(x, y)dydx.

b) (1.5 ponto) Calcule integral invertendo a ordem de integração:

1�

0

√
x�

x

cosy

y
dydx.

Solução:

(a) Note que região de integração é D =
{
(x, y) | 0 ≤ x ≤ 1, −

√
2− x2 ≤ y ≤ −x

}
. Isto

significa que x está variando no intervalo [0, 1] e para x fixo nesse intervalo o y varia entre
−
√
2− x2 e −x. Ou seja, a região D está compreendida entre os gráficos das funções

y = −
√
2− x2 e y = −x com 0 ≤ x ≤

√
2, como segue

Vamos achar o ponto de intersecção da região circular. Com y = −
√
2− x2 e y = −x,

temos que
−x = −

√
2− x2 =⇒ x = 1 =⇒ y = −1.



Dáı, note que a região de integração D pode ser dividida em duas regiões D1 e D2 onde

D1 =
{
(x, y) | −

√
2 ≤ y ≤ −1, 0 ≤ x ≤ −

√
2− y2

}
e

D2 = {(x, y) | −1 ≤ y ≤ 0, 0 ≤ x ≤ −y} .
Assim temos,

1�

0

−x�

−
√
2−x2

f(x, y) dydx =

−1�

−
√
2

0�

−
√

2−y2

f(x, y) dxdy +

0�

−1

−y�

0

f(x, y) dxdy.

(b) Note que x está variando no intervalo [0, 1] e para x fixo nesse intervalo o y varia entre
x e

√
x. Ou seja, a região D está compreendida entre os gráficos das funções y =

√
x e

y = x com 0 ≤ x ≤ 1, como segue

Dáı, note que a região de integração D pode ser definida do seguinte jeito,

D =
{
(x, y) | 0 ≤ y ≤ 1, y2 ≤ x ≤ y

}
.

Entao,

1�

0

√
x�

x

cosy

y
dydx =

1�

0

y�

y2

cosy

y
dxdy =

1�

0

x
cosy

y

∣∣∣∣y
y2
dy =

1�

0

(y − y2)
cosy

y
dy

=

1�

0

cosy dy −
1�

0

ycosy dy =
↓

Obs.1

[sin y − (y sin y + cosy)]10

= (sin 1− sin 1− cos1− (sin 0− (0) sin 0− cos0)

= 1− cos1.

Obs.1: Para resolver a integral
�
y cosy dy usaremos a tecnica de integração por partes

com u = y temos du = dy e com dv = cosy dy temos v = sin y. Assim,�
y cosy dy = y sin y −

�
sin y dy = y sin y + cosy + C.



Turma A
2a Questão: (3 pontos)

a) (1.5 ponto) Ache a integral
�
D

√
1− x2 − y2dxdy, onde D é a região limitada pelas curvas

x2 + y2 = 1, x = y, x =
√
3y.

b) (1.5 ponto) Ache a integral
�
D

(x+ y)(x− y)e(x−y)2 , onde

D = {(x, y) : 1 ≤ x− y ≤ 2, −1 ≤ x+ y ≤ 1}.

Solução:

(a) Primeiro vamos a determinar a região de integração D graficando as curvas x2 + y2 = 1,
x = y e x =

√
3y

Vamos achar os pontos de intersecção da região circular. Com y =
√
1− x2 e y = x,

temos que

x =
√
1− x2 =⇒ x =

√
2

2
=⇒ y =

√
2

2
.

Por outro lado, com y =
√
1− x2 e y = 1√

3
x, temos

1√
3
x =

√
1− x2 =⇒ x =

√
3

2
=⇒ y =

1

2
.

Isto é necessário pois vamos resolver a integral mediante a mudança de variável. Note
que, temos 0 ≤ r ≤ 1 e θ2 ≤ θ ≤ θ1 onde

cosθ1 =

√
2
2

1
=

√
2

2
=⇒ θ1 =

π

4
e cosθ2 =

√
3
2

1
=

√
3

2
=⇒ θ2 =

π

6
.

Assim, Dθ,r =
{
(θ, r) | 0 ≤ r ≤ 1 , π

6
≤ θ ≤ π

4

}
. Agora, por outro lado, com x = rcosθ e

y = r sin θ temos
∂(x, y)

∂(r, θ)
= −r =⇒

∣∣∣∣∂(x, y)∂(r, θ)

∣∣∣∣ = r,



e √
1− x2 − y2 =

√
1− (x2 + y2) =

√
1− ((rcosθ)2 + (r sin θ)2) =

√
1− r2.

Então,

�

D

√
1− x2 − y2 dxdy =

�

Dθ,r

r
√
1− r2 drdθ =

π
4�

π
6

1�

0

r
√
1− r2 drdθ

=

π
4�

π
6

−1

2
· 2
3

(
1− r2

) 3
2

∣∣∣∣1
0

dθ =

π
4�

π
6

1

3
dθ =

1

3
· θ
∣∣∣∣π4
π
6

=
1

3

(π
4
− π

6

)
=

1

3
· π

12
=

π

36
.

(b) Façamos a mudança de variável com u = x− y e v = x+ y. Temos{
u = x− y
v = x+ y

⇐⇒
{

x = u+v
2

y = v−u
2

Agora, calculando o Jacobiano temos

∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣∣
1
2

−1
2

1
2

1
2

∣∣∣∣∣∣ = 1

4
+

1

4
=

1

2
=⇒ dxdy =

∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣ dudv =
1

2
dudv.

Assim,

�

D

(x+ y)(x− y)e(x−y)2 dxdy =

1�

−1

2�

1

1

2
u v eu

2

dudv =

2�

1

1�

−1

1

2
u v eu

2

dvdu

=

2�

1

(
1

2
u eu

2

)
v2
∣∣∣∣1
−1

du =

2�

1

(1− 1)
1

2
u eu

2

du

= 0



Turma A
3a Questão: (4 pontos)

a) (2 pontos) Encontre a massa do solido

S = {(x, y, z) : 1− x2 − y2 ≤ z ≤ 2 + x2 + y2, x2 + y2 ≤ 1, x ≥ 0}

com a densidade δ(x, y, z) = x usando as coordenadas ciĺındricas.

b) (2 pontos) Ache
�
D

z dxdydz, onde

D = {(x, y, z) : 1 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 3, x ≤ 0, y ≥ 0, z ≤ 0}.

Solução:

(a) Note que, a partir de x2+ y2 ≤ 1 e x ≥ 0 temos que 0 ≤ x ≤ 1 e 0 ≤ y ≤
√
1− x2. Assim

S =
{
(x, y, z) | 1− x2 − y2 ≤ z ≤ 2 + x2 + y2, 0 ≤ y ≤

√
1− x2, 0 ≤ x ≤ 1

}
.

Vamos usar coordenadas ciĺındricas, temos
x = rcosθ
y = r sin θ

z = z
=⇒ ∂(x, y, z)

∂(r, θ, z)
=

∣∣∣∣∣∣
cosθ −r sin θ 0
sin θ r sin θ 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = r,

Além disso,
1− x2 − y2 = 1− r2 e 2 + x2 + y2 = 2 + r2.

Logo,

Sr,θ,z =
{
(r, θ, z) | 1− r2 ≤ z ≤ 2 + r2, −π

2
≤ θ ≤ π

2
, 0 ≤ r ≤ 1

}
.

Portanto,

�

D

x dxdydz =

�

Dr,θ,z

r2cosθ drdθdz =

π
2�

−π
2

1�

0

2+r2�

1−r2

r2cosθ dzdrdθ =

π
2�

−π
2

1�

0

z r2cosθ

∣∣∣∣∣∣
2+r2

1−r2

drdθ

=

π
2�

−π
2

1�

0

(
2 + r2 − 1 + r2

) (
r2cosθ

)
drdθ =

π
2�

−π
2

1�

0

(
r2 + 2r4

)
cosθ drdθ

=

π
2�

0

(
1

3
r3 +

2

5
r4
)
cosθ

∣∣∣∣1
0

dθ =

π
2�

−π
2

(
1

3
+

2

5

)
cosθdθ =

π
2�

−π
2

11

15
cosθ dθ

=
11

15
sin θ

∣∣∣∣π2
−π

2

=
22

15
.



(b) Passando a coordenadas esféricas, temos
x = r sinα cosθ
y = r sinα sin θ

z = r cosα
=⇒ ∂(x, y, z)

∂(r, θ, α)
=

∣∣∣∣∣∣
−r sinα cosθ sinαcosθ rcosα cosθ
r sinα cosθ sinα sin θ r cosα sinα

0 cosα −r sinα

∣∣∣∣∣∣ = r2 sinα.

Note que, como x ≤ 0, y ≥ 0, z ≤ 0 temos que a região de integração está no sexto
octante. Então, 1 ≤ r ≤

√
3, com x ≤ 0 e y ≥ 0 temos π

2
≤ θ ≤ π e por ultimo com z ≤ 0

tem-se π
2
≤ α ≤ π. Assim,

Dr,θ,α =
{
(r, θ, α) | 1 ≤ r ≤

√
3,

π

2
≤ θ ≤ π,

π

2
≤ α ≤ π

}
.

Agora,

�

D

z dxdydz =

�

Dr,θ,α

r cosα
(
r2 sinα

)
dαdrdθ =

π�
π
2

√
3�

1

π�
π
2

r3 cosα sinα dαdrdθ

=

π�
π
2

√
3�

1

r3
sin2 α

2

∣∣∣∣π
π
2

drdθ =

π�
π
2

√
3�

1

r3

2

(
(sinπ)2 −

(
sin

π

2

)2
)

drdθ

=

π�
π
2

√
2�

1

−r3

2
drdθ =

π�
π
2

−r4

8

∣∣∣∣
√
3

1

dθ =

π�
π
2

−1

8

((√
3
)4

− 1

)
dθ

=

π�
π
2

−1

8
(9− 1) dθ = −

π�
π
2

dθ = −
(
π − π

2

)
= −π

2
.


