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Exercicio 1.
Estude a posicao relativa das retas ry e rs.

v 1 B _ Jy+z2=3
(a) m: X =(1,-1,1) + t(—2,1, 1)’T2'{x+y—226
Jr—y—2= ) 22 -3y+z2z=5
(b) Tl'{$+y_Z:O7T2‘{x+y—2Z:O

(€) ri: X = (8,1,9) +£(2,—1,3), 1o : X = (3, —4,4) + (1, —2,2)

Solucgao 1.
(a) Paralelas distintas.
(b

Concorrentes.

(
(

)
)
c) Reversas.
d) Coincidentes (r = s).
)

(e) Concorrentes em P = (—2,6,—6).



Exercicio 2.

Dadas as retas 11 : X = (0,1,0) +¢(1,0,0) e ro : X = (—1,2,7) + (2,1, —3),
obtenha uma equagcao vetorial da reta r3, concorrente com ry e ry, e paralela
au=(1,-5—-1).

Solucgao 2.

Sejam P = (tp,1,0) € 1 e Q = (—142tg, 2+tg, T—3tg) € 2. Logo PQ éum
vetor diretor de uma reta concorrente a r, e T2, COMO estd sendo procurada
a reta paralela a u, tem-se que PQHu ie. PQ at. Basta resolver o
sistema em trés varidveis PQ = (—1 +2tg,2+1g, 7—3tg) — (tp,1,0) = \u =
A1, =5,—1).

Exercicio 3.

Estude a posigao relativa de r e m e, quando forem transversais, obtenha o
ponto de intersecao P.

(a) 7: X =(1,1,0)+¢(0,1,1), m:x —y — 2 =2
(b) r:Et=y=27:X=(3,0,1)+¢0,-1,1) + s(2,2,0)

r—y+2=0

. — (1 _1 _1
21’+y—2—1—0’ﬂ-'X—(3’0’ 3)+t<1’ 270)+S(07171>

E%E%

,Tix+y=2

{
@ {7y

= (0,0,0) +#(1,4,1), m: X = (1,—1,1) +£(0,1,2) + s(1,—1,0)

) r:2P=y—1=2 71:32-6y—2=0

Solugao 3.

(a) Sao transversais, P = (1,0, —1).
(b) Sao paralelas.

)
)

(c) r estd condita em 7.
)

(d) Sao paralelas.



(e) Sao transversais, P = (—1/9,—4/9,—1/9).

(f) Sao paralelas.

Exercicio 4.

Verifique se a reta

é(x—'?):—(y—f—?)):z—él

intersecciona os planos m : 6z +4y — bz =4 e my : x —dy + 2z = 12 no
mesmo ponto. Verifique se essa reta é coplanar com a reta determinada pela
intersecao desses planos.

Solugao 4.

A intersec¢ao da reta com m é em (—15,2, =) A interseccio da reta
com 7y é em (2, —3,%). A reta de intersecgao dos planos ¢ X = (2,—2,0) +
t(1,1,2). Para a segunda parte use o critério de coplanaridade.

Exercicio 5.
Estude a posicao relativa dos planos m; e ms.

(a) m : X =(1,1,1) +¢(0,1,1) + s(—1,2,1),

Mot X = (1,0,0) +#(1,—1,0) + s(—1,~1,-2)
(b) m : X =(4,2,4) +t(1,1,2) + 5(3,3,1),

T X = (3,0,0) + £(1,1,0) + 5(0, 1,4)

(c) m:2—y+22—1=0,m:40 —2y+42=0

(d) m:z—y+22—2=0,mm: X =(0,0,1) +¢(1,0,3) + s(—1,1,1)

Solucgao 5.

(a) Sao iguais.
(b

)

) Sao transversais.

(c) Sao paralelos distintos.
)

(d) Sao transversais.



Exercicio 6.
Considere os planos m :x —y+ 2 —3=0e m : 2m?*z — (m + 1)y + 22 = 0.

(a) Determine o cada valor de m para que os planos m e 7y sejam: para-
lelos, concorrentes e concorrentes ortogonais.

(b) Para m = —1 encontre a equacao da reta de intersecgao entre m; e .

Solugao 6.

(a) m =1 para que m e Ty sejam paralelos;
m # 1 para que m e Ty sejam concorrentes;
Pm € R (i.e. nio existe m niimero real) para que 7 e T sejam orto-
gonais.

(b) X = (0,—3,0) + (1,0, —1).

Exercicio 7.

Obtenha equagoes da reta r; que contém o ponto P = (1,1, 1), e é concorrente
com o : x = 2y = 2z, sabendo que o cosseno da medida angular entre r; e

ry € igual a 1/\/5

Solucgao 7.

Sao duas solugoes: X = (1,1,1) +¢(0,1,1) e X = (1,1,1) +¢(—4,1,1).
Dica: Tome () como o ponto de interseccao entre a reta que procuramos

e 5. Note que, como ) pertence a ry, ) = (2t,t,t) para algum niimero real

t. Ja que PZ) ¢ um vetor diretor da reta procurada, basta acha-lo.

Exercicio 8.

Determine o ponto P na reta r : X = (0,2,0) + ¢(0,1,0) e o ponto @) na
reta ro : X = (1,2,0) 4+ ¢(0,0, 1), tais que a reta PQ forme angulos de 45°
com 7y e de 60° com 5.

Solugao 8.
Sao quatro solucdes: P = (0,2,4/2,0),Q = (1,2,1) e P = (0,2,4+2,0),Q =

(1,2,—1). Releia a dica do exercicio anterior e adapte ela adequadamente.



Exercicio 9.

Obtenha uma equacao geral do plano que contém r, e forma angulo de 6
radianos com 7.

(@) rex=z4+1=y+2,m:24+2y—32+2=0,0=mn/3
(b) r: X =(8,0,0)+t(—8,0,8), m:x+2+1=0,cosf =+/2/3

Solugao 9.

(a) Duas solugbes: 2z —3y+z=5e -3z +y+ 2z = —3.
(b) Duas solugoes: z+y+8=0ex—y+2—8=0.

Exercicio 10.

Ache a distancia entre duas retas paralelas: 3x 42y = 6 e 6x +4y = 9. Note
que as retas estdo no plano cartesiano, i.e. sao s6 duas variaveis. (Porque
essas retas sao paralelas?)

Solugao 10.

Dica: Use o seguinte fato, se P é um ponto de uma reta r, a distancia entre
a reta r; e uma reta paralela ro é d(P,ry) (i.e. distancia entre ponto P e a
reta 7).

Exercicio 11.
Obtenha os pontos da reta r que equidistam das retas r; e rs.

(a) rio—1=2y=z,m:x=y=0,rp:0—-2=2=0

(b) rex=y=2z2rm7r:X=(1,0,0)+¢(1,1,0), 0 : X = (0,0,1)+¢(1,0,—1)

Solucao 11.

(a) (1,0,0) e (19/3,8/3,16/3).
(b) (0,0,0) e (1,1,1).



Exercicio 12.

Ache as equagoes dos planos paralelos ao plano 3x — 2y + 6z + 8 = 0 e que
distam 2 desse plano.

Solugao 12.

Dica: Lembre que o vetor normal 77 do plano dado é (3, —2,6). Entao o que
voceé procura é um plano que possui o mesmo vetor normal mas que dista 2. A
equacao do segundo plano sera: my : 3x —2y+6z+d = 0 com d a determinar.
A distancia entre os planos é dada tomando um ponto do primeiro plano, por

exemplo, P = (0,1, —1) e agora usando a férmula da distancia de um ponto
1(3)(0)+(=2)(1)+(6)(=1)+d|

V32422462 e basta

a um plano obteremos que 2 = dist(P,my) =
resolver esta equacao.

Exercicio 13.

Determine a reta r que contém o ponto A, é paralela ao plano 7, e que dista
d da reta ry.

(a) A=(1,3,-1),m:x+z=2,r:c—z2=y+2=z—x+4,d=3.
(by A=(1,2,0),7r:z+y+z=1,r:X=(0,3,2) +¢(1,1,0),d = 2.

Solucao 13.

Dica: Use o fato que o vetor diretor da reta r perpendicular ao vetor normal
do plano w. Aplique a formula para a distancia entre duas retas no espaco
para obter o vetor diretor da r.

Exercicio 14.
Sejam 7y : X = (1,0,2)+¢(2,1,3) ery : X = (0,1, —1)+¢(1,m,2m). Estude,
segundo os valores de m, a posicao relativa de r; e rs.

Solugao 14.

Existe valor para m tal que esses vetores sejam paralelos? Estude coplanari-
dade das retas.

Exercicio 15.
Para que valores de m a reta r : ””m;l = & = Z ¢é transversal ao plano

Tir+my+z=07



Solucao 15.
Para qualquer valor nao nulo.

Exercicio 16.

Obtenha, em cada caso, uma equacao vetorial da reta que contém P, é pa-
ralela ou contida no plano m, e é concorrente com a reta r.

(a) P=(1,1,0), m: 22 +y—2—3=0,r: X =(1,0,0) +¢(—1,0,1)

(b) P=(1,0,1),m:2—3y—2=1,r: X =(0,0,0) + (2,1, —1)

(c) P=(1,2,1),m:x—y=0,7r: X =(1,0,0) +¢(2,2,1)

(d) P=1(2,—-1,2), m:x+y+ 2z =0, r éaintersecao dos planos m : x = z
emy iz =9y+2

Solucao 16.

(a) X =(1,1,0)+¢(1,—3,—1).

(b) H4 infinitas solugoes. Explicagdo geométrica: como o plano deter-
minado por P e r é paralelo a m, qualquer reta que contém P e é
concorrente com r é paralela a 7.

(c¢) Nao existe solugao. Motivo geométrico: r é paralela a 7, mas o plano
determinado por P e r é transversal a 7.

(d) X =(2,-1,2) +(1,-2,1).

Exercicio 17.

Obtenha uma equagao geral do plano que contém P = (1,3,4), e é paralelo
am:r+y+z+1=0.

Solugao 17.
r+y+z2—-8=0.



Exercicio 18.

Obtenha uma equacao vetorial da reta que contém o ponto P = (0,2,1)
e forma angulos congruentes com as retas r; : X = (0,0,0) + #(1,2,2),
ro: X =(1,2,3)+1(0,3,0) e r3: X = (1,2,0) +¢(0,0,3).

Solucao 18.
Sao quatro solucoes: X = ( 2, ) +t(—=1,1,1), X = (0,2,1) +¢(=7,1,1),
X =(0,2,1)+¢t3,1,-1) e X =(0,2,1) + ¢(3,—1,1).

Exercicio 19.

Obtenha uma equacao geral do plano que contém r; e forma angulo de 6
radianos com rs.

(a) cos@ =1/9,r9:2z2=4—y=a+51r:X=(203)+¢t1,1,1).
(b) cos® =4v/3/7, 79 : X = (1,0,0) +¢(1,2,3), 7, contém A = (1,0, -2) e
B =(1,1,0).

Solucgao 19.

(a) Nao existe plano.

(b) 3r —2y+z—1=0o0uxz+ 10y — 5y — 11 = 0.



