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Motivacdo
00

Motivacao

Estamos interessados em estudar uma EDP da forma

ou
— —Au=0
ot 4 ’

u(0, x) = up(x)
em uma variedade M, onde A é um operador diferencial. E natural se
perguntar:

m Existéncia de solucBes? Sob quais hipéteses em A e M?
m Unicidade?

= Regularidade?

Vitor Borges (IME-USP) Equacdes de Difusdo em Variedades Jul/2020 1/29



Motivagao Preliminares arabélicas em R" em Variedades Corr

oe

Por que isso é interessante?

m Quando A tem ordem 2, equacdes desse tipo modelam fenémenos de
difusdo de movimentos Brownianos, representados pela equacdo

20 (tr) =V - (DIt ).

m EDPs em variedades podem surgir naturalmente de problemas fisicos
ou servir de meio para provar outros tipos de resultados, a exemplo do
Atiyah-Singer provado com métodos assintéticos da equacdo do calor.

m Equacdes de difusdo também servem como protétipo de EDPs em ou-
tros contextos. Em anélise complexa, a derivada complexa @ induz um
laplaciano complexo e uma equacdo do calor complexa

O0=80"+90 e uy = Ou.
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Notacao

= Q C RN dominio (aberto conexo) limitado com fronteira suave 0Q.

mx€eQouxeM. néeRNou e TM.

Notacdo de Einstein:

6 N H2 Y
ij o Al )
Z ajaxj 8XJ ,.JZ::I 2 0x;0x; . 0x;0x;

C(Q) = {f € C=(QNC(Q) : flyq =0}
Espacos de Sobolev:

H™(Q) = {u € [2(Q): D*u € L2(Q), |a| < m},

HEQ) = (@) (u,v) = / D*uD®v dx.
|a|<m
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Preliminares arabélicas em R
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Definicdo

Seja M um espaco topoldgico Hausdorff, segundo contavel e localmente
euclidiano. Dados abertos (U,), de M e (¢4 : Uy — Vo € RN) homeo-
morfismos, dizemos que (Ua, ¢a), € um atlas para M se

Ua Ua = M,

Pq © ngl é suave.
Um atlas maximal A é chamado uma estrutura diferenciavel em M e
o par (M, A) é uma variedade (diferencidvel/suave). Se, além disso, os
determinantes dos jacobianos das trocas de cartas ¢, © 9051 forem todos
positivos, dizemos que M é uma variedade orientada, e se M for um
espaco topoldgico compacto, dizemos que a variedade é compacta.
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Definicdo

Dados x € M e U uma vizinhanca de x, dizemos que um funcional linear
v: C*®(U) — R é uma derivacdo em x se satisfaz a regra de Leibniz

v(fg) = f(x)v(g) + g(x)v(f), f,ge€ C(U).

O espaco tangente T, M em x é dado pelas derivacbes em x. Dado um

sistema de coordenadas (U, ¢ = (x1,...,xn)), ndo é dificil mostrar que
0 d
<M = =—| gooop=— U.
X span {8x1 RIRLE o X}, X €

Um campo vetorial X em M é uma func3o suave tal que Xy € TyM. Em
coordenadas,

X|, = bf'ai, b € C®(U).

Xj
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Definicao

Um tensor de rank 2 a em M é uma aplicacao suave tal que

ax: kM x TyM — R

é uma forma bilinear. Dizemos que a é simétrico (resp. positivo) se cada
a, for simétrico (resp. positivo). Em coordenadas (U, xi, . .., xn),

0 0

P x e U.
(9X,-X’(9XJ-X ’

al(x) = a,

Em suma, em cada ponto podemos pensar em a como uma matriz com
entradas a’(x) e

ax(n, €) = a¥(x)n;¢;, para n,& € T, M.
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Definicao

Uma métrica (Riemanniana) g em uma variedade M é um 2-tensor simé-
trico e positivo definido, ou seja, para cada x € M,

g TxMx T,M— R
define um produto interno em T, M, e escrevemos ainda

€ = ge(£,€), €€ TM.

Diferentemente do caso acima, denotamos os coeficientes da métrica em
um sistema de coordenadas por gj; e definimos

(e") 7 = (&)-

Chamamos de variedade Riemanniana o par (M, g).
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Definicdo

Uma particdo da unidade em M é uma colecdo (p,) de fungdes suaves a
valores reais tais que para cada x € M e cada «,

i | pa(X) >0,

H A colecdo {supp pg} € localmente finita, i.e., existe uma vizinhang¢a U
de x com U Nsupp po # @ sé para finitos as,

B > pa(x) =1

Teorema (Existéncia de Particdes da Unidade)

Seja {Uy} uma cobertura de M por abertos. Entdo existe uma particdo da
unidade (pa) com supp po, C Uy. Em particular, quando M é compacta, a
cobertura € finita e as p, tém suporte compacto.
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Definicdo

Seja A um operador diferencial ordem m, definimos o simbolo principal de
A por
pm(x,€) = Y a*(x)€%, x€Q EeR".

|a|l=m

Dizemos que A é eliptico se, para cada x € (2, existe ¢ = ¢(x) > 0 com
N
lpm(x, )] = c|€]™, VEE€RT
Se A tiver ordem 2m, dizemos que A é estritamente eliptico se a

(=1)"pom(x, &) > c|€*™, Vx € Q, Ve e RV,
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Operadores elipticos sdo hipoelipticos, i.e.,
Au=1f € C®(Q) = ue C(Q).
Varias vezes vamos querer mostrar estimativas do tipo
[(A = A)ull = Aull,  A>0,

e para isso precisaremos de estimativas por baixo globais em A (por
exemplo, a desigualdade de Garding) que ndo conseguimos com a de-
pendéncia ¢ = c(x). Por isso precisamos pedir que A seja estritamente
eliptico e n3o sé eliptico.
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Equacdes Parabélicas em RV

Queremos resolver o problema

ou
— —Au=0 t>0
8t u 9 > 9

u(0,x) = uwp(x), x€Q,

mostrando que A é o gerador infinitesimal de um Cy semigrupo.

Mostraremos que se A for grande o suficiente
n —Ay\ = —(A+ A) é dissipativo, e
m pu—(—Ayx) = (u+ X) + A é sobrejetor, para todo p > 0.
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Teorema (Lumer-Phillips)

Seja A um operador fechado com dominio denso em um espaco de Banach
X. Se

I A é dissipativo,
M Existe algum Ao > 0 tal que (\g — A) é sobrejetor,

entdo A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contracées.

Definicao

Lembramos que um operador A é dissipativo se

(A —A)ul| > Aull, A>0,ue D(A).

Pergunta: Qual o espaco de Banach adequado?
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Teorema (Desigualdade de Gérding)
Se A é um operador diferencial estritamente eliptico de ordem 2m, existem

constantes ¢ > 0 e \g > 0 tais que

(Au, ug > cllully, = o llull, ue H™(Q)N HF(Q).

Demonstracao: Faremos a demonstracdo em um caso simples: suponha
— Qi p O -
que Atenhaordem?2, A= a %0 +b/ D +c, e suponha que os coeficientes

satisfacam
) <.

b

i
aX/ Xk

max (sup|aij|,sup|bj\,sup|c\,sup‘a)’¥k ,sup ,Sup
Q Q Q Q Q Q
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Entdo, dada u € H?>™(Q) N HJ(),

(Au,u), = [ a7 Pu u—i—b’a—u—l—cu
PO QT 0x0x Ox;
[ 9(aYu) Ou du

= /Q aX,- 8)(1 bja_XJ -+ CU

8u8u
- _ —_ - -7 _ U_ —
/ Ox; Ox; / % Bx ”+/b]axj“+
Zk/\Vu\ +/ b — ai —u+/cu
Q Q '/ 0x; Q

_ 21 O (i i 2
_k/Q|Vu| 5 ol (6 —ai) ~c|u
> kllull; = Ao [lull5,
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Teorema (Existéncia e Regularidade de Solucdes)

Para toda ug € H*™(Q) N HY"(Q) o problema de valor inicial

ou
— —Au=0
ot . ’

u(0,x) = up(x)
possui uma tnica solucdo u € C([0, 00), H>™(Q) N HY'()).

Esboco da Demonstracdo: Sejam )\ como na Desigualdade de Garding e
A > Ag. Lembramos que queremos usar o Teorema de Lumer-Phillips para
o operador —A) = —(\ + A).
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Passo 1: Usar a desigualdade de Garding para mostrar que —A) é dissipa-
tivo.

Passo 2: Escrever a equacdo (A — A)u = up na forma fraca:
(A=A)u,v),, = (uo,v),,, veHQ).
Passo 3: Usar o adjunto formal A* de A para definir a forma bilinear

B(u,v) = (u, (A — A%)v) u,ve C(Q).

m’
Passo 4: Verificar que B é limitada (e se estende a HJ'(2)) e coerciva
(Garding de novo).

Passo 5: Usar o Lax-Milgram para encontrar uma solucdo fraca u.

Passo 6: Usar a elipticidade para garantir que u é uma soluc3o classica. ||

Vitor Borges (IME-USP) Equacdes de Difusdo em Variedades Jul /2020 16 /29



Equagdes de Difusdo em Variedades Compactas
©000000000000

Equacdes de Difusdo em Variedades Compactas

Fixemos M uma variedade Riemanniana, compacta e orientavel.

Definicdo (Operadores Diferenciais em Variedades)

Seja a um 2-tensor simétrico em M. Dizemos que A é um operador dife-

rencial de 2a ordem se, em coordenadas locais (U, x1, ..., xy), podemos
escrever
A= a"f'a—z-l—bfi b e C=(U)
Ox;i0x; ox;’ ’

Para a definicdo acima ser mais precisa, precisamos dizer como se compotr-
tam os coeficientes sob mudancas de coordenadas.
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Transformando (xi, ...

Derivando de novo,

82

O0x;0x;

Vitor Borges (IME-USP)

T Ox

<6y, 0 > Oy 0 Oy Oyi
Axj Dyx | Ox; Dx; Dy dyx

_<%i> 9k 9
~ \0x 0y;) \ 0x; Oy

_m[Pw 0 ow
Oy0x; Oyx ~ 0xj Oy 0yx

Ox; Oy
Py 0 Oy Oy

~ 9x0x dyx | Ox;i Ox; Ayidyk’

Equagdes de Difusdo em Variedades

s xn) = (V1,---,yn), pela regra da cadeia
9 _ Oy 0
Ox;  Oxi 8yk
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Entdo, para que A fique bem definido independentemente de sistema de
coordenada, se

;0 0 9? 2 O
_ a9 O ek 97k 9
A=a Oxi0x; * bj@xj ? Ay19yx b 78

devemos exigir que

. 0y Oy z 02 Oy Oy
Ik _ ij OY1 OYk k
3 a ox; 0% e bf=al 8x,6xJ +b]6xj
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Definicao

Dizemos que A é estritamente eliptico se existe ¢ > 0 tal que

ax(&,6) > clé?, xe M, g e TuM.

Teorema (Existéncia e Regularidade de SolugGes)

Seja A um operador estritamente eliptico de 2a ordem. Entdo, para toda
up € C*(M) o problema de valor inicial

ou
— —Au=0
ot A

u(0, x) = up(x)
possui uma dnica solucdo u € C*°((0,00) x M).
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Demonstracao: A ideia da demonstracao é essencialmente a mesma: mos-
trar que A satisfaz as hipdteses do Teorema de Lumer-Phillips e, portanto,
é gerador de um semigrupo de contracdes. Consideraremos

A: C¥(M) C C(M) — C(M).

Passo 1: A dissipativo. Sejam f € C*(M) e u > 0. Seja xp ponto de
maximo de f. Escolhido um sistema de coordenadas em torno de xgp, a matriz
(a¥(xp)) é simétrica e positiva, logo, equivalente a uma matriz diagonal com
autovalores positivos. Podemos escolher um sistema de coordenadas tal que

aij(Xo) = )\J'(s,:,', )\j > 0.
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Ent3o,

(/ - /%A) F(x0) = F(x0) — %Af(xo)

1 of O%f
= f(x0) — ;b’(xo)8 » (x0) — Aja—)gg(xo)

> f(xo) = ||l

e tomando o supremo do lado esquerdo, vemos que H( - %A) f” > |fll-
Repetindo 0 mesmo argumento para um ponto de minimo, concluimos que

max (/ _ lA) £> | = min (/ _ lA) £(x).
X 7 X I
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Passo 2: Para que (A\— A) seja sobrejetora, basta que R(A—A) 2 C®(M),
onde A é a menor extensio fechada de A.

Segue do fato que

D(A) = {v € C(M) : 3f € C(M) tal que para cada sequéncia
(va) € D(A) = C*(M), se vy, — v,Av, — f}.

Passo 3: Para \ > 0 grande, a equacdo (\ — A)u = g tem solucdo, para
toda g € C2(M).

Tome um atlas finito A = (U,) formado por sistemas de coordenadas e uma
particdo da unidade (pp,) estritamente subordinada a .A. Consideremos as

equacoes restritas
(A—A)u = ppg em C>(U,).
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Como A é finito, existe A grande o suficiente tal que todas as equacGes
anteriores tém solugdes suaves u, € C§°(U,). Como cada u, se anula na
fronteira de U, a extens3do de u, para M

un(x), x€ U,

u) =10, xd U,

é continua. Entdo, u:= > u, é continua e solucdo distribucional da equac&o

A=Au=> pg=¢,

e como A é estritamente eliptico, u € C>*(M). O
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O Laplaciano em uma Variedade Riemanniana

O jeito mais comum para se definir o operador de Laplace-Beltrami (a.k.a.

o laplaciano (des—geémetras) positivo) em uma variedade é considerando a
derivada exterior d agindo em formas

(M) = QO(M) -4 @r(m) -4 .. L aVim) -4 0
e sua aplicagdo adjunta d* : QP(M) — QP~1(M). Definimos

A= d*d+ dd*.
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Exemplo (continuacdo)
Em funcdes:
d: C®(M) = QY(M),
fi— df = g—:jdxj
Definimos A := d*d. Ent3o,
Af = —divgrad f = —g¥ ai ol

8X,'(9Xj e 8xk ’

onde os FZ- dependem dos coeficientes da métrica e das suas primeiras de-
rivadas.
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A solucao depende da métrica? Precisamos da métrica para definir
um operador estritamente singular na desigualdade

a(€,6) > cl¢)?, xeM, Ee TM.

Mas no final das contas, como a variedade é compacta, todas as mé-
tricas sdo Lipschitz equivalentes e a solucdo n3o depende da métrica.
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Da pra estender pro caso ndao compacto?
N3o sei, mas essas ideias falham em alguns lugares:
A solucdo agora depende da métrica.
Saimos das hipéteses da Desigualdade de Garding.
No caso L?(RM): Supondo que A tem ordem 2 e que os coeficientes
satisfazem

max (sup|aU|,sup|bj|, sup|c|,sup|al |,sup |b], | ,sup |a§{,Xk|) < 00,
RN RN RN RN RN RN

pelas infinitas integracGes por partes, nossa demonstrac3o funcional!
C(M) para de ser apropriado para tratar o problema. Acrescenta dificul-
dade de linguagem.
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Pra terminar...

Moral da Histéria

m Semigrupos s3o (teis para resolver EDPs.

m Resolver equacGes de difusdo segue o procedimento:
Achar uma cota inferior para ||A — A||.
Resolver (A — A)u = f (Lax-Milgram, imers3o compacta).
Regularidade da soluc3o (solucdo fundamental).

m Trocar Q C RV para variedade compacta n3o faz grande diferenca.

m Mas tirar a compacidade deixa tudo mais complicado.
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