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Notacoes

mx=(x1, - ,xn), x€R"

® o= (ag, - ,a,) é um multi-indice, onde «; é um inteiro ndo
negativo para todo / e definimos

n
la] = Z a;
i=1

e
on :Xlal X,C:n'
. 0 .
m Denotamos ainda D, = v e D= (D, -+ ,Dp). Assim
Xk
escrevemos
1o %1 1o
DOt—DOél...DOJn—8_...6 i
-7 n .
8X1 aXn
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Definicoes

Seja Q um dominio em R” com borda 99 e fecho Q. Assumiremos
que 99 é de classe Ck.

Denotamos por C™(Q2)(ou C™(R2)) o conjunto das funcdes m
vezes continuamente diferencidveis com valores reais (ou
possivelmente complexos) em Q (ou Q)).

CJ(R2) é o conjunto das fungdes de C™(§2) que tém suporte
compacto em .
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Definicoes

m Paraue C"(Q) e 1< p < oo definimos

1
P
6llmp = (/Q 3 \D%\de) |

laj<m

m Se p=2,u,v € C"(Q) definimos ainda

(u, V)m=/ Z D®uDevdx.
Q

ler|<m
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n C';,”(Q) ={ue C™Q):||ullmp < oo}

= W™P(Q) e W™P(Q) sdo os completamentos na norma
[ - [Im,p de C'(2) e Cg"(K2) respectivamente.

= W™2(Q) = H™(Q).

m WMP(Q) Cc W™ (Q) paral <r<p.
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Equacgdes Parabdlicas

m Q2 C R" dominio limitado com borda 92 suave;
m Consideramos o operador diferencial de ordem 2m

A(x,D)= > aa(x)D?,
la|<2m

onde a,(x) sdo funcdes suficientemente suaves de Q a valores
complexos.
m Chamaremos parte principal A'(x, D) de A(x, D) o operador

A(x,D)= > aa(x)D

|a|=2m

Definicao

O operador A(x, D) é fortemente eliptico se existe ¢ > 0 tal que

Re(—1)"A'(x,£) > c|¢]*™, Vx e Q,V¢ e R".
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Teorema (2.2)

Desigualdade de Garding: Se A(x, D) é um operador fortemente
eliptico de ordem 2m, entdo existem constantes cog > 0 e Ay > 0
tais que para todo u € H*™(Q) N HY'(Q) temos

2 2
Re(Au, u)o = collul[f 2 — Aol|ullg - (1)
A demonstracido deste teorema é usualmente baseada na definicio
da elipticidade forte e no uso da Transformada de Fourier e pode
ser encontrada em Folland [Fol95].
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Exemplo

O operador —A definido por

é fortemente eliptico. Para todo u € C5°(Q2) temos

(—Au, u)oz—/ uAudx:/Vu-Vudx: 6l o[l Bs- (2)
Q Q

Utilizando as derivadas fracas podemos mostrar que (2) vale para
toda u € H?(Q) N H () e logo (1) vale para —A.
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Se A(x, D) é um operador fortemente eliptico de ordem 2m com
coeficientes a,(x) suaves em Q, podemos utilizar integracio por
partes para estender (Au + Au, u)g para uma forma sesquilinear

continua em HJ'(2) x H{"(Q).

Se Rel > \g, pela desigualdade de Garding, a forma sesquilinear
correspondente é coerciva.

Aplicando o Lema de Lax-Milgram obtemos a existéncia de uma
tnica solu¢do u € H{"(€2) do problema de valor de contorno

Ax,D)u+Au=f

para todo f € L?(Q) e ReX > Xg (ver [Brel0]).
E possivel provar que u € H*™(Q) (ver [RRM798]).
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Teorema (2.3)

Seja A(x, D) um operador fortemente eliptico de ordem 2m. Entio
para todo \ tal que Re\ > \g e para todo f € L?(2) existe tinica
u € H>™(Q) N HY'(Q) satisfazendo a equagio

A(x,D)u+ Au="f.

Ao operador A(x, D) em um dominio limitado Q C R" associamos
um operador ilimitado A agindo no espaco de Hilbert H = [2(Q).
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Definicdo (4.1)

Seja A(x, D) = Z an(x)D* um operador fortemente eliptico em
lal<2m

Q e defina D(A) = H?>™(Q) N H'(). Para todo u € D(A) defina

Au = A(x, D)u.

Teorema (2.5)

Seja H = L?() e seja A o operador definido acima. Para todo \
satisfazendo Re\ > \g o operador —Ay = —(A+ \l) é o gerador
infinitesimal de um Cy—semigrupo de contracées em H.

Demonstracdo: D(Ay) = D(A) = H>™(Q) N HJ(Q). Temos que
D(Ay) D C5°(€2). Sabemos que C3°(2) é denso em H, logo
D(A)) também é denso em H.
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Dai, pela elipticidade forte de A(x, D) a desigualdade de Garding
implica em

Re(—Au, u)o < —col[ull7,2 + (Ao — ReA)||u[[§ -

Como ReX > Ao, Re(—Ayu,u) <0 e assim —A, é dissipativo.
Tome f € H e considere

(Wl +Au=Ff=(u+Nu+Au="f.

Essa equagdo tem solugdo em D(A)) para todo > 0e f € H por
consequéncia do teorema (2.3).
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Utilizamos entdo o Teorema de Lumer-Phillips, parte (1), para
concluir que —A)y é o gerador infinitesimal de um Cy—semigrupo
de contracdes em H = [%(Q). O

Corolario (2.6)

Seja A(x, D) um operador fortemente eliptico de ordem 2m em um
dominio limitado com borda suave 02 em R". Para todo
up € H>M(Q) N H () o problema de valor inicial

du

E(X’ t)+A(x,D)u(t,x) =0 emQ

u(0, x) = up(x)

tem solucdo unica u(t,x) € CY([0, 00), H>™(Q) N HF()).
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Teorema (2.7)

Se A(x, D) é um operador fortemente eliptico de ordem 2m entdo
o operador —A associado a A(x, D) € o gerador infinitesimal de um
semigrupo analitico de operadores em H = L?(Q).

Demonstragdo: Pelo teorema (2.5), —A é o gerador infinitesimal
de um Co—semigrupo de contracdes em H = L?(Q) (para mais

informagdes, ver [Brel3]). Pela definigdo de ( , )o e pela
desigualdade de Garding sabemos que
Re(Axg: t)o = col|up- (3)
Para u € D(A),), uma integragdo por partes nos leva a
|im(Axou, u)o| < |(Axou, u)o| < bllul[7,» (4)

para alguma constante b > 0. Neste momento utilizamos a
definicdo de imagem numeérica.
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Definicao

A imagem numérica de um operador é definida por

S(A) ={ <x",Ax > x € D(A), ||x|]| =1,
x* e X |Ix*]| =1, < x,x* >=1}.

Assim, utilizando as estimativas obtidas anteriormente, temos
S(Ax) C Sy ={X:—m < argA < m} onde

b m m
m = arctan P~ < > Escolhendo 7 tal que 1 < n < > e
0

denotando ¥, = {\ : |argA| > n} existe uma constante tal que

d(A,S(Ax)) > G\, VAex,

onde d(A, S) denota a distancia entre A e o conjunto S C C.
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Tome p < 0 e considere Ay, — il = A+ (Ao — p)l. Pelo teorema
(2.3) o conjunto {p : u < 0} esta contido no resolvente de Ay,.
Utilizaremos entdo o teorema (1.3.9) do livro de Pazy [Paz12].

Teorema (1.3.9)

Sejam A um operador linear fechado com D(A) denso em X, S(A)
a imagem numérica de A e ¥ = S(A)" em C. Se A € ¥ entdo
Al — A tem imagem fechada e € bijetor. Além disso, se ¥y € uma
componente de X tal que p(A) N X # 0, entdo o(A) estd contido
em 5o = (Xo) e
1
d(A, 5(A))
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Vimos que p(Ay,) N X, # 0. Assim, ¥, é uma componente de

¥ = 5(A,,)" com intersecio ndo vazia com p(A). Portanto, pelo
teorema (1.3.9), o(A,,) estd contido em (X)), ou seja,
p(Ax,) D X, Além disso, para todo A € X,

1 _ 1
(A S(Ax) — GIAL

IR < -

Utilizaremos entdo o teorema (2.5.2) do livro de Pazy.
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Teorema (2.5.2)

Seja T(t) um Cy-semigrupo uniformemente limitado. Seja A o
gerador infinitesimal de T(t) e assuma 0 € p(A). As seguintes
afirmacdes sdo equivalentes:

a) T(t) pode ser estendido para um semigrupo analitico em um
setor Ay = {z : |argz| < §} e || T(t)|| € uniformemente limitado
em cada subsetor Ag/, &' < 8, de As.

b) Existe C constante tal de para todo o > 0,7 # 0,

C
RO' iTA e
Resir (A <
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Teorema (2.5.2)

c)Existe0<5<geM>0talque
p(A)D)::{)\:\argM <%+6}U{0}

M
e [|[Rx\(A)|| < o para A € X, )\ #0.

d) T(t) € diferenciavel para t > 0 e existe constante C tal que
c
[|AT ()| < S para t>0.
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Observe que pelo Lema de Lax-Milgram 0 € p(A). Além disso,
como p(A) D %, p(A) satisfaz as condigbes apresentadas no item
(c). Assim, o teorema (2.5.2) implica que —A,, é o gerador
infinitesimal de um semigrupo analitico.

Corolario (3.2.2)

Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico. Se B é
um operador linear limitado entdo A + B € o gerador infinitesimal
de um semigrupo anallitico.

Pelo corolario acima, —A é o gerador infinitesimal de um
semigrupo de operadores em L2(Q). O
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Consideremos entdo o seguinte resultado.

Corolario (4.3.3)

Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico T(t). Se
f € L1((0, T), X) é localmente Hélder continua em (0, T), entdo
para todo x € X o problema

du
E(t) = Au(t) + f(t)

u(0) = x

tem solugdo tnica u.
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Como consequéncia do teorema (2.7) e do corolario (4.3.3), temos:

Corolario (2.8)

Seja A(x, D) um operador fortemente eliptico de ordem 2m em um
dominio limitado Q C R" e seja f(t,x) € L?(Q) para todo t > 0.
Se

1(£) = F(s)I3 = /Q |F(£,x) = £(s,x)|%dx < K|t —s|**

entdo para todo up(x) € L2(Q) o problema de valor inicial

% + A(x, D)u = f(t,x) em Q@ x RT

u(0,x) = up em Q

tem solucio tnica u(t,x) € CY((0, 00), H>™(Q) N HF()).
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Observacdo: Se o operador A tem coeficientes constantes, os
teoremas (2.5) e (2.7) valem para Q = R". As provas para este
caso particular podem ser realizadas usando a Transformada de
Fourier.
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A Equacgdo da Onda

2
a—Z:Au, parax € R", t>0
ot (5)

u(0, x) = u1(x); %(O,X) = up(x) para x € R".

Esse problema equivale ao sistema de primeira ordem

(- (2 o) ()
u1(0,x) = wv1(x)

para x € R", t > 0, com
up(0, x) = wa(x)
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. 0 I\,
Estamos interessados em mostrar que A o) €° gerador

infinitesimal de um Cy—semigrupo de operadores em um espaco de
Banach apropriado, que serd H(R") x L2(R"). Para o caso em
que Q = R", as funcdes H*(Q) podem ser definidas utilizando a
Transformada de Fourier.
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Sejam f € L?(R") e

n

f(e) = (2n)"2 / e X f (x)dx

sua Transformada de Fourier. A fungdo f € H¥(R") se e somente
se (14 [¢P)2F(¢) € L2(R").
Dado U = [u1, 2] € C3°(R") x Cg°(R") definimos a norma

1

2
Moll = Wl = ([ Q2+ 198 + Py )

O completamento de Cg°(R") x C5°(IR") com respeito a norma
|| - ]|| é o espago de Hilbert H = H(R") x L2(R").
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Definicdo
Seja D(A) = H?(R") x HY(R"). Para U = [u1, up] € D(A)
definimos

AU = Aluz, up] = [u2, Auy].

Lema (4.2)

Sev>0ef e HKR"), k >0, entdo existe tinica funcdo
u € HK+2(R") satisfazendo

u—vAu="f
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Lema (4.3)
Para toda F = [fi, ] € C§°(R") x Cg°(R") e A e R,A#0 a
equagao

U-XMAU=F

tem tnica solugdo U = [u1, up] € HX(R") x HX=2(R™),Vk > 2.
Além disso,
Il < (1 =2 HIIF]

1
para 0 < || < 5"

(7)
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Ideia da demonstracdo: considere A € R e wy, wy solucdes de
Wi — >\2AW,' = f,

i =1,2. Pelo lema (4.3) as solugBes existem e wy, wy € HX(R")
para todo k > 0. Definimos u; = wy + Aws e up = wo + AAwjg.
U = [u1, up] é solugdo de (7). Usando as estimativas das normas
de u; e up obtemos a desigualdade desejada.

Coroldrio (4.4)

1
Para todo F € HY(R") x L2(R") e \ real tal que 0 < || < 572

equacao
U—-)XAU=F

tem solugdo tnica U = [u1, up] € HX(R") x HX=2(R™), Vk > 2.
Além disso,

lulll < (1= 2[A)HIIFIII
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Teorema (4.5)

O operador A da definicdo (4.1) é o gerador infinitesimal de um
Co-grupo em H = HY(R") x L?(R") satisfazendo

1T (2)]| < . (8)

Demonstracdo: D(A) = H*(R") x H*(R") é denso em H. Pelo
corolario (4.4) o operador (ul — A)~! existe para |u| > 2 e satisfaz

1
lp| =2

Utilizaremos entdo o teorema (1.6.3) de Pazy.

(! =AY <

para |u| > 2.
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Teorema (1.6.3)

A € o gerador infinitesimal de um Cy—grupo de operadores
limitados T (t) satisfazendo || T(t)|| < Me®!tl se e somente se
a) A é fechado e D(A) = X e

b) Todo real A\, |\| > w estd em p(A) e para tal \ temos

IRA(A)"I] < M(JA] —w)™", n=1,2,--

Pelo Teorema (1.6.3), A é o gerador infinitesimal de um grupo
T(t) satisfazendo (8). [
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Corolario (4.5)

Para todas f; € H?>(R") e f, € HY(R") existe uma tinica
u(t, x) € CY([0,00), H*(R")) satisfazendo o problema de valor
inicial

Demonstragado: Seja T(t) o semigrupo gerado por A e defina
[u1(t, x), u2(t, x)] = T(t)[A(x), f2(x)]. Dai

0
E[ul, up] = Alur, up] = [u2, Au]

e u1 é a solucdo desejada. O
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Teorema
Para0 < m< k — g temos HX(R™) ¢ C™(R™). }

Consideramos ent3o o problema

com fi, f, € C§°(R"). Pela regularidade de f; e 5, [f1, f] € D(A¥)
para todo k > 1. Daf [u1, un] = T(t)[f1, 7] € D(A¥) para todo

k > 1. Em particular, Aku; € L?(R") para todo k > 0, o que
implica que u; € HX(R"). Pelo teorema anterior,

ur(t,x) € C(R").
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