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Introdugdo

m Estudar operadores compactos nao autoadjuntos, ou seja,
sem teorema espectral.

m Definicio dos operadores tipo traco, que trazem aplicacoes
interessantes (por exemplo, em fisica matematica).
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Preliminares

m H serd sempre um espaco de Hilbert, ndo necessariamente
separavel.

m A serd sempre um operador compacto e By(H) é o espaco
dos operadores compactos.

m F(H) denota os operadores de rank finito, onde
rank(A) = dim Im A.

m Sequéncias podem ser finitas.

m Um sistema ortonormal em H é uma sequéncia (y;); € H
de vetores ortonormais que n3o precisa constituir base.

= A sequéncia ()\;)72; de autovalores de um operador serd
sempre tal que |A\j| > |\j;1], eles sdo repetidos de acordo
com multiplicidade, e se necessério a sequéncia é
completada por zeros.
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Introducdo

Preliminares

m Um operador B € B(H) sera dito ndo-negativo ou positivo
se for autoadjunto e (Bx,x) >0, Vx € H.

m Se B e B(H), |B|| = ||B¥].
m By(H) é um ideal fechado de B(H).

m A*A é um operador positivo e compacto.

Operadores de

tipo traco

na de

Proposicdo (Descricdo min-max dos autovalores)

Seja A um operador compacto e positivo e (\j)72; sua
sequéncia de autovalores. Ent3o

Aj= min  max (Ax,x).
M x1lM
dim M=j—1 |x]]=1
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Valores
singulares

Definicao

Seja A € By(H), seu j-ésimo valor singular é
* Ay 2
si(A) = (Ai(A"A))2,

e chamaremos de v(A) o ndmero de valores singulares ndo
nulos de A, que pode ser finito ou infinito.

Como (A*Ax, x) = (Ax, Ax) = ||Ax||?, temos equivalentemente

5(A)=min  max | Ax]|?.
dim M=j—1|jx|=1
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Valores
singulares

Exemplo

Considere o operador V : L2([0,1]) — L?([0,1]) dado por

t
VF(t) = —2i / £(s) ds.
0
Podemos escrever Vf(t) = fol k(t,s)f(s)ds com

2, 0<s<t<l,
k(t,s) =
0, 0<t<s<l,

e V é compacto. Mostrarei que além disso V n3o tem
autovalores.
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Exemplo (Continuacdo)
Valores

singulares Suponha que o(t) € L%([0,1]) tal que Vi = A\, entdo

/Ot p(s)ds = %w(t),

de forma que

olt) = 20(1), 9(0)=0,

e dai temos que p(t) = 0.
No entanto, podemos mostrar que

4

SJ(V)=W,

=12
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Introdu¢do

Preliminares

Valores
singulares

Operadores de
tipo traco

Teorema (Representagdo de Schmidt)
Um operador compacto A admite representacdo da forma

v(A)
A=A o),

j=1

l/
onde (goj) ; (¢J) 1 sdo sistemas ortonormais, e a
sequéncia converge na norma de operador. Além disso, se
escrevemos ,
B=> o, ¢,

j=1
onde (i)); e (1;)j—1 sdo sistemas ortonormais e (c;);_; é uma
sequéncia ndo cresceste de nimeros reais positivos tal que
aj — 0, entdo B é um operador compacto e sj(B) = «; sdo
seus valores singulares.
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Vamos rascunhar a demonstragdo. Escreverei s; := s;(A).
Do teorema espectral para operadores compactos autoadjuntos,
temos que

Valores
singulares

v(A)
AA = Z PP,

onde (goj)}jg) é um sistema ortonormal em H.
Tome 9 = sj_lAgoj, e note que

(Vj, ¥k) = SJ Ay, Api)
= 5; 's HAAp), o)
= SjS) <901v90k>
= j.
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Tendo (wj);gl‘) e (zpj)j”f}) como candidatos, vamos mostrar que

Valores
singulares

v(A)
Ax = Z si (X, 0j)Y;
j=1
Note que para todo x € H,
v(A)
X = (xe)ei+ u,
j=1

com u € ker A*A. Como ker A*A = ker A e Ap; = sj¢);, basta
aplicar A e temos a forma desejada.

A convergéncia segue considerando as somas parciais

An =371 5i(, ¢;)¥; e notando que s; — 0.
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Falta ainda mostrar a outra parte do teorema, mas note o que
mostramos!

Valores
singulares

SVD

A representacdo de Schmidt é anéloga a decomposicio em
valores singulares (SVD) de uma matriz em dimens3o finita.

Claro, pois A*Ayp; = sj?gaj e
AA*p; = AA (s Agj) = s; L A(A* Apj)
_ 12
=5 s Apj

— 24
= sjY).

No6s temos uma descricdo de A em termos dos autovetores e
autovalores de A*A e AA*.
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Valores

singulares Agora, a outra parte da demonstracdo. Para

B =Y aj(-, o)),

j=1

se v < 00, entdo B tem rank finito e portanto é compacto.
Se v = o0, consideremos as somas parciais Bj,, teremos que
B, — B, logo B é compacto.

Para checar que sj(B) = «j, basta escrever B*B em forma de
série e utilizar as hipdteses sobre os a;j: que a; € Rxq e estao

ordenados como queremos.
O
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Introdu¢do

Preliminares

Corolério
Valores

singulares Um operador compacto A e seu adjunto A* possuem os
mesmos valores singulares.

Proposicao

Seja A compacto e B, C operadores limitados em H. Entio

Operadores de

tipo traco

si(BAC) < ||BI[ [ €[] 5;(A).

Corolario

Para uma projecdo ortogonal P em H temos

si(PAlimp) < sj(A).
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Introducdo
Preliminares
Proposicao
o \n -
Seja A compacto, n > 1 e (y;)j—; um sistema ortonormal em
Operadores de H. Entao

tipo traco

n n
na de > KAg, 0 <7 5i(A).
de j=1 j=1

Proposicao

Sejam A e B operadores compactos, entdo para cada n > 1,

Valores
singulares

n

S 5(A+B) < Y54+ 5(B).
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Introducdo

Preliminares

Valores
singulares

Teorema

Podemos caracterizar os valores singulares de um operador
compacto A em H por

si(A) = min{||A— B| : B € F(H),rank B < j}.

Prova: Tome B com rank B = m < j, entdo dim(ker B): = m,
e temos
$(A) < smea(A) < max_[|(A— B)x < A - B]
x€cker B
lIxll=1
Para provar que o minimo ¢ atingido e é s;(A): se j > v(A),
entdo sj(A) =0 = ||JA — A||, colocando B = A. Se j < v(A),
escolha uma rep. de Schmidt de A e tome B; a soma parcial
até j— 1. EntdorankBj=j—1e

IA =Bl < 5;(A). T
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Teorema

Vel Podemos caracterizar os valores singulares de um operador

singulares

compacto A em H por

sj(A) = min{||A — B|| : B € F(H),rank B < j}.

Valores de aproximacao

Essa caracterizac3o serd utilizada para definir valores singulares
para operadores limitados e em espacos de Banach.

Corolario

Para operadores compactos A e B em H,

|si(A) —si(B)| < |A— BJ|.
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Seja H=C" e A um operador em H. Entao

m

H (A = HSJ(A
j=1 j=1

pois [I7; 5;(A)? = det A*A = |det A]* = [T, |\;(A)]* . Além

disso,
n

H A)\<HSJ(A) om—1.

j=1 j=1

Isso caracteriza completamente a relacdo entre (\;) e (sj).
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Teorema

Para um operador compacto A em H vale, para cada n> 1,

Relacso com
autovalores

TN (A) < [T 5(A)-

=1 =1

Esboco da prova: use o lema de Schur para obter um
subespaco M de dimensdo n < co apropriado (invariante), a
relagdo do slide anterior J[7_; [\;(A)| = [I}2; 5;(A) em M, e o
fato de que sj(A|m) < sj(A).
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Introdu¢do

...porém técnico e pouco elucidativo.

| Sejayp=(t1,...,t,) uma funcio diferencidvel a valores reais
em um aberto D C R", e seja Q um subconjunto convexo de D
tal que

Relacso com
autovalores

0y o dyp
oty = 6t2(t) - - 8t,,(t) 20, te

Sea=(a1,...,an) e b= (b1,...,bn) sdo pontos em Q2 tais
que Zf:l aj < Zf:l bj para k =1,...,n, entdo p(a) < p(b).

Teorema anterior + este lema + funcGes exp e log =
desigualdades uteis.
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Introdu¢do

Para A € Bo(H), e \j := \j(A), s := si(A),

Relacso com

’Vautovalores n Para n Z 1 e p > 0,
. " "
ma de |)\J |p S sjp U
[ Paran>1er >0,
n n
[Ta+rxh<TIa+r-s);
j=1 Jj=1

[l Paran>1er > n,

Z |)‘j1"'>‘jn|§ Z Sjy " Sj,-

1Sp<<jn<r 1S <-<jn<r
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Introdu¢do

Definimos o espaco dos operadores de tipo traco como

Qperadores de >
tipo traco 51 =<{Ac BO(H) . ZSJ(A) <00,
Twil de J:l
com norma )
F-lly=>_"s()-
j=t

m 51 é um espaco de Banach.
m Relativo a essa norma, F(H) é denso em S;.
m Se H for separavel, S; também sera.

m Os operadores tipo traco formam um ideal de B(H).
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Introducdo

A partir daqui, H sera separavel. O traco de um operador em
S1 pode ser definido a partir de sua definicdo em operadores de
rank finito e de argumentos de continuidade, ou diretamente
em uma base ortonormal (¢;)2; tal que

Operadores de
tipo trago

e de trA= Z<A30j: 90j>'
=1

Se A € 51, o traco independe da escolha de base de H. Nio é
trivial mostrar que

Teorema (Lidskii)

se A for um operador de tipo traco, entdo

trA= i Ai(A).

Jj=1
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Introducdo

Exemplo

Preliminares

: . 0 _
Para o operador integral que vimos no comego, >>*; A\; =0,
[ _ o'} 4 x4 8
mas 332, 5;(V) = 2272 Br % logo n3o é de tipo
Operadores de tragO.

tipo trago

Mesmo sem calcular sj(V) podemos concluir do teorema de
Lidskii que V' n3o é de tipo traco. Tome a base trigonométrica
fo(t) = cos(2mnt), gn(t) = sin(2wnt). Entdo
— i(fn—1
Vi, = ’gn, Vgn = —I( . )
mn m™n

, (Vh)(t) = —2it.
Assim temos
(Vfo, fo) = —i, (Vfp,fn) =0,paran>0, (Vgn,gn =0,

de forma que o traco de V nessa base é tr V = —i #£ 0.
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Introducdo . . . . ..
‘ 7 De forma muito similar aos operadores de tipo traco, definimos:

Definicao

O espaco dos operadores de Hilbert-Schmidt é

Operadores de
tipo trago
o

T*fl“'— Sy =<¢A€ By(H): ZSJ(A)2 <00/,
=1

com norma || - [l, = 372, s;( - )2.

m Definicdo equivalente: A é Hilbert-Schmidt se for
compacto e A*A € 5;.

m S, é um espaco de Hilbert com produto interno
(A, B) =tr AB*.

m5CS,.

m Sy é um ideal em B(H); F(H) é denso em Ss.

3 de julho de 2020
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Operadores de

tipo traco Tome agora V : L2(]0,1]) — L3([0,1]) tal que

VF(t) = /0 " k(t, 5)f(s) ds.

Pode-se provar que
m se k(t,s) € L2([0,1] x [0,1]), entdo V € S,.
m se k(t,s) € C([0,1] x [0,1]) e V >0, entdo V € 5;.
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Introducio

Preliminares

Definicao

Seja B : X — X um operador limitado em um espaco de

7 Banach X e seja A\g um autovalor de B. Um conjunto
ordenado {xg, ..., x,} é chamado de uma cadeia de Jordan
o] de Bem Agsexp#£0e

completude

Bxo = Aoxo,

Bxj = Xoxj +xj_1, j=1,...,r.

Ent3o xp € um autovetor de B e xy, ..., X, sdo ditos
autovetores generalizados de B.

Chamaremos de Eg o menor subespaco fechado de H que
contém todos os autovetores e autovetores generalizados de B
correspondentes a autovalores n3o nulos.
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|
Um operador compacto A em H tem um sistema completo
de autovetores e autovetores generalizados quando o

menor subespaco de H que contém todos os autovetores e
SRS autovetores generalizados (incluindo aqueles com autovalor
zero!) é denso em H.

Para ser mais facil, direi que A é “completo”.

m N3o é verdade para operadores compactos em geral, vide
operadores de Volterra (o(A) = {0}).

m E sempre verdade para operadores compactos e
autoadjuntos, pelo teorema espectral.
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Introdu¢do

Operadores de
tipo traco

O problema de
completude

Teorema

7

Se A for um operador de tipo traco tal que SA = %(A —A*) €
ndo-negativo, entdo A é completo.

Teorema

Se A for um operador de Hilbert-Schmidt tal que
RA = 2(A+ A*) e SA = L(A— A*) s3o operadores
ndo-negativos, entdo A é completo.

Ambas as demonstracdes envolvem o lema de Schur e
resultado intermediario:
Se SA > 0, entdo A é completo se, e somente se, Ej C ker A.
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|
Valores singulares sdo s;(A) = ()\j(A*A))%.

Representacao Gtil de operadores compactos andloga a
singular value decomposition para matrizes.

Permite definir operadores tipo traco e Hilbert-Schmidt,

que por sua vez nos ddo mais classes de operadores
completos.

m Permite definicdo do traco.
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Lembrete

Podemos caracterizar os valores singulares de um operador
compacto A em H por

Generalizagdes SJ(A) = mln{“A — BH :rank B <J}

e aplicagcdes

N3o utiliza produto interno nem faz menc3o aos autovalores de
A*A.
m Valores singulares para operadores limitados. [2, §XI.10]

m Operadores nucleares em espacos de Banach. [3, 4, 5]
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= Al =2 5(A)P
m Espacos de Banach.
m ldeais.

sequéncias e ideais em B(H): [5]

Generalizagdes

e aplicagcdes

B(H) |
Bo(H) [))
Sp lp
51 2
F(H) | coo

m Aplicacdo para problemas de scattering
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[2, Parte 1] e [1].
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