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Visdo geral

@ Por que regularidade?
© Um minimo de espagos de Sobolev
© Semigrupos fortemente continuos: uma rapida revisdo

@ Regularidade LP para equagdes parabdlicas
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Por que regularidade? Uma introducdo as equacdes

parabdlicas

@ Um exemplo classico de equacdo diferencial parabélica é a equacio do
calor:
Oru(x, t) = Au(x, t), (1.1)

definida em um subconjunto de Q x R, onde Q & um aberto limitado
em R" com certa regularidade. Solucionar a equagdo (1.1) de modo
classico consiste em encontrar uma func3o de classe pelo menos
C?(Q) e CY([0,T)), T > 0.

@ Um outro exemplo bastante famoso e importante em geometria
consiste no fluxo de Ricci, em coordenadas bastantes especiais:

8tgij = 3Ag,-j + O(I',J) (1.2)

g = (gjj) € uma métrica riemanniana em uma variedade suave M.
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Por que regularidade? Uma introducdo as equacdes

parabdlicas

@ E fundamental notar aqui que a equac3o do fluxo de Ricci ndo é
parabdlica. No entanto, é possivel encontrar um difeomorfismo
dependente do tempo que mapeia essa equacdo em outra, parabdlica.
Isso permite provar resultados como, existéncia de solugdo em tempo
curto para essa equacao.

@ Seja H um espaco de Hilbert. Algumas equacdes parabdlicas podem
ser vistas como fluxo gradiente para um certo funcional 7 : H — R.
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Por que regularidade? Fluxos gradientes

Como veremos na segdo seguinte, existe um espago de Hilbert, H}(2),
onde © & um dominio limitado em R", suficientemente regular, tal que o

funcional
1 2
F(u):== [ |Vu|
2 Ja

tem como fluxo gradiente a equacio do calor.
Existe uma maneira precisa de definir uma variacdo de F. A saber,
tomando v € Hg(Q), podemos computar

s= o/ V(utsv)] /Q<VU7VV> = —/Q(Au)v.

d
E SZOF(U"‘SV

2ds
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Por que regularidade? Fluxos gradientes

© Existe um produto interno L2 em H({2), que torna esse espago um
espaco de Hilbert.

@ Dessa maneira, Au pode ser pensado como o gradiente de F, pelo
Teorema da representacdo de Riesz.

© Assim, a equacdo do calor pode entdo ser vista como um fluxo
gradiente, a saber, tomando uma curva u(t) € H}, podemos
considerar a EDO:

Oru(t,x) = =VF(u)(x,t) = Au(x, t). (1.3)
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Um minimo de espacos de Sobolev

Notacao:
QO x=(x1,.-., %) €ER", y=(1,..-,¥n) €ER",
Q x-y:=>14xVi
Q |x|?:=x-x,

© Uma n-ulpa de inteiros n3o negativos a = (s, ..., ap) é chamada de

multi—-indice,
n
la] := Z Q;
i=1

é chamada de ordem do multi-indice.
(07
Q x® :=x{" ... xg,

0
@ Dk ::8;(5—,D:(D1,...,D,,),
OXxk

D := D& . Do,
DY = 99 ... 9on.

7/35



Um minimo de espacos de Sobolev

Seja Q C R” um dominio fixado com fronteira 9 e fecho Q. Dizemos que
Q tem fronteira regular se 02 for uma variedade suave de dimensdo n — 1.
Por C™(2) denotamos o conjunto de todas as fun¢des reais ou compelxo

valoradas que tem as m—primeiras derivadas (em todas as dire¢des)
continuas.

Denotaremos por C™(Q) o conjunto das fungdes como no paragrafo
anterior tais que a derivada normal existe em pontos de 0.

Para u e C™(Q2) e 1 < p < oo, definimos

1/p

6llmp = Z/Q]Do‘u]pdx | (2.1)

laf<m

8/35



Um minimo de espacos de Sobolev

Se p =2, dadas u,v € C™(Q),

(U, V)m ::/Q Z D*uD*vdx, (2.2)

laj<m

& um produto interno bem definido.

Denote por B
' (Q2) :={ue C™(Q): |lullmp < oo}
Entdo,
= [I-llm,
WmP(Q) == Cr(Q) (2.3)
m “=mronyllllm.
Wo () = C(Q) ", (24)

onde C§"(£2) consiste nas fungdes com m—primeiras derivadas continuas e
suporte compacto em €2.
Tanto W™P(Q) quando W,;""(£2) sdo espacos de Banach. Mais ainda, o

altimo esta contido no primeiro.
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Um minimo de espacos de Sobolev

Se p = 2, costuma-se denotar W™2(Q) := H(Q), Wom’z(Q) = H}(Q), e
esses sdo espacos de Hilbert.

Observacao

@ Os espagos W™P(Q) consistem nas cole¢des de classes de fungdes em
LP(Q2) cujas derivadas, no sentido de distribuices pertencem também
a LP(Q).

@ Se Q é limitado, entdo a desiguladade de Hélder implica que

WmP(Q) c W™'(Q), 1<r<p< 0.
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O Teorema de Mergulho de Sobolev

Teorema (Mergulho de Sobolev)
Seja Q um dominio limitado com fronteira suave em R". Ent3o,

Wk,p(Q) C L"P/("—kp)(Q),

para k < pn e
WkP(Q) c C™(Q)
paraO§m<k—2.

p
Mais ainda, existem constantes Cy, C; > 0 tais que Yu € W™P(Q),

||U 0,np/(n—kp) < Cl”””k,Pa kp < n, (25)

e ainda, sup{|D%u(x)|: |a| < m, x € ﬁ} < G|lul|k,p-
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Operadores fortemente elipticos

Seja Q € R"” um dominio limitado com fronteira suave. Considere o
operador diferencial de ordem 2m definido por

A(x,D):= Y au(x)D, (2.6)

|a]<2m

onde {a,} C C?™(Q).
A parte principal de A(x, D) é definida por

A(x,D):= > au(x)D*. (2.7)

|a|=2m
O operador A(x, D) é dito fortemente eliptico se existir C > 0 tal que

Re (—1)A(x,£) > C|¢)*™, V€ € R", Vx € Q. (2.8)
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Operadores fortemente elipticos

Assuma que {a,} C C?>™(£). O operador

A (x,D)u:= Y  D*(3zu), (2.9)

|a|<2m

é chamado de adjunto formal de A(x, D).

Observacio

Segue diretamente da defini¢do de elipticidade forte que se A(x, D) é
fortemente eliptico, entdo A*(x, D) também o é.
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Operadores fortemente elipticos

No caso particular de interesse dessa apresentacdo, consideraremos o
operador

Ay D(Ap) = W2MP(Q) N W™P(Q) C LP(Q) — LP(Q),

Apu = Z a,(x)D%u.
la|<2m
Buscamos caracterizar solucdes do problema de Cauchy
{8tu(t) = —Au(t),

o(0) = o (2.10)

Para tanto, estamos interessados em descobrir quando esse operador é
gerador infintesimal de um semigrupo analitico.
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Operadores fortemente elipticos

A saber, vamos provar:

Teorema

Seja A(x, D) um operador fortemente eliptico de ordem 2m em um dominio
limitado 2 C R" com fronteira suave. Assuma que 1 < p < oo. Entdo,
—Ap é um gerador infinitesimal de um semigrupo analitico em LP().
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Semigrupos analiticos

Para nossos propésitos é interessante generalizar o conceito de semigrupo.
Seja
A:={z:p1 <argz < g2, p1 <0<y} CC.
A familia {T(z)},ca é dita semigrupo analitico em A se
Q z+— T(z) é analitica em A,
Q@ T(0) =1, lim,0, zea T(2)x = x, Vx € X,
Q@ T(zn+2)=T(z21)T(z), Vz1,20 € A.
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Semigrupos analiticos

Teorema

Sejam E um espaco de Banach e A um operador densamente definido em
E. Assuma que

o
p(A) DX :={\:]arg \| < g—i—é}U{O}, << %’ (3.1)
Q [[RA(A)|l < M/|A|, YA € £, X # 0, onde R\(A) denote o operador

resolvente de A em \.

Entdo, A é um gerador infinitesimal de um Co—semigrupo T. Mais ainda,

T é uniformemente limitado (w = 0), e T pode ser estendido a um
semigrupo analitico com setor

As = {z: |argz| < §}.
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Semigrupos analiticos

Teorema (Caracterizagdo de semigrupos analiticos)

Seja T um Co—semigrupo uniformemente limitado. Seja A o gerador
infinitesimal de T. Assuma que 0 € p(A). Entdo, sdo equivalentes:
© 7T pode ser estendido a um semigrupo analitico no setor

As:={z:|arg z| < 6} e || T(2)| é uniformemente limitado em
qualquer setor fechado Ay C A, 6" < 6.

@ Existem 0 < 0 < 7m/2 e M >0 tais que
Q@

p(A) D X :={\:|arg )| <g+6}U{O}, E|O<5<g, (3.2)
@ IRA) < M/IA], YA€ X, A£0.
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Estimativas a priori

Teorema (Estimativa de Schauder)

Seja A um operador fortemente eliptico de ordem 2m em um dominio
limitado Q2 C R" com fronteira regular. Assuma que 1 < p < oo. Entéo,
existe uma constante C > 0 tal que

lullamp < € (I1Aullg,p + ullos ) (+.1)

para todo u € W2™P(Q) N W,™P(Q).

Corolario

Se A(x, D) esta nas condicSes do Teorema anterior, entdo A, é fechado.
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Estimativas a priori

Teorema (Agmon—Schauder)

Seja A um operador fortemente elitpico em um dominio limitado Q C R"
com fronteira regular. Assuma que 1 < p < co. Entdo, existem constantes
C>0, R>0e0< 9 <m/2 tais que

C
lullo.p < o A+ A)ullop » (4.2)

para todos u € W?™P(Q) N Wy"P, \ € C satisfazendo |A\| > R e
V—m <arg A <m— 1.
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Regularidade LP

Teorema

Seja A(x, D) um operador fortemente eliptico de ordem 2m em um dominio
limitado Q C R" com fronteira suave. Assuma que 1 < p < co. Ento,
—Ap é um gerador infinitesimal de um semigrupo analitico em LP(2).

Prova: Para ver que o dominio de A, & denso em LP(2) apenas note que
as fung¢Bes suaves com suporte compacto sdo densas em LP(Q2) e sdo
elementos do dominio de A,. Analogamente, A7 é densamente definido.
Pelo Teorema de Agmon-Schauder, segue que existem constantes

C>0, R>0e0< 9 < 7m/2 tais que

0 < 57 IO+ Ap)ulg . (43)

para todos u € W2™P(Q) N Wy™P, X € C satisfazendo |\| > R e
¥ — 7 <arg A < m — ¥. Isso, em particular, implica que Al + A é injetivo.
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Regularidade LP

Um raciocinio completamente analogo implica que existem constantes
C’'>0, RR>0e0< ¥ < 7/2 tais que

c’ .
[vllo,g < v [T+ Av g, (4.4)

para todos v € W2™9(Q) N Wy™9, X € C satisfazendo [N'| > R’ e
V- <arg N <7 —1.
Tome ¥* := min{¥, ¥}, R* := max{R, R’} e considere o conjunto ¥ g«
para o qual vale que para todo A € Ly«, Al + Ay e Al + A7 sdo injetores.
Verifiquemos que de fato, A/ + A, é bijetivo.
Tome v € D(A7) tal que

(M + A)u,v) =0, Yu € D(A,).
Pela definicdo de adjunto formal, temos que

(u, (X + A%)v) =0, Yu e D(A).
Como D(A,) é denso em LP, entdo segue que

(M — AZ)V =0. 22/35



Regularidade LP

Utilizando a equagdo (4.3) concluimos que para todo \ € L+,
1 C
(A + Ap) " ullop < WHUHo,p- (4.5)

Pelo Teorema de Caracterizacdo de Semigrupos analiticos, concluimos o
afirmado. \ W

Portanto, o fato de —A, ser gerador de um semigrupo analitico implica, em
particular, que —A, gera um Co—semigrupo uniformemente limitado. Junto
da estimativa de Schauder, concluimos que n3o s6 existe solu¢do para o
problema (2.10), como também, temos regularidade em W?2™P(Q).
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Regularidade LP para operadores de segunda ordem

@ O argumento anterior dependeu fortemente de estimativas a priori:
Schauder e Agmon—Schauder. No caso particular de operadores de
segunda ordem na forma divergente, podemos dar uma demonstracdo
mais direta.

@ Seja Q um dominio limiado em R” com fronteira suave. Considere o

operador
n

A(x,D)u= =" Ok (ak(x)0yu).
k,1=1

© Assumimos que ay /(x) = ay k(x) = @ x(x), VI, k, Vx e que esses sdo
fungdes de classe C"(Q).

Q@ Pedimos também que A(x, D) seja fortemente eliptico, isto é, existe
Co > 0 tal que

n

D A& = G > & = Gol¢f

k=1 k=1
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Regularidade LP para operadores de segunda ordem

Como antes, consideramos o operador A, := A(x,D), 1 < p < oc.

Teorema

Seja 1 < p < oo. Entdo, o operador —A, é gerador infinitesimal de um
semigrupo analitico de contracées em LP(Q).

Prova: Denote por (,) o pareamento (dado pela integral) entre LP(Q2) e
1 1

L9(Q), = + = =1. Se u € D(A), coloque v* := |u|P~?T € LI(R). Vale
P q

ainda que (u, u*) = ||ulig ,-
Assuma por ora que 2 < p < oo. Uma integracdo por partes implica que
n
(Au, u™) = —/ Z Ok (a1 Ou) T|ulP~2dx (4.6)
Q=1
n
= Z ak,/aluak (U’u’p_z) dx (4.7)
Q=1
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Regularidade LP para operadores de segunda ordem

n

(Apu, u* / Z ak,| u]p 20,ud,T + uOjudk(|ulP~™ 2)) dx, (4.8)
Q=1

OlulP~2 = = (p — 2) |ulP~* (@yu + udyT). (4.9)

r\.)\r—ﬂ

Denote por
|u|P=D/2G(Ou) == ay + iBx. (4.10)

Entdo, equagdes (4.8), (4.9) e (4.10) implicam em

A u, u* /Q Z ak/ — 1 ozkoz/ + BkBr + I(p 2)Ozkﬁ/) dx (4.11)

k,I=1
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Regularidade LP para operadores de segunda ordem

Seja M tal que

max sup o ) < M
k:IG{l,...,n}XG%‘ k1) < M,

e defina,

la? = /Qzaidx, (4.12)
k=1

812 = / S fRax. (4.13)
Q=1
Usando a elipticidade forte:
Re(Apu, u7) > Co ((p — 1)]af? + [52) > 0. (4.14)
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Regularidade LP para operadores de segunda ordem

Seja p > 0 qualquer. Utilizando o caso elementar da desigualdade de
Young para produtos (Peter—Paul inequality):

. P 1
n(Apu )| < [p~2M (Glaf + I82). (419

Logo,

P2y g
oM |(E il
Im(Apu, u™)| lp—2l <2|a| * 2p|m )

4.16
Re(Apu.um)] =~ Go((p— Dlaf + 3P) (410)

Por fim, p := y/p — 1 implica
Im(Apu, u*)| < M|p — 2| (4.17)

IRe(Apu, ux)| = 2Coy/p— 1
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Regularidade LP para operadores de segunda ordem

Utilizando a equagdo (4.14) verificamos que o operador —A, é dissipativo.
Isso implica que para todo A > 0 e u € D(Ap),

Alullop < 1M + Ap)ullop- (4.18)

Dai, Al + Apu é inejtivo e tem imagem fechada para todo A > 0.
Mostremos que esse operador é também sobrejetivo se p > 2.
Tome v € L9(Q2). Assuma que

(M + Ap)u,v) =0.

Ent3o,
(u, (M + Ag)v) = 0.

Como D(Ap) é denso em LP, entdo,
(M + Ag)v = 0.
Mas é claro que nesse caso v = 0 porque poderiamos ter feito uma conta

completamente analoga para Ag. Como consequéncia,

_ 1
M+ Ap) Hop < T A0 (4.19),
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Regularidade LP para operadores de segunda ordem

Segue entdo do Teorema de Hille=Yoshida que —A, é gerador infinitesimal
de um Cy—semigrupo de contragdes.

Verifiquemos que o semigrupo gerado é de fato analitico.

Se S(—A;) denota a imagem numérica de —A,, entdo, como vale que

Im(Apu, u™)| < Mip — 2|
Re(Apu, u*)] — 2Co/p—1°

e —A, é dissipativo, temos que S(—A,) esta contida em

(4.20)

Sy, ={\: |larg A\| > 7 — U1},
onde,

Y1 = arctg (I\/I\p—Q\/2Cm/p— 1) ,0< < g
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Regularidade LP para operadores de segunda ordem

Para finalizar, se escolhe ¥ < 9 < g e considera-se
={A:|arg \| < 7w — v}.

Assim,
@ Existe Cy tal que para todo \ € ¥y,

d(X, S(=Ap)) = GolAl.

@ Pelos passos anteriores, 0 < A € p(—Ap).
() p(*Ap) D Xy, dai,

(M + Ap)~ VA€ Ty,

<o
~ G
@ Como consequéncia, pelo Teorema de Caracterizacdo de semigrupos
analiticos, o resultado segue.
\ |
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Breves comentarios sobre regularidade para p=1, p = >

Lembre-se da definicdo de supremo essencial:
ess sup{|u(x)| : x € Q} :=={infc > 0: u({x: |u(x)| > c}) = 0}.

Colocamos,
|ullo,00 := ess sup{|u(x)| : x € Q}.

Seja A(x, D) o operador diferencial fortemente eliptico de ordem 2m dos
slides anteriores. Assuma que 2 C R” seja um dominio limitado com
fronteira suave. Associamos a A(x, D) o operador Ay, definido em L*°(Q)
com dominio:

D(As) i={u:uec W2P(Q)Vp > n, A(x,D)u € L®(Q), D’u=0emdQ,
V0 < [B] < m},
Aot := A(x, D)u, Yu € D(Ax).
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Breves comentarios sobre regularidade para p=1, p = >

Observe que pelo Teorem do Mergulho de Sobolev, D(Ay) C C?>™~1(Q).
Uma vez que 09 é suave, a condicio D?u = 0 faz sentido em 9. Mais
ainda,

D(Ax) C W2™P(Q) N WP(Q) = D(Ap), ¥p > n.

Note, no entanto, que —A,, ndo pode ser gerador infinitesimal de um
semigrupo em L>°(Q), porque D(Aw) é nunca denso em L*>(2).

Isso segue do fato que D(Ax) C C(£2), de onde,

D(Ax) € C(Q),

e esse Gltimo & nunca denso em L*°(Q).
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Breves comentarios sobre regularidade para p=1, p = >

Para contornar esse problema, considera-se:

D(Ac) :={u:ueD(Ax), Alx,D) € C(2), A(x,D)u=0 em 002},
(4.21)
Acu = A(x,D)u, Yu € D(Ac), (4.22)

pensando em A, agindo no espac¢o de Banach:
C:={u:ueC(Q), u=0em 0}

Temos portanto,

Teorema

O operador —A. é gerador infinitesimal de um semigrupo analitico em C.
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Breves comentarios sobre regularidade para p=1, p = >

O caso p =1 usa o Teorema anterior mais um argumento de dualidade,
junto do essencial Lema:

Seja Q um dominio limitado em R". Para u € L1(Q), temos

lullox = SUP{/Q u(x)p(x)ax - o € G°(Q), llelloo <1} (423)

O operador A(x, D) é entdo definido em
D(A1) = {u: ue W2 11Q) n W™ (Q), A(x, D)u € L}(Q)},
Aiu = A(x, D)u, Yu € D(A1).

Teorema

O operador —A; € gerador infinitesimal de um semigrupo analitico em
L1(9).
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