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Introducao

e Autovalores de tipo finito visam estender propriedades de
autovalores de matrizes finitas. Quais propriedades?

e Cadeias de Jordan em autovalores de tipo finito s3o (teis para
definir uma base de autovetores e autovetores generalizados.
Além disso, existe um teorema interessante que os relaciona
com solucdes de equacdes diferenciais do tipo

y'(t) = Ay(t), —oco<t <o

onde A é um operador limitado num espaco de Banach.
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Autovalores de tipo finito

Nesta apresentacao A serd um operador limitado no espaco de
Banach X, o(A) o espectro de A e o0 C o(A) parte isolada do
espectro.

Definicdo 1: Seja Ao € 0(A). Dizemos que \g é autovalor de tipo
finito se X admite decomposicdo:

X=MoL
e valem as propriedades:

1. M e L sido subespacoes A-invariantes.
2. dimM < oo.
3. a(AIM) = { )Xo} e Ao & a(A|L).

Observacdo: As condicdes 2 e 3 implicam que Ao é autovalor de
AlM.



Autovalores de tipo finito

Teorema 1: Um ponto \g € o(A) é autovalor de tipo finito se, e
somente se, Ao é ponto isolado em o(A) e a proje¢do de Riesz
correspondente, Py}, tiver rank finito.

Prova: Por ponto isolado queremos dizer que {\g} é parte isolada
de o(A).

e Volta: Assuma que Ao é ponto isolado e que rankPy, ; < oo.
Defina:

M = ImP{,\o} e L= KerP{)\O}. (1)



Autovalores de tipo finito

Vamos recordar um teorema visto em aula:
Teorema(l.2.2-Gohberg)

Seja o parte isolada de 0(A) e M = ImP, = P,(X) e
L = KerP,. Entao:

X=M&L, (2)
onde M e L s3o subespacos A-invariantes e

o(AIM)=0c e o(AlL)=0(A)\o=T. (3)

Deste teorema segue que as condicbes 1 e 3 na definicdo de
autovalor de tipo finito sdo satisfeitas. Além disso, 2 é satisfeita
por hipdtese e portanto \g é de tipo finito.



Autovalores de tipo finito

e /da: Assuma que \g é autovalor de tipo finito. Ent3o:
X=MealL (4)

com as propriedades 1-3. Vamos recordar uma Proposicdo
vista em aula:
Proposicao (1.2.4-Gohberg)
Suponha que X = M @ L onde L e M sdo subespacos fechados e
invariantes sob A € B(X). Entéo:

o(A) = a(AIM) U o (A|L) (5)
e se o(AIM) N o(A|L) = 0 vale

M = ImPo’(A‘M) e L= KerPU(A‘M) (6)



Autovalores de tipo finito

Como A|M e A|L s3o operadores limitados, segue que
o(A|M) = {Ao} é fechado e portanto parte isolada. Segue também
da proposicao que

M = ImP{,\O}. (7)

Mas como dim(M)< oo, entdo rankPyy,) < 0o, o que conclui o

teorema.



Autovalores de tipo finito- Exemplos

Exemplo 1: Seja S : /> — /? definido por

S(aa, az,a3,...) = (a2, as, ...).
Se |A| < 1, entdo é autovalor de:

S(1,0,02%,..) = AM1,0, 0%, ..).

Pelo Teorema 1, vemos que este autovalor ndo é de tipo finito pois
nao é ponto isolado.



Autovalores de tipo finitos- Exemplos

Exemplo 2: Qualquer autovalor de uma matriz A agindo num
espaco vetorial de dimens3o finita € de tipo finito: Seja A € o(A)
qualquer. Entdo \ é parte isolada do espectro e pelo Teorema
1.2.2 (Gohberg) é também de tipo finito.

Exemplo 3: Qualquer autovalor ndo-nulo de um operador
compacto € de tipo finito: Seja ¢ uma parte isolada do espectro de
um operador compacto A que n3o contém zero. Considere a bola
unitaria fechada em X. A imagem de P, agindo nesta bola é uma
bola, pois este é limitado. Se P, for compacto, isto significa que a
imagem da bola unitdria é compacta e portanto rankP, < oo.
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Autovalores de tipo finitos- Exemplos

De fato, P, é compacto:

1
P, =— [ (A= A)td) (8)

271'/ r

— L (o arap—at (9)

2w Jr A
1 (1 1 (1

L Y — [ ZA - AT 1
2mi r)\d)\+27ri/|—/\ (A )7 A (10)

:A<271“,/r/1\()\—A)_1d)\>. (11)

Como a composicao de um operador compacto com um limitado é
compacto, segue que P, é compacto e portanto rankP, < co.
Além disso, qualquer A € o é ponto isolado. Segue pelo Teorema 1
que qualquer autovalor diferente de zero de um operador compacto
¢ de tipo finito.
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Autovalores de tipo finito

Definicdao 2: Seja A\ autovalor de tipo finitode Ae X =M@ L
onde

M = ImP{/\O} e L= kerP{,\o}.

Chamamos de multiplicidade algébrica de )y a dimens3ao de M,

isto é:
m(Xo; A) = rankPyyy.
Chamamos de multiplicidade geométrica de Ay a dimens3o

dimKer(Ag — A).
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Autovalores de tipo finito

Corolério 1: Seja o parte isolada de o(A). Entdo a proje¢do de
Riesz correspondente, P,, tem rank finito se, e somente se, o é
formado por um nimero finito de autovalores de tipo finito de A.
Além disso, neste caso

rankP, = Z m(\; A).
A€o

Prova: Pelo Teorema que revisamos, temos que M = ImP, e
o(AM) =o.

e /da: Assuma que rankP, < co. Segue que M é um espac¢o de
dimens3o finita e portanto o(A|M) consiste de um ndmero

finito de autovalores que denotaremos por:
ALy ey Ape (12)
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Autovalores de tipo finito

Segue que M admite a decomposicdo
M=M&Mo..eM, (13)

tal que AM; C M; e o(A|M;) = {\;} paraj =1,...,r. Vamos
definir:

Lj: M169...EBMJ-_1EB...EBI\/IJ-+1@I\/I,EBKerPU. (14)
Portanto:
X = Mj D Lj (15)

e as condigdes de autovalor de tipo finito sdo satisfeitas e o(A|M)
é composto por um numero finito destes.
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Autovalores de tipo finito

e \olta:

Assuma que 0 = {A1,..., \,} onde os \'s sdo autovalores diferentes
de A de tipo finito. Entao

ImPg = ImP{)\l} b ... D ImP{)\,} (16)
e portanto
rankP, = Z rankPyyy = Z m(Aj; A) (17)
j=1 j=1
O

ii5)
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Cadeias de Jordan

Definicao 3: Seja X Banach, A: X — X limitado e Ay autovalor
de A. Um conjunto ordenado {xp, x1, ..., X,—1} é chamado de
cadeia de Jordan de A em \g se

1. xo # 0.
2. Axp = Aoxg € AXj = AoXj + Xj—1 com j=1,....,r — 1.

O primeiro vetor da cadeia, xg, € um autovetor de \g e os demais

sao chamados de autovetores generalizados de A.
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Cadeias de Jordan

Podemos caracterizar uma cadeia de Jordan da seguinte maneira.
Afirmacdo: Sejam x, ..., x,—1 vetores em X. Entdo {xo, ..., x,—1}
€ uma cadeia de Jordan de A em \g se, e somente se,:

1. xp,...,x,_1 sdo linearmente independentes.

2. My = span{xo, ..., x,—1} € invariante sob A.

3. A matriz A|Mj relativa a base xg, ..., x,—1 é um Utnico bloco de
Jordan com Ag na diagonal.
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Cadeias de Jordan

Proposicdo 1: Se )\ € autovalor de tipo finito, entdo ImPy,;, tem
base de autovetores e autovetores generalizados.

Prova: O espaco M = ImP{)\O} é de dimens3o finita e A-invariante.
Ent3o existe uma base em M relativa a qual a matriz A|M tem
forma normal de Jordan. Esta base é constituida de autovetores
(generalizados).
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Cadeias de Jordan

Proposicao 2: Os vetores xp, ..., x,_1 formam uma cadeia de
Jordan em A se, e somente se, xg # 0 e

r—1 1
)= (3 e

r=0

satisfaz a equacdo diferencial
y'(t) = Ay(t) com —oo <t < 0.
Prova:

e Assuma que {xp, ..., X,—1} é uma cadeia de Jordan de A em
Ao.
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Cadeias de Jordan

Seja I um contorno de Cauchy que contenha o(A) no seu interior.

Ent3o:
1
tA & tA(y a1
e x,_ 1= 5 re (A —A) " "x,_1d\ (18)
%/Z S t7(A = 20)"(A - A)Ix,_1d\  (19)
:et%ilt" ! /()\ 20)"(A — A) " Ix,_1dA
prd n! 27 Jr "
(20)
r—1 1
= et)\o ZO mt Xr_l_n (21)
= y(t). (22)
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Cadeias de Jordan

Vamos recordar um Lema visto em aula:
Lema (1.5.1-Gohberg)

A fungdo t — e de R em B(X) é diferencidvel e

d
a(etA) = AeA.
Segue deste Lema que:
d d tA tA
S(0) = () = A1 = Av(r),  (23)

e portanto y(t) é solugdo.
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Cadeias de Jordan

Assuma que y(t) como dado é solugdo da equagdo diferencial.

Ent3o:
(A= Xo)y(t) = y'(t) — doy(t) (24)
r—1

= Nge! Z Vl!ty)\OXr—l—V"‘ (25)

°
+ eMot Z Eut”_lxr,l,,,—i— (26)
= )\oe)‘ot Z jl t" NoXr—1—v (27)

Aot = Vzol v—1

—e ; D) " Ix 1, (28)
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Cadeias de Jordan

Dai podemos concluir que:
(A=Xo)xo=0 e (A—Xo)xj=xj—1, j=1,...,r—1, (29)

ou seja, xg, ..., X,—1 € uma cadeia de Jordan.

O

Solugdes na forma de y(t) sdo chamadas de solugbes elementares.
Note que que as solucbes elementares s3o precisamente aquelas
onde o valor inicial em t = 0 é um autovetor (generalizado). Se o
valor inicial for uma combinac3o linear de autovetores
(generalizados) ent3o a solugdo é uma combinag3o linear de
solu¢des elementares. Se o span dos autovetores (generalizados) é
denso em X, entdo qualquer solucdo desta equacdo diferencial

pode ser aproximada em intervalos finitos por solu¢Ges elementares.
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Cadeias de Jordan

Assuma que {xo, ..., x,—1} é cadeia de Jordan de A em Ao,
autovalor de tipo finito. Entdo, para A € p(A) vale que:
/ 1
il
A=A =)" O o)t (30)
v=0

Seja [ um contorno de Cauchy em torno de Ag que separa A\g de
a(A)\{o}. Integrando (30) em I resulta em:

Piaorxi = Xj, (31)

para j =0,...,r — 1. Segue da Proposi¢do acima que ImPy} é o
espaco que resulta do span dos autovetores e autovetores
generalizados de \g. Chamamos este espaco de autoespaco
generalizado.
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Conclusao

e Autovalores de tipo finito possuem propriedades de
autovalores de matrizes finitas:
1. Decomposicao de X em soma direta;
2. Projetor de Riesz de uma parte isolada do espectro com
autovalores de tipo finito tem rank finito;
3. Se Ao € autovalor de tipo finito, ImPy,;} tem base de
autovetores e autovetores generalizados.
e Se {xg,...,x,—1} é cadeia de Jordan de A em )\, ent3o:
1. A|M na base de autovetores generalizados é um um Unico
bloco de Jordan com Ag na diagonal;
2. A equacio diferencial y’(t) = Ay(t) tem solucio

r—1

1
y(t) = e)\Ot (E I tVXr11/> 5 -0 < t < o0.
14

v=0
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Referéncia

3. Sob certas condicdes, podemos ter que o span dos autovetores
generalizados formam um espaco denso em X. Chamamos esta
propriedade de completude dos autovetores (generalizados).
Para o caso de A ser compacto, ver Parte Il do Gohberg.

e Referéncia: Gohberg- Classes of linear operators, Vol 1.
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