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Enunciado

@ X é um espac¢o de Banach complexo, salvo indicagdo em
contrério; T € B(X)

@ p(T)={ANeC|AN =T :D(T)— X é bijegdo em X} é o
conjunto resolvente do operador T

0 o(T)={AeC|X —T:D(T)— X nio é bijecdo em X}
=C\ p(T) é o espectro do operador T

"Teorema do Mapeamento Espectral”

Se f : 0(T) — C é uma fungdo continua, entdo o(f(T)) é o fecho
do conjunto f(o(T)), isto &,

o(f(T)) = f(a(T)).
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Indicacdo em contrario: TME em dimensdo finita

Sejam X = V um espaco vetorial com dim V = n < 400 sobre C,
e A€ M,(C) a forma matricial de um operador linear em V e

f € C[x] um polinémio qualquer. Sem perda de generalidade,
assuma que A estd em sua forma candnica de Jordan (para
aplicarmos P~1f(A)P = f(P~1AP), onde P é a matriz mudanca
de base inversivel do TFCJ). Assim

s 0 - 0 A 1 -+ 0
o 5 --- 0

A= _2 ' , com Jy = 0 A
- oo S 1
0 0 - Jn 0 0 - A\
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Apés aplicarmos uma série de poténcias nesta decomposicao,
considerando a expansdo de Taylor para f se for o caso, obteremos

f(h) 0 .- 0
0 f(h) - 0
f(A) = _ _ _ , onde cada f(Jx) é uma
0 0 - f(Im)

matriz triangular inferior com elementos diagonais (k). Isto
implica que os autovalores de f(A) sdo precisamente as entradas
diagonais de f(Jx)!, a saber, f()\;), onde \; sdo os autovalores de
A. Segue o(f(A)) = f(a(A)).

Esta prova generaliza o TME para qualquer espac¢o vetorial V de
dimensao finita sobre qualquer corpo K: basta incluirmos K no seu
fecho algébrico K e levantar V sobre K, onde é possivel obter a
forma candnica de Jordan.

prova-se por inducio no grau do polindmio f
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Caso geral - X um espaco de Banach

Defini¢do 1 (aula 13)
Uma fungdo T(.) : R>¢o — B(X) é dito um Cy — semigrupo se
satisfaz as seguintes condicdes:
@ T(0)=1/e T(s+t)= T(s)T(t), para todo s,t € R>g
(condigdo de semigrupo)

o Para cada x € X, a drbita T(.)x: R>o — X;t— T(t)x é
continua (condi¢do de fortemente continua)

Outra notagdo usada para T(.) é uma familia de fun¢des

{T(t)}o<t<oo-
Note que substituindo R>q por R, obtemos um Cy — grupo com
gerador A.

e T(t) é uniformemente continuo se lim ||T(t)— /|| =0
t—0"
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Preliminares

Definicdo 2

O gerador (infinitesimal) A do Co-semigrupo T (.) é dado por:

T _
D(A) = {x € X |3 lim X=Xy
x—0t N t
T(t)x = T
Ax = lim 1TOX=x _dTTOx) oy
t—0+ t dt =0

Inicialmente, A é um operador fechado e densamente definido num
espaco de Banach - mas é do escopo deste trabalho discutir as
consequéncias de mudar tais hipdteses.
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Motivacao: o problema de Cauchy

Consideremos um sistema linear de equacdes de evolucdo dado por

{u’(t) = Au(t), 0
u(0) = wo

no espaco de estados B(X) de um dado operador linear limitado
A, fechado e densamente definido, com condi¢do inicial uy € D(A).
Queremos encontrar um estado u(t) € X que descreve o sistema
governado por A no tempo t > 0.

Caracterizar a solucdo deste sistema por um semigrupo de
operadores em um espaco de fungdes definidas num espaco de
Banach. Por sua vez, iremos descrever tal semigrupo através do

espectro de seu gerador.
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Mais precisamente, achar a solugdo tnica u € B(X) deste sistema,
que dependa continuamente de ug, € equivalente ao fato de que A
gera o Cy-semigrupo T(.), e fornece a solugdo u(t) = T(t)up.

Ainda no contexto do problema de Cauchy, diremos que T(.) ou A
satisfazem o teorema do mapeamento espectral se valer

o(T(1)\ {0} = ™

para todo t > 0, onde definimos et? = (). Note que 0 ¢ et?(A),

Pergunta
Quais os espacos de funcdes "admissiveis” para o teorema? Quais
classes de funcoes?
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Contraexemplo

Onde n3o vale J

Considere o espaco de Banach

X = CY([0,1]) = {f € C°([0,1]) | f(1) = 0} das fun¢Bes
continuas em [0, 1] que se anulam em t = 1 munido da norma do
supremo ||.|| : X — Rxo,

Fa Il == [[fllo = sup |£(2)].

te[0,1]
As translagées a esquerda Tg dadas por

f(s+t)paras+t <1,
Oparas+t>1

(Te(s)f)(t) = {

definem um Cpo—semigrupo Tg(.) em X cujo gerador A é dado por:

9/27



Af = f/,

D(A) = {f e XN CY{[0,1]) | f € CY(R,), f € X}.

Verifica-se que, dados A € Ce g € X, aequacio \f — ' =g
admite solucdo tnica f € X dada por

f(s) = / 1 5=t g(t) dt.

Ou seja, o(A) = (). Por outro lado, Vs > 0, o operador linear T(s)
é limitado, logo o(T(s)) # 0, Vs > 0.
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Estabilidade exponencial e dicotomia

Definicdo 3

Um Cp-semigrupo T(.) é dito (uniformemente) exponencialmente
estavel se existirem constantes M, e > 0 tais que

I T(t)]] < Me €, ¥Vt >0

ou equivalentemente || T(t)x| < Me™!||x||, Vx € X, Vt > 0.
Em particular, o caso M =1 condiz com o teorema de
Lummer-Phillips:

| T(t)|| < e paratodot >0 <= A— el é dissipativo.
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Validade do Teorema

Relembrando (aula 4)

Nés definimos os conjuntos

@ 0p(A) :={A € C| X — A é nio injetor} o espectro pontual de
A;

0 0.p(A) :={X € C|3(xn)neny C D(A) : ||Ixn] = 1,
IAxn — Axy|| — 0(n — 00)} o espectro pontual aproximado
de A; e

o 0,(A):={A € C|R\(A) # X}, i.e,, A € C tais que Ry\(A)
nao é denso em X, o espectro residual de A.

Sua propriedades incluem:
7ap(A) = 5,(A) U (A € C|Ri(A) # Ru(A)},
o(A) = o3p(A) U (A),
0o (A) C 0oap(A), com igualdade se A for limitado.
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Algumas versdes do TME sé valem para " partes” do espectro:

|

Teorema da Inclusdo Espectral

Seja A um gerador para o Cp-semigrupo T(.). Entdo valem

etoo(A) C 0,(T (1)),
etaap(A) - O‘ap( ( ))'
et (D) C o, (T(t)).

et?(A) C (T (t))

Prova:
Antes, provaremos um lema:

Lema: Seja A o gerador do Co-semigrupo (T (t))te>0. Entdo, para
todo A € C et > 0, vale a seguinte identidade:

-
N T(0)x {A ) [T e T(s)xds, se x € X,

Js €T (s)(A - N)xds se x € D(A).
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Prova do lema: Primeiro, observe que A — X é gerador do

Co-semigrupo (e M T(t))te>0, de mesmo dominio de A. Dai,
temos que:

% <e_”’ T(h) /Ot e T (s)x ds — /t e M T(s)x ds)

0
1/t 1/t
= / e TN T(s 4+ h)x ds — / e M T(s)x ds
h Jo h Jo
1 t+h 1 t
= / e M T(s)x ds — / e M T(s)x ds
h Jo h Jo

1 t+h 1 h
= / e T (s)x ds — / e T (s)x ds
h Ji h Jo

que converge para e M T(t)x — x, conforme h — 0.
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Em particular, se x € D(A), sabemos que as fun¢des
s e T (s) (%) convergem uniformemente em [0, t]

para s — e **T(s)Ax quando h — 0%. Portanto
1 t
lim =(e *T(h) — /)/ e M T(s)x ds
0

t t
= lim / e s T(s)%(e*)‘h T(h)—x ds = / e T (s)Ax dsJ
0 0

A identidade do lema anterior implica que, se (A — A) ndo é uma
bijec3o, entdo (e — T(t) também n3o é, provando a inclusio

et") C (T(1)).
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Mais ainda: se existe x € D(A) \ {0} tal que Ax = Ax, entdo
e*x = T(t)x. Ou seja, x é um autovetor de T(t) associado ao
autovalor e € a,(T(t))

et C o (T (1)),

Sejam (x,) C D(A) os autovetores aproximados de A
correspondentes ao autovalor aproximado A € g,5(A). Assim,

et xn — T(t)xn]] < cl|Axn — Axp|| — 0

conforme n — oo, para alguma contante ¢ > 0. Ou seja, (x,) sdo
autovetores aproximados de T(t) associados a e € 0,,(T(t)),
vVt >0

- etrw(A) C o (T(t)).

Finalmente, se (/ — A)D(A) # X ndo for denso em X, pelo lema
segue que Im(e ] — T(t)) C Im(\ — A) também n3o é

- et C o (T(1). W
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TME pontual

Teorema do Mapeamento Espectral para o Espectro Pontual

Seja A um gerador para o Cy-semigrupo T(.). Ent3o vale

op(T(1))\ {0} = et?) vt > 0.

Prova: Basta mostrar o,(T(t))\ {0} C etor(A).

Tome tg >0, A € C e x € X \ {0} tais que e*°x = T(tp)x. Daf
podemos "reparametrizar” o problema para a seguinte forma:
Considere tyA — log(\) o gerador do Cp-semigrupo

(e~ oA T (tot))¢>0. Note que T(to)x = x, ou seja, 1 é autovalor
de —AT(tp) quando to =1 e A =1, de modo que podemos
assumi-los assim desde o comeco.
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Agora, consideremos o subconjunto fechado

Y :={yeX|T(1)y =y} C X ndo-trivial. E fcil ver que ele é
(T(t))e>o-invariante. Dai o semigrupo (T (t) [y)e>0 restrito a Y é
periédico com periodo € N™1. Por uma caracterizagdo de
semigrupos periddicos, podemos encontra um n € Z tal que

p = 2min € op(A [y).
Mas o,(A y) C ap(A), logo 1 € o,(A) .. op(T(t))\ {0} C etor(A),

op(T(1)) \ {0} = ™.

18/27



TME aproximado

Teorema do Mapeamento Espectral para o Espectro Aproximado

Seja A um gerador para o Cp-semigrupo T(.). Entdo vale

aap(T (1)) \ {0} = et7»(A) vt > 0.

A dificuldade de estender os arguentos anteriores reside no fato de
que nem sempre T (.)* é fortemente continuo. E.g.: os adjuntos
T(.)* das translacdes a esquerda T(.) em L!(R) sdo as translacdes
a direita em L*>°(R), que n3o sdo fortemente continuas.

Definicao

O conjunto X® = {x* € X*| T(t)*x* — x*(t — 0)} é
denominado o dual sol de X. Seu gerador é denotado por A®.

Pode-se provar que X® é um subespaco fechado de X* e
invariante sob T(.)*
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As provas dos seguintes resultados serdo omitidas:

0p(A) = 0,(A°) e a,(T(1)°) = op(T(1)°), Ve > 0,

o(A®) = o(A®) e o(T(t)?) = o(T(t)®), ¥t > 0.
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TME residual

Teorema do Mapeamento Espectral para o Espectro Residual

Seja A um gerador para o Cp-semigrupo T(.). Entdo vale

o (T(1))\ {0} = et vt > 0.

Prova: Para t > 0, combinamos os resultados e obtemos

ar(T() \ {0} = op(T(£)") \ {0} = o (T(£)?) \ {0}

— eto-P(A*) — eto-P(AQ)

— eto,(A).
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Consideracoes e um exemplo

@ O Teorema do Mapeamento Espectral falha quando n3o é
possivel "transportar” os autovetores aproximados de T (t)
para A.

A seguir, um modelo matemdtico na Biologia ilustra uma aplicagcao
do teorema do mapeamento espectral. Trata-se de uma descricdo
do problema da divisido celular, em que estuda-se o comportamento
e expansdo das células de uma determinada espécie, levando-se em
consideracdo sua taxa de reproducdo, divisdo e outros fatores.
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Problema da Divisao Celular
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