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Definigdes e resultados principais

A letra X sempre denotard um espaco de Banach fixado.

Uma familia T(t), 0 <t < 0o, de operadores limitados de X é um
semigrupo de operadores limitados em X se

(i) T(0)=1,
(i) T(s+t)= T(s)T(t), quaisquer que sejam 0 < s,t < 00.

O operador A : D(A) — X dado por

D(A) = {x € X : lim T{OX =X existe}
tl0 t

_ +
Ax — lim T(t)x — x _ dtT(t)x
t10 t dt

, x €D(A)
t=0

é chamado gerador infinitesimal do semigrupo T (t).
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Um semigrupo T(t) de operadores limitados em X é dito um G,
semigrupo se

lim T(t)x =x, VxeX.
t10

Teorema 1

Seja T(t) um Gy semigrupo em X. Entdo existem constantes w > 0 e
M > 1 tais que

I T(e)| < Me*t, Vte0,00)

Teorema 2

Seja A o gerador infinitesimal do Cy semigrupo T(t). Entdo A é um
operador fechado e (,~,; D(A") é denso em X. Em particular, cada
operador A" é densamente definido.
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Definigdes e resultados principais

Seja A: D(A) C X — X um operador linear. Lembremos que o
conjunto resolvente de A é

p(A) = {\ € C: (M — A)! existe e é limitado}

O operador Ry\(A) = (A — A)~1, X € p(A), é chamado de operador
resolvente de A.

Teorema 3

Um operador linear A é o gerador infinitesimal de um Cy semigrupo T (t)
em X satisfazendo || T(t)|| < Me“t, 0 < t < oo se, e somente se,

(i) A € fechado e densamente definido

(ii) O conjunto resolvente p(A) contém o semiplano {Rez > w} e

M

IRAAY < i

VReA > w,Vne N
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E possivel provar que se A: D(A) C X — X é fechado e A, i1 € p(A),
entao

RA(A) — Ru(A) = (1~ MRA(A)R,(A).
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Definigdes e resultados principais

E possivel provar que se A: D(A) C X — X é fechado e A, i1 € p(A),
entao

RA(A) = Ru(A) = (1 — AR (A)Ry.(A).
Isto motiva a préxima definic3do.
Seja A C C um subconjunto qualquer. Dizemos que uma familia

{J(A\)}rea de operadores lineares limitados em X é um
pseudo-resolvente em A se

JA) = J(p) = (= A)I(N) (1), VA peA.
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Sejam A C C e {J(A)}rea, um pseudo-resolvente em A. Entdo
ker(J(N\)) e R(J(X)) ndo dependem de \ € A.
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Proposicao 4

Sejam A C C e {J(A)}rea, um pseudo-resolvente em A. Entdo
ker(J(N\)) e R(J(X)) ndo dependem de \ € A.

Prova: Reescrevendo a equacdo que define o pseudo-resolvente
{J(A\)}rea da forma

JA) = )l + (= A)J(A)],

vemos que R(J(A)) € R(J(w)), e por simetria vale a igualdade.
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Proposicao 4

Sejam A C C e {J(A)}rea, um pseudo-resolvente em A. Entdo
ker(J(N\)) e R(J(X)) ndo dependem de \ € A.

Prova: Reescrevendo a equacdo que define o pseudo-resolvente
{J(A\)}rea da forma

JA) = )l + (= A)J(A)],

vemos que R(J(A)) € R(J(u)), e por simetria vale a igualdade. Também
é facil ver que ker(J(u)) C ker(J(A)), e por simetria vale a igualdade. [J
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Teorema 5

Sejam A C C e {J(A)}ren, um pseudo-resolvente em A. Entdo
{J(A\)}ren € a familia de operadores resolventes de um tnico operador
linear fechado e densamente definido A se, e somente se,
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Quando um pseudo-resolvente é o resolvente genuino de um operador
linear?

Teorema 5

Sejam A C C e {J(A)}ren, um pseudo-resolvente em A. Entdo
{J(A\)}ren € a familia de operadores resolventes de um tnico operador
linear fechado e densamente definido A se, e somente se,

ker(J(N)) = {0} e R(J(N)) € denso em X.

Prova: Uma implicagdo é dbvia: se {J(A\)}rca € 0 conjunto de

operadores resolventes do operador fechado e densamente definido A,
entdo J(A) : X — D(A) é um isomorfismo.
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Provemos a reciproca. Suponhamos que ker(J(A)) = 0 e que R(J(X)) é
denso em X. Endo J(A) : X — R(J(N)) é um isomorfismo. Para Ao € A

fixado, definamos
A= —J(N)

O operador A tem dominio D(A) = R(J(Xo)) (denso em X) e é linear e
fechado.
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Definigdes e resultados principais

Provemos a reciproca. Suponhamos que ker(J(A)) = 0 e que R(J(X)) é
denso em X. Endo J(A) : X — R(J(N)) é um isomorfismo. Para Ao € A
fixado, definamos

A= —J(N)L.

O operador A tem dominio D(A) = R(J(Xo)) (denso em X) e é linear e
fechado. Note que

(Ao —A)J(Xo) = J(No)(ho — A) =1,

donde segue que J(Ag) = Ry, (A).
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E para A € A qualquer? Temos

(A =A)J(A) = [(A = o) + (Mo — A)J(N)
=[(A = o) + (Ao — A/ = (A = Ao)J(N)]
=1+ (A =2)[J( o) = J(A) = (A = Ao)J(A0)J(N)]
=1
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E para A € A qualquer? Temos

(A =A)J(A) = [(A = o) + (Mo — A)J(N)
=[(A = o) + (Ao — A/ = (A = Ao)J(N)]
=1+ (A =2)[J( o) = J(A) = (A = Ao)J(A0)J(N)]
=1

Analogamente, J(A)(A — A) = 1.
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E para A € A qualquer? Temos

(A =A)J(A) = [(A = o) + (Mo — A)J(N)
=[(A = o) + (Ao — A/ = (A = Ao)J(N)]
=1+ (A =2)[J( o) = J(A) = (A = Ao)J(A0)J(N)]
=1

Analogamente, J(A)(A — A) = I. Logo, J(A) = R\(A). Em particular, A
s6 depende de {J(A)}aea. O
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H& um critério mais prético?

Teorema 6

Sejam A C C ilimitado e {J(A\)}rxea um pseudo-resolvente em A. Se
R(J(XN)) € denso em X e existe uma sequéncia A\, € A tal que |\,| = o0
e

And(An)ll < M

para certo M > 0, entdo {J(\)}rca € a familia de operadores resolventes
de um dnico operador linear fechado e densamente definido A.
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R(J(XN)) € denso em X e existe uma sequéncia A\, € A tal que |\,| = o0
e

And(An)ll < M

para certo M > 0, entdo {J(\)}rca € a familia de operadores resolventes
de um dnico operador linear fechado e densamente definido A.

Prova: Vamos mostrar que ker(J(A)) = {0}.Da hipdtese decorre que
IJ(A)]] — 0 quando n — oo.
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H& um critério mais prético?

Teorema 6

Sejam A C C ilimitado e {J(A\)}rxea um pseudo-resolvente em A. Se
R(J(XN)) € denso em X e existe uma sequéncia A\, € A tal que |\,| = o0
e

And(An)ll < M

para certo M > 0, entdo {J(\)}rca € a familia de operadores resolventes
de um dnico operador linear fechado e densamente definido A.

Prova: Vamos mostrar que ker(J(A)) = {0}.Da hipdtese decorre que
|[J(An)]l = 0 quando n — co. Da equagdo que define o
pseudo-resolvente, deduzimos entdo que

l(And(Xn) — DJI(1))|]] =0 quando n — oo.

Assim, se x estd na imagem de J(u), vale que A,J(An)x — x quando
n — oo.
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Mas como a imagem de J(u) é densa em X e A\,J(\,) € uniformemente
limitada, vale que A,J(\,)x — x para todo x € X.
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Seja agora x € ker(J(p)).
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Definigdes e resultados principais

Mas como a imagem de J(u) é densa em X e A\,J(\,) € uniformemente
limitada, vale que A,J(\,)x — x para todo x € X.

Seja agora x € ker(J(u)). Entdo ApJ(Ap)x = 0 para todo n € N, e
deduzimos que x = 0. Portanto, ker(J(A\)) = 0, como afirmado. O

13/32



Os personagens e o teorema

Os personagens e o teorema

14 /32



Os personagens e o teorema

Os personagens

® Americano-Canadense

® PhD em Princeton (1956) :
semigrupos

® Probabilidade, Teoria de
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Hale F. Trotter (1931 —)

15/32



Os personagens e o teorema

Os personagens

® Japonés

® PhD na Universidade de
Téquio (1951)
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Os personagens e o teorema

P a cific J O urn al O f APPROX[MAT(E;%%EE\{LGROUPS OF

. 1. Introduction. The usual methods for numerically computing
M h the solution of a partial differential equation consist in replacing the
athemartics iflretil perstos by ciffrence oprators which spprosimate dhr,
and taking the solution of the resulting difference equation as an ap-
proximation to the solution of the original equation. The question of
convergence then arises; that is, when will a sequence of difference
equations have the property that their solutions converge to the solution
of & given differential equation ? We treat this question in an operator-
theoretic fashion, and our discussion has much in common with that of
Lax and Richtmyer [17], as is pointed out in more detail below. The
reader is referred to the bibliography of [17] for a list of the principal
papers dealing with this question of convergence.
ur discussion will be limited to the initial value problem (Cauchy
‘problem) for linear equations in the form

ay Dutt,2) = 2utt, 2);u0,7) = £(2)

APPROXIMATION OF SEMI-GROUPS OF OPERATORS

HaLE TROTTER in which © is linear and constant in time. Here ¢ is a non-negative
real variable, and = is a point in some space 5. Fquation (1) is form-
ally of parabolic type, but, as is shown in [14, Chap. XX], the initial
value problem for hyperbolic equations can also be put into this form.
Lateral conditions (i.e., boundary eonditions such as are needed for the
heat squation an . fite interva) are comsderel to b incorperated nto
the definition of © as restrictions on its domain [8,

process of setting up a sequence of finite difference approxi-
‘mations to (1.1) may be described in the following general terms. For
each 7, take a positive number A, and a set S, C § whose points form
a suitable grid. The solution to the nth approximating equation is de-
fined inductively, for ¢ an integral multiple of h, and @ a point of S,
by the following system of equations

I Semetimes oy e pace il o made disres, wo i o s deined by » e
1t of simlaneow il utions (. (13, p. 25). Theorem 52 can be opled
is situation just as Theorem opiad v o ca I e the e el
is made discrete and the 1, are defin
e eper e orgialy aceeted by the Transcions of he Amercan Mathematcs
Socity. Recaled July 3, 17, by Trana, Amer. Mth.So. Rewach dos t Priseton
University and supported i part by the Office of Ordnance Research US. As
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O Teorema

A notagdo A € G(M,w) significa que A é o gerador infinitesimal de um
Co semigrupo T(t) em X tal que || T(t)|| < Me“".
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Os personagens e o teorema

O Teorema

A notagdo A € G(M,w) significa que A é o gerador infinitesimal de um
Co semigrupo T(t) em X tal que || T(t)|| < Me“".

Teorema A (Trotter-Kato)
Para cada n € N, sejam A, € G(M,w) e T,(t) o Co semigrupo gerado
por A,. Se existir \o € C com Re \g > w tal que

(i) Para todo x € X, vale que Ry,(An)x = R(Xo)x quando n — oo e
(ii) a imagem de R()\o) € densa em X,
entdo existe um tnico operador A € G(M,w) tal que R(X\o) = Ry, (A).
Se T(t) é o Gy semigrupo gerado por A, entdo T,(t)x — T(t)x se
n — oo, para todos x € X et > 0. O limite € uniforme em t para t em
intervalos limitados.
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O Teorema de Trotter-Kato seguird de 3 resultados.
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Os personagens e o teorema

O Teorema de Trotter-Kato seguird de 3 resultados.

Lema 7

Sejam A e B os geradores infinitesimais dos Cy semigrupos T(t) e S(t).
Para todo x € X e A € p(A) N p(B), temos

RA(B)[T(t) = S(t)]R\(A)x = /0 S(t — s)[Rx(A) — R\(B)] T (s)xds
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Os personagens e o teorema

O Teorema de Trotter-Kato seguird de 3 resultados.

Lema 7

Sejam A e B os geradores infinitesimais dos Cy semigrupos T(t) e S(t).
Para todo x € X e A € p(A) N p(B), temos

RA(B)[T(t) = S(t)]R\(A)x = /0 S(t — s)[Rx(A) — R\(B)] T (s)xds

Prova: Derivemos a fung¢do s — S(t — s)R\(B) T(s)Rx(A)x:

%[S(t — $)R\(B)T(s)Rx(A)x] = — S(t — )BR\(B) T(s)Rx(A)x
4 S(t — s)R\(B) T(5)AR\(A)x
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= —S(t — 5)BR\(B) T(s)RA(A)x + S(t — s)R\(B) T(s)AR\(A)x
S(t = s)[=BRA(B)T(s) + RA(B) T(s)A]RA(A
S(t=9)[(=A+A = B)R\(B)T(s) + Rn(B) T
S(t = $)[-ARA(B) T(s)Ra(A) + T(s)Rx(A)

= RA(B)T(s)+ARA(B) T (s)Ra(A)lx
= 5(t = s)[RA(A) = RA(B)I T (s)x

X

)
() (=X + A+ MR (A)x
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= —S(t — $)BR\(B) T(s)Rx(A)x + S(t — s)Rx(B) T(s)AR\(A)x
5(t = s)[=BRx(B)T(s) + Rx(B) T(s)A]RA(A
S(t=9s)[(=A+ A= B)R\(B)T(s) + R\(B)T
5(t = s)[=ARA(B) T(s)RA(A) + T(s)Rx(A)

— R\(B)T(s)+AR\(B) T(s)Rx(A)]x
= 5(t = s)[Ra(A) — Ra(B)] T(s)x

Basta agora integrar de s =0 até s = t. O

X

)
() (=X + A+ MR (A)x
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Teorema 8

Sejam A, A, € G(M,w) e sejam T(t) e T,(t) os Cy semigrupos gerados
por A e A, respectivamente. As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

(a) Para todo x € X e A € C tal que Re A\ > w, vale que
R x(A;)x = R\(A)x quando n — cc.

(b) Para todo x € X et >0, vale que T,(t)x — T(t)x quando n — oo.

Além disso, a convergéncia em (b) é uniforme para t em intervalos
limitados.
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Teorema 8

Sejam A, A, € G(M,w) e sejam T(t) e T,(t) os Cy semigrupos gerados
por A e A, respectivamente. As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

(a) Para todo x € X e A € C tal que Re A\ > w, vale que
R x(A;)x = R\(A)x quando n — cc.

(b) Para todo x € X et >0, vale que T,(t)x — T(t)x quando n — oo.

Além disso, a convergéncia em (b) é uniforme para t em intervalos
limitados.

Prova: | (a) = (b) | Fixemos x € X e t € [0, T]. Dat:

+ [[(Rx(An) — Rx(A)) T(t)x|
=D+ D>+ Ds
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Como || To(t)|| £ Me“t < Me“T, temos:

Dy = || Ta()(Ra(A) = Ra(An))x]| < Me“TI|(RA(A) = Rx(An))x|| — 0.
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J4 que t — T(t)x é continua, o conjunto {T(t)x:t € [0, T]} é
compacto, logo
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Os personagens e o teorema

Como || To(t)|| € Me“t < Me“T, temos:
Dy = || Ta()(Ra(A) = Ra(An))x]| < Me“TI|(RA(A) = Rx(An))x|| — 0.

J4 que t — T(t)x é continua, o conjunto {T(t)x:t € [0, T]} é
compacto, logo

D3 = [|(Rx(An) = RA(A)) T (t)x|| — 0.

Agora, pelo Lema anterior (com B=A,e S = T,), temos:

IRA(A(TA() — T(8))Ra(A)x] = H [ Tt = IR (A - RuAN (s}

S/O ITa(t = )I[(Rx(A) = Ra(An)) T(s)x|| ds
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Os personagens e o teorema

Temos a seguinte cota para o Ultimo integrando:

It~ MICRAA) ~ RANT(s)x] < (e (22 ) (e

2M362wT
< ﬁIIXII
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Temos a seguinte cota para o Ultimo integrando:

It~ MICRAA) ~ RANT(s)x] < (e (22 ) (e

2M362wT
< ﬁIIXII

Logo, como o integrando tende a zero quando n — oo, o Teorema da
Convergéncia Limitada implica que

Tim (IR (An(Tu() — T(£)Ra(A)x]| =0

uniformemente em [0, T].
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Temos a seguinte cota para o Ultimo integrando:

It~ MICRAA) ~ RANT(s)x] < (e (22 ) (e

2M362wT
< ﬁIIXII

Logo, como o integrando tende a zero quando n — oo, o Teorema da
Convergéncia Limitada implica que

Tim (IR (An(Tu() — T(£)Ra(A)x]| =0

uniformemente em [0, T]. Note que todo x € D(A) pode ser escrito
como x = R\(A)y para algum y € X. Segue que

Dy = ||Ra(An)(TH(t) — T(t))x|| = 0 quando n — oo

para x € D(A), uniformemente em [0, T].
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Os personagens e o teorema

Mas entio,

lim [[(Ta(t) — T(t))x|| =0 (1)

n—o0

para todo x € D(A?), uniformemente em [0, T].
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Mas entio,

lim [[(Ta(t) — T(t))x|| =0 (1)

n— o0

para todo x € D(A?), uniformemente em [0, T]. J& que D(A?) é denso
em X e || To(t) — T(t)|| é uniformemente limitado em [0, T], o resultado
em (1) vale para todo x € X, como queriamos.
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Mas entio,

lim [[(Ta(t) — T(t))x|| =0 (1)

n— o0

para todo x € D(A?), uniformemente em [0, T]. J4 que D(A?) é denso
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lim [[(Ta(t) — T(t))x|| =0 (1)

n— o0

para todo x € D(A?), uniformemente em [0, T]. J4 que D(A?) é denso
em X e || To(t) — T(t)|| é uniformemente limitado em [0, T], o resultado
em (1) vale para todo x € X, como queriamos.

(b) = (a) | Fixemos X € C tal que Re A > w. Entéo
oo
IR\ (An)x = RA(A)x|| < / e RN To(t)x — T(t)x| dt
0

O integrando tende a zero quando n — oo pois estamos assumindo que
|| Ta(t)x — T(t)x|| = 0. Ent3o (a) segue do Teorema da Convergéncia
Dominada. ]
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entdo existe um tnico operador A € G(M,w) tal que R(A\o) = Rx,(A).

Prova: Note que se S,(t) = e “!T,(t), entdo ||S(t)|]| < M e o gerador
infinitesimal de S,(t) é A, — wl. Assim, podemos supor que w = 0.
Mostremos que, dado x € X, vale que {R\(An)x}n>1 converge, para
todo A tal que Re A > 0.
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Passemos ao terceiro resultado.

Teorema 9

Seja A, € G(M,w) para cada n € N. Se existe \g € C com Re \g > w
tal que

(a) para todo x € X vale que Ry,(An)x — R(Xo)x quando n — oo e
(b) a imagem de R()\o) € densa em X,

entdo existe um tnico operador A € G(M,w) tal que R(A\o) = Rx,(A).
Prova: Note que se S,(t) = e “!T,(t), entdo ||S(t)|]| < M e o gerador
infinitesimal de S,(t) é A, — wl. Assim, podemos supor que w = 0.

Mostremos que, dado x € X, vale que {R\(An)x}n>1 converge, para
todo A tal que Re A > 0. Seja

S={AeC:ReX>0e{R\(An)x}n>1 converge}

Vamos provar que S é aberto e fechado em {Rez > 0} (é ndo vazio pois
Ao € S)
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Seja pn € S e vamos expandir Ry(A,) em série de Taylor em torno de p:

oo

Ra(An) = > (1= A Ru(An)H.
k=0

Mas como [|R,.(A;)X|| < M(Re u)~*, a série acima converge (como
operador) para todo A que satisfaz |u — A|(Reu) ™! < 1, e a convergéncia
é uniforme em A se | — A|(Rep) ™! < 6 < 1. Utilizando a sequéncia
constante Zfio M6*+1 como limitante superior, segue que a sequéncia
{R\(An)x}n>1 converge para todo \ tal que |u — A[(Rep) ! <6 < 1.
Logo S é aberto.
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0<6<1,existe p €S tal que | — A(Rep) ! <0 < 1. Pelo que
acabamos de provar, a sequéncia {R\(A,)x},>1 converge, isto é, A € S.
Conclusao:

S={xeC:ReX>0e{R\(Ay)x}n>1 converge} = {Rez > 0}

Para cada A € S, definamos R(X) : X — X por

R(M\)x = lim R\(An)x.

n—o0

Como Ry(A,) é o operador resolvente de A,, vale que

Ra(An) — Ru(An) = (1t — A)Ra(An) Ry (An).
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Seja agora A um ponto de acumulagdo de S com Re A > 0. Dado
0<6<1,existe p €S tal que | — A(Rep) ! <0 < 1. Pelo que
acabamos de provar, a sequéncia {R\(A,)x},>1 converge, isto é, A € S.
Conclusao:

S={xeC:ReX>0e{R\(Ay)x}n>1 converge} = {Rez > 0}

Para cada A € S, definamos R(X) : X — X por

R(M\)x = lim R\(An)x.

n—o0

Como Ry(A,) é o operador resolvente de A,, vale que
Rx(An) — R,u(An) =(pn— A)RA(An)Ru(An)‘
Passando ao limite, concluimos que

R(A) = R(p) = (p = M)R(AR(p), VA, € {Rez > 0}
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Isto diz que {R(\)}res é um pseudo-resolvente em S. Como a imagem
de R(\) independe de A, segue da hipétese (b) que esta imagem é densa
em X. Além disso, é claro que

IROVX < M(ReX) ™%, ¥AeS,VkeN.
Tomando k = 1, temos, em particular, que vale

MA_y g

AR <
IR < &
Segue dos teoremas seguintes que existe um (nico operador fechado e

densamente definido A tal que R(\) = R\(A) e A € G(M,0). Isto
conclui a prova. O
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Teorema 10 (“Critério pratico”)

Sejam A C C ilimitado e {J(\)}xea um pseudo-resolvente em A. Se
R(J(X)) € denso em X e existe uma sequéncia A\, € A tal que |\,| = o0
e

[And(An)l| < M

para certo M > 0, entdo {J(\)}xen € a familia de operadores resolventes
de um dnico operador linear fechado e densamente definido A.

Teorema 11

Um operador linear A € o gerador infinitesimal de um Cy semigrupo T (t)
em X satisfazendo || T(t)|| < Me“t, 0 < t < co se, e somente se,

(i) A € fechado e densamente definido

(i) O conjunto resolvente p(A) contém o semiplano {Rez > w} e

M

HRA(A)n” < m,

VReA >w,VneN
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Lembremos do enunciado do Teorema de Trotter-Kato:
Teorema A (Trotter-Kato)
Para cada n € N, sejam A, € G(M,w) e T,(t) o Cy semigrupo gerado
por A,. Se existir \y € C com Re \y > w tal que

(i) Para todo x € X, vale que Ry,(An)x — R(Xo)x quando n — co e
(ii) a imagem de R()o) € densa em X,

entdo existe um dnico operador A € G(M,w) tal que R(Ao) = Ry, (A).
Se T(t) € o Cy semigrupo gerado por A, entdo T,(t)x — T(t)x se

n — oo, para todos x € X et > 0. O limite é uniforme em t para t em
intervalos limitados.
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Conclusao

Em suma, o Teorema de Trotter-Kato relaciona convergéncias de Gy
semigrupos com convergéncias dos respectivos geradores infinitesimais.
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Conclusao

Em suma, o Teorema de Trotter-Kato relaciona convergéncias de Gy
semigrupos com convergéncias dos respectivos geradores infinitesimais.

Aplicacgoes:
(i) EDP’s parabdlicas: aproximar a equag¢do e mostrar que as solugcdes
aproximadas convergem
(ii) Passeios aleatdrios e processos de difusdo: prever o comportamento
de muitas particulas
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