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A letra X sempre denotará um espaço de Banach fixado.

Uma faḿılia T (t), 0 ≤ t <∞, de operadores limitados de X é um
semigrupo de operadores limitados em X se

(i) T (0) = I ;

(ii) T (s + t) = T (s)T (t), quaisquer que sejam 0 ≤ s, t <∞.

O operador A : D(A)→ X dado por

D(A) =

{
x ∈ X : lim

t↓0

T (t)x − x

t
existe

}
e

Ax = lim
t↓0

T (t)x − x

t
=

d+T (t)x

dt

∣∣∣∣
t=0

, x ∈ D(A)

é chamado gerador infinitesimal do semigrupo T (t).
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A letra X sempre denotará um espaço de Banach fixado.
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Um semigrupo T (t) de operadores limitados em X é dito um C0

semigrupo se

lim
t↓0

T (t)x = x , ∀x ∈ X .

Teorema 1

Seja T (t) um C0 semigrupo em X. Então existem constantes ω ≥ 0 e
M ≥ 1 tais que

‖T (t)‖ ≤ Meωt , ∀t ∈ [0,∞)

Teorema 2

Seja A o gerador infinitesimal do C0 semigrupo T (t). Então A é um
operador fechado e

⋂
n≥1D(An) é denso em X. Em particular, cada

operador An é densamente definido.
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Seja A : D(A) ⊆ X → X um operador linear. Lembremos que o
conjunto resolvente de A é

ρ(A) = {λ ∈ C : (λI − A)−1 existe e é limitado}

O operador Rλ(A) = (λI − A)−1, λ ∈ ρ(A), é chamado de operador
resolvente de A.

Teorema 3

Um operador linear A é o gerador infinitesimal de um C0 semigrupo T (t)
em X satisfazendo ‖T (t)‖ ≤ Meωt , 0 ≤ t <∞ se, e somente se,

(i) A é fechado e densamente definido

(ii) O conjunto resolvente ρ(A) contém o semiplano {Re z > ω} e

‖Rλ(A)n‖ ≤ M

(Reλ− ω)n
, ∀Reλ > ω, ∀n ∈ N
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É posśıvel provar que se A : D(A) ⊆ X → X é fechado e λ, µ ∈ ρ(A),
então

Rλ(A)− Rµ(A) = (µ− λ)Rλ(A)Rµ(A).

Isto motiva a próxima definição.

Seja ∆ ⊆ C um subconjunto qualquer. Dizemos que uma faḿılia
{J(λ)}λ∈∆ de operadores lineares limitados em X é um
pseudo-resolvente em ∆ se

J(λ)− J(µ) = (µ− λ)J(λ)J(µ), ∀λ, µ ∈ ∆.
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Proposição 4

Sejam ∆ ⊆ C e {J(λ)}λ∈∆, um pseudo-resolvente em ∆. Então
ker(J(λ)) e R(J(λ)) não dependem de λ ∈ ∆.

Prova: Reescrevendo a equação que define o pseudo-resolvente
{J(λ)}λ∈∆ da forma

J(λ) = J(µ)[I + (µ− λ)J(λ)],

vemos que R(J(λ)) ⊆ R(J(µ)), e por simetria vale a igualdade. Também
é fácil ver que ker(J(µ)) ⊆ ker(J(λ)), e por simetria vale a igualdade.

8 / 32



Definições e resultados principais
Os personagens e o teorema

Proposição 4

Sejam ∆ ⊆ C e {J(λ)}λ∈∆, um pseudo-resolvente em ∆. Então
ker(J(λ)) e R(J(λ)) não dependem de λ ∈ ∆.

Prova: Reescrevendo a equação que define o pseudo-resolvente
{J(λ)}λ∈∆ da forma

J(λ) = J(µ)[I + (µ− λ)J(λ)],

vemos que R(J(λ)) ⊆ R(J(µ)), e por simetria vale a igualdade.

Também
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Quando um pseudo-resolvente é o resolvente genúıno de um operador
linear?

Teorema 5

Sejam ∆ ⊆ C e {J(λ)}λ∈∆, um pseudo-resolvente em ∆. Então
{J(λ)}λ∈∆ é a faḿılia de operadores resolventes de um único operador
linear fechado e densamente definido A se, e somente se,
ker(J(λ)) = {0} e R(J(λ)) é denso em X.

Prova: Uma implicação é óbvia: se {J(λ)}λ∈∆ é o conjunto de
operadores resolventes do operador fechado e densamente definido A,
então J(λ) : X → D(A) é um isomorfismo.
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Provemos a rećıproca.

Suponhamos que ker(J(λ)) = 0 e que R(J(λ)) é
denso em X . Enão J(λ) : X → R(J(λ)) é um isomorfismo. Para λ0 ∈ ∆
fixado, definamos

A = λ0 − J(λ0)−1.

O operador A tem doḿınio D(A) = R(J(λ0)) (denso em X ) e é linear e
fechado. Note que

(λ0 − A)J(λ0) = J(λ0)(λ0 − A) = I ,

donde segue que J(λ0) = Rλ0 (A).
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E para λ ∈ ∆ qualquer?

Temos

(λ− A)J(λ) = [(λ− λ0) + (λ0 − A)]J(λ)

= [(λ− λ0) + (λ0 − A)]J(λ0)[I − (λ− λ0)J(λ)]

= I + (λ− λ0)[J(λ0)− J(λ)− (λ− λ0)J(λ0)J(λ)]

= I

Analogamente, J(λ)(λ− A) = I . Logo, J(λ) = Rλ(A). Em particular, A
só depende de {J(λ)}λ∈∆.
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Há um critério mais prático?

Teorema 6

Sejam ∆ ⊆ C ilimitado e {J(λ)}λ∈∆ um pseudo-resolvente em ∆. Se
R(J(λ)) é denso em X e existe uma sequência λn ∈ ∆ tal que |λn| → ∞
e

‖λnJ(λn)‖ ≤ M

para certo M ≥ 0, então {J(λ)}λ∈∆ é a faḿılia de operadores resolventes
de um único operador linear fechado e densamente definido A.

Prova: Vamos mostrar que ker(J(λ)) = {0}.Da hipótese decorre que
‖J(λn)‖ → 0 quando n→∞. Da equação que define o
pseudo-resolvente, deduzimos então que

‖(λnJ(λn)− I )J(µ))‖ → 0 quando n→∞.

Assim, se x está na imagem de J(µ), vale que λnJ(λn)x → x quando
n→∞.
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Mas como a imagem de J(µ) é densa em X e λnJ(λn) é uniformemente
limitada, vale que λnJ(λn)x → x para todo x ∈ X .

Seja agora x ∈ ker(J(µ)). Então λnJ(λn)x = 0 para todo n ∈ N, e
deduzimos que x = 0. Portanto, ker(J(λ)) = 0, como afirmado.
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Os personagens

• Americano-Canadense

• PhD em Princeton (1956) :
semigrupos

• Probabilidade, Teoria de
Grupos, Teoria de Números,
Combinatória, Teoria de Nós.

Hale F. Trotter (1931 – )
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Os personagens

• Japonês

• PhD na Universidade de
Tóquio (1951)

• EDPs, F́ısica Matemática,
Análise Funcional.

Tosio Kato (1917 – 1999)
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O Teorema

A notação A ∈ G (M, ω) significa que A é o gerador infinitesimal de um
C0 semigrupo T (t) em X tal que ‖T (t)‖ ≤ Meωt .

Teorema A (Trotter-Kato)

Para cada n ∈ N, sejam An ∈ G (M, ω) e Tn(t) o C0 semigrupo gerado
por An. Se existir λ0 ∈ C com Reλ0 > ω tal que

(i) Para todo x ∈ X, vale que Rλ0 (An)x → R(λ0)x quando n→∞ e

(ii) a imagem de R(λ0) é densa em X,

então existe um único operador A ∈ G (M, ω) tal que R(λ0) = Rλ0 (A).
Se T (t) é o C0 semigrupo gerado por A, então Tn(t)x → T (t)x se
n→∞, para todos x ∈ X e t ≥ 0. O limite é uniforme em t para t em
intervalos limitados.
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O Teorema de Trotter-Kato seguirá de 3 resultados.

Lema 7

Sejam A e B os geradores infinitesimais dos C0 semigrupos T (t) e S(t).
Para todo x ∈ X e λ ∈ ρ(A) ∩ ρ(B), temos

Rλ(B)[T (t)− S(t)]Rλ(A)x =

∫ t

0

S(t − s)[Rλ(A)− Rλ(B)]T (s)x ds

Prova: Derivemos a função s 7→ S(t − s)Rλ(B)T (s)Rλ(A)x :

d

ds
[S(t − s)Rλ(B)T (s)Rλ(A)x ] =− S(t − s)BRλ(B)T (s)Rλ(A)x

+ S(t − s)Rλ(B)T (s)ARλ(A)x
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· · · = −S(t − s)BRλ(B)T (s)Rλ(A)x + S(t − s)Rλ(B)T (s)ARλ(A)x

= S(t − s)[−BRλ(B)T (s) + Rλ(B)T (s)A]Rλ(A)x

= S(t − s)[(−λ+ λ− B)Rλ(B)T (s) + Rλ(B)T (s)(−λ+ A + λ)]Rλ(A)x

= S(t − s)[−λRλ(B)T (s)Rλ(A) + T (s)Rλ(A)

− Rλ(B)T (s)+λRλ(B)T (s)Rλ(A)]x

= S(t − s)[Rλ(A)− Rλ(B)]T (s)x

Basta agora integrar de s = 0 até s = t.
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Teorema 8

Sejam A,An ∈ G (M, ω) e sejam T (t) e Tn(t) os C0 semigrupos gerados
por A e An, respectivamente. As seguintes afirmações são equivalentes:

(a) Para todo x ∈ X e λ ∈ C tal que Reλ > ω, vale que
Rλ(An)x → Rλ(A)x quando n→∞.

(b) Para todo x ∈ X e t ≥ 0, vale que Tn(t)x → T (t)x quando n→∞.

Além disso, a convergência em (b) é uniforme para t em intervalos
limitados.

Prova: (a) ⇒ (b) Fixemos x ∈ X e t ∈ [0,T ]. Dáı:

‖(Tn(t)− T (t))Rλ(A)x‖ ≤ ‖Tn(t)(Rλ(A)− Rλ(An))x‖
+ ‖Rλ(An)(Tn(t)− T (t))x‖
+ ‖(Rλ(An)− Rλ(A))T (t)x‖
= D1 + D2 + D3

21 / 32



Definições e resultados principais
Os personagens e o teorema

Teorema 8

Sejam A,An ∈ G (M, ω) e sejam T (t) e Tn(t) os C0 semigrupos gerados
por A e An, respectivamente. As seguintes afirmações são equivalentes:

(a) Para todo x ∈ X e λ ∈ C tal que Reλ > ω, vale que
Rλ(An)x → Rλ(A)x quando n→∞.

(b) Para todo x ∈ X e t ≥ 0, vale que Tn(t)x → T (t)x quando n→∞.

Além disso, a convergência em (b) é uniforme para t em intervalos
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Como ‖Tn(t)‖ ≤ Meωt ≤ MeωT , temos:

D1 = ‖Tn(t)(Rλ(A)− Rλ(An))x‖ ≤ MeωT‖(Rλ(A)− Rλ(An))x‖ → 0.

Já que t 7→ T (t)x é cont́ınua, o conjunto {T (t)x : t ∈ [0,T ]} é
compacto, logo

D3 = ‖(Rλ(An)− Rλ(A))T (t)x‖ → 0.

Agora, pelo Lema anterior (com B = An e S = Tn), temos:

‖Rλ(An)(Tn(t)− T (t))Rλ(A)x‖ =

∥∥∥∥∫ t

0

Tn(t − s)[Rλ(A)− Rλ(An)]T (s)x ds

∥∥∥∥
≤
∫ T

0

‖Tn(t − s)‖‖(Rλ(A)− Rλ(An))T (s)x‖ds
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Temos a seguinte cota para o último integrando:

‖Tn(t − s)‖‖(Rλ(A)− Rλ(An))T (s)x‖ ≤ (Meω(t−s))

(
2M

λ− ω

)
(Meωs)‖x‖

≤ 2M3e2ωT

λ− ω
‖x‖.

Logo, como o integrando tende a zero quando n→∞, o Teorema da
Convergência Limitada implica que

lim
n→∞
‖Rλ(An)(Tn(t)− T (t))Rλ(A)x‖ = 0

uniformemente em [0,T ]. Note que todo x ∈ D(A) pode ser escrito
como x = Rλ(A)y para algum y ∈ X . Segue que

D2 = ‖Rλ(An)(Tn(t)− T (t))x‖ → 0 quando n→∞

para x ∈ D(A), uniformemente em [0,T ].
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Mas então,

lim
n→∞
‖(Tn(t)− T (t))x‖ = 0 (1)

para todo x ∈ D(A2), uniformemente em [0,T ].

Já que D(A2) é denso
em X e ‖Tn(t)− T (t)‖ é uniformemente limitado em [0,T ], o resultado
em (1) vale para todo x ∈ X , como queŕıamos.

(b) ⇒ (a) Fixemos λ ∈ C tal que Reλ > ω. Então

‖Rλ(An)x − Rλ(A)x‖ ≤
∫ ∞

0

e−Reλt‖Tn(t)x − T (t)x‖dt

O integrando tende a zero quando n→∞ pois estamos assumindo que
‖Tn(t)x − T (t)x‖ → 0. Então (a) segue do Teorema da Convergência
Dominada.
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Passemos ao terceiro resultado.

Teorema 9

Seja An ∈ G (M, ω) para cada n ∈ N. Se existe λ0 ∈ C com Reλ0 > ω
tal que

(a) para todo x ∈ X vale que Rλ0 (An)x → R(λ0)x quando n→∞ e

(b) a imagem de R(λ0) é densa em X,

então existe um único operador A ∈ G (M, ω) tal que R(λ0) = Rλ0 (A).

Prova: Note que se Sn(t) = e−ωtTn(t), então ‖S(t)‖ ≤ M e o gerador
infinitesimal de Sn(t) é An − ωI . Assim, podemos supor que ω = 0.
Mostremos que, dado x ∈ X , vale que {Rλ(An)x}n≥1 converge, para
todo λ tal que Reλ > 0. Seja

S = {λ ∈ C : Reλ > 0 e {Rλ(An)x}n≥1 converge}

Vamos provar que S é aberto e fechado em {Re z > 0} (é não vazio pois
λ0 ∈ S).
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então existe um único operador A ∈ G (M, ω) tal que R(λ0) = Rλ0 (A).

Prova: Note que se Sn(t) = e−ωtTn(t), então ‖S(t)‖ ≤ M e o gerador
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Seja µ ∈ S e vamos expandir Rλ(An) em série de Taylor em torno de µ:

Rλ(An) =
∞∑
k=0

(µ− λ)kRµ(An)k+1.

Mas como ‖Rµ(An)k‖ ≤ M(Reµ)−k , a série acima converge (como
operador) para todo λ que satisfaz |µ− λ|(Reµ)−1 < 1, e a convergência
é uniforme em λ se |µ− λ|(Reµ)−1 ≤ θ < 1. Utilizando a sequência
constante

∑∞
k=0 Mθk+1 como limitante superior, segue que a sequência

{Rλ(An)x}n≥1 converge para todo λ tal que |µ− λ|(Reµ)−1 ≤ θ < 1.
Logo S é aberto.
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Seja agora λ um ponto de acumulação de S com Reλ > 0.

Dado
0 < θ < 1, existe µ ∈ S tal que |µ− λ|(Reµ)−1 ≤ θ < 1. Pelo que
acabamos de provar, a sequência {Rλ(An)x}n≥1 converge, isto é, λ ∈ S .
Conclusão:

S = {λ ∈ C : Reλ > 0 e {Rλ(An)x}n≥1 converge} = {Re z > 0}

Para cada λ ∈ S , definamos R(λ) : X → X por

R(λ)x = lim
n→∞

Rλ(An)x .

Como Rλ(An) é o operador resolvente de An, vale que

Rλ(An)− Rµ(An) = (µ− λ)Rλ(An)Rµ(An).

Passando ao limite, conclúımos que

R(λ)− R(µ) = (µ− λ)R(λ)R(µ), ∀λ, µ ∈ {Re z > 0}.

27 / 32



Definições e resultados principais
Os personagens e o teorema

Seja agora λ um ponto de acumulação de S com Reλ > 0. Dado
0 < θ < 1, existe µ ∈ S tal que |µ− λ|(Reµ)−1 ≤ θ < 1.

Pelo que
acabamos de provar, a sequência {Rλ(An)x}n≥1 converge, isto é, λ ∈ S .
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Conclusão:

S = {λ ∈ C : Reλ > 0 e {Rλ(An)x}n≥1 converge} = {Re z > 0}

Para cada λ ∈ S , definamos R(λ) : X → X por

R(λ)x = lim
n→∞

Rλ(An)x .

Como Rλ(An) é o operador resolvente de An, vale que

Rλ(An)− Rµ(An) = (µ− λ)Rλ(An)Rµ(An).

Passando ao limite, conclúımos que
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Isto diz que {R(λ)}λ∈S é um pseudo-resolvente em S .

Como a imagem
de R(λ) independe de λ, segue da hipótese (b) que esta imagem é densa
em X . Além disso, é claro que

‖R(λ)k‖ ≤ M(Reλ)−k , ∀λ ∈ S ,∀k ∈ N.

Tomando k = 1, temos, em particular, que vale

‖λR(λ)‖ ≤ M|λ|
Reλ

= M, ∀λ > 0.

Segue dos teoremas seguintes que existe um único operador fechado e
densamente definido A tal que R(λ) = Rλ(A) e A ∈ G (M, 0). Isto
conclui a prova.
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‖R(λ)k‖ ≤ M(Reλ)−k , ∀λ ∈ S ,∀k ∈ N.

Tomando k = 1, temos, em particular, que vale

‖λR(λ)‖ ≤ M|λ|
Reλ

= M, ∀λ > 0.

Segue dos teoremas seguintes que existe um único operador fechado e
densamente definido A tal que R(λ) = Rλ(A) e A ∈ G (M, 0). Isto
conclui a prova.

28 / 32



Definições e resultados principais
Os personagens e o teorema
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Isto diz que {R(λ)}λ∈S é um pseudo-resolvente em S . Como a imagem
de R(λ) independe de λ, segue da hipótese (b) que esta imagem é densa
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Teorema 10 (“Critério prático”)

Sejam ∆ ⊆ C ilimitado e {J(λ)}λ∈∆ um pseudo-resolvente em ∆. Se
R(J(λ)) é denso em X e existe uma sequência λn ∈ ∆ tal que |λn| → ∞
e

‖λnJ(λn)‖ ≤ M

para certo M ≥ 0, então {J(λ)}λ∈∆ é a faḿılia de operadores resolventes
de um único operador linear fechado e densamente definido A.

Teorema 11

Um operador linear A é o gerador infinitesimal de um C0 semigrupo T (t)
em X satisfazendo ‖T (t)‖ ≤ Meωt , 0 ≤ t <∞ se, e somente se,

(i) A é fechado e densamente definido

(ii) O conjunto resolvente ρ(A) contém o semiplano {Re z > ω} e

‖Rλ(A)n‖ ≤ M

(Reλ− ω)n
, ∀Reλ > ω, ∀n ∈ N
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Lembremos do enunciado do Teorema de Trotter-Kato:

Teorema A (Trotter-Kato)

Para cada n ∈ N, sejam An ∈ G (M, ω) e Tn(t) o C0 semigrupo gerado
por An. Se existir λ0 ∈ C com Reλ0 > ω tal que

(i) Para todo x ∈ X, vale que Rλ0 (An)x → R(λ0)x quando n→∞ e

(ii) a imagem de R(λ0) é densa em X,

então existe um único operador A ∈ G (M, ω) tal que R(λ0) = Rλ0 (A).
Se T (t) é o C0 semigrupo gerado por A, então Tn(t)x → T (t)x se
n→∞, para todos x ∈ X e t ≥ 0. O limite é uniforme em t para t em
intervalos limitados.
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Conclusão

Em suma, o Teorema de Trotter-Kato relaciona convergências de C0

semigrupos com convergências dos respectivos geradores infinitesimais.

Aplicações:

(i) EDP’s parabólicas: aproximar a equação e mostrar que as soluções
aproximadas convergem

(ii) Passeios aleatórios e processos de difusão: prever o comportamento
de muitas part́ıculas
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(ii) Passeios aleatórios e processos de difusão: prever o comportamento
de muitas part́ıculas

31 / 32



Definições e resultados principais
Os personagens e o teorema

Referências

• A. Pazy, Semigroups of Linear Operators and Applications to Partial
Differential Equations, Springer-Verlag, New York, 1983.

• H. F. Trotter, Approximation of semi-groups of operators, Pacific J.
Math. Vol. 8, Number 4 (1958), 887–919.

32 / 32


	Definições e resultados principais
	Os personagens e o teorema

