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1 Introducao

O objetivo do presente trabalho é estudar perturbacoes por operadores lineares B
dos geradores infinitesimais A de semigrupos fortemente continuos {7T'(¢)};>o em duas
situagoes: (i) quando B ¢ limitado e, (ii) quando temos {7T'(¢)};>0 um semigrupo for-
temente continuo de contracoes e B é dissipativo e satisfaz uma desigualdade de inter-
polacao.

Demonstramos que, em ambos os casos, a adicao do operador B ao gerador infini-
tesimal A de um semigrupo fortemente continuo (de contragoes) nao altera essa carac-
teristica. No caso (i), inclusive, obtemos uma representagao explicita para o semigrupo
fortemente continuo gerado por A + B e discutimos um pouco quais propriedades de
{T(t)}+>0 sao preservadas quando A é perturbado por B.

Observamos que esse tema se mostra particularmente importante no que diz respeito,

por exemplo, a anélise da solu¢ao do problema de Cauchy,



quando tal equacao é perturbada. Em outras palavras, seremos capazes de responder
a pergunta: ”"quando substituimos A por A + B nessa equagao, o que acontece com a

solucao 7.

2 Perturbacoes por operadores lineares limitados

Seja (X, || - ||) um espaco de Banach. Comecemos por uma lema técnico que fornece

uma norma equivalente em X,

Lema 2.1. Seja A um operador linear tal que p(A) D]w, co[. Se

| (A =w)"RN,A)" | <M, paran=1,2,..,\ > w. (1)
Entao, existe uma norma |- | em X que é equivalente & norma original || - || em X e
satisfaz:
[z || <|e] < M|z, paraz e X (2)
e
(A —w)R(A\, A)z| < |z|, para x € X, A > w. (3)
Demostracao:

Seja pu > w e definamos

IV fl= sup [| (4 = w)" Blp, A)" |

Da linearidade do operador R(u, A), do fato de ser injetor, das propriedades de || - ||

e do supremo, vemos que || - ||, é uma norma. Além disso, por um lado, se n =0,
| (1 —w)"R(p, A’ || = |« ||

donde
|z .= sup | (1 —w)"R(p, A"z || >z || -

E, por outro, usando , para todo n > 0,
| (= w)" Rlp, A" [| < || (= w)" R, A)" [ 2 | < M| 2 |

e segue que,

IV = sup | (1 = w)" Rlp, Az | < M|z |
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Resumidamente, obtivemos
[zl <[lazl,<M] ] (4)

Notemos que o lado direito da desigualdade fornece uma limitagao uniforme em u
para || z ||,. Observamos também que

I (= w)R(u, A |y = sup || (1 —w)" " R(p, A)" o |

n>0

= sup || (p—w)"R(p, A)"z ||

m2>1
< sup [| (= w)" B, A)" |
= [z |,
Logo,
I (n = w)R(p, A) [l < 1. ()
Neste ponto, afirmamos que
| A=w)R(NA) |, <1, paraw < A <p (6)

Com efeito, se y = R(\, A)x, entdo usando uma das igualdades do resolvente (Iden-

tidade de Hilbert), podemos reescrever y como

RMNA)x = R(p,A)z+ (R A)z — R(pu, A)z)
= R(u,A)x+ (u— NR(u, A)R(\, A)x

= R(u, A)(x+ (n—Ny)

e, de , temos que para todo n > 0,

| (1t =w)"R(p, A"y || < || (n—w)"R(p, A)"R(p, A)z || + [ (0 — w)" R, A)" R(p, A)(p = Ay ||
< 3 i = (e = w)R(p, Az |, +Z%2 | (1= w)R(p, A)y ||,
< el 222y,
= w = w

e, portanto,

1 = A
< - r 2
9l < = Wl =2 1y

o que implica que (A —w) || y ||, < || 2 ||4, provando (€]). De () e (€], temos que

| (0= w)" RO, A" [ < | (= w)" RO, A [, < [l paraw < A< p (7)



Tomando o supremo em n > 0 no lado esquerdo da desigualdade , encontramos
| z|x<| = ||, para w < XA < p. Entao, para cada z € X, {|| = ||,},>» ¢ um sequéncia

mondtona limitada, sendo convergente. Podemos definir assim,
r|= lim ||z
ol = T |«

Concluimos que (2) segue de (). E, com n =1 em (7)), temos || (A — w)R(X, A)z ||,,
<|| z ||, donde (3) vem de fazer ;1 — oo nessa expressao.

Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo 7'(t) satisfazendo
| T(t) || < Me*t. Consideremos K(t) = e “'T(t), um semigrupo fortemente continuo

com || K(t) ||< M. Isso nos permite definir:

ol = sup | K(t)e | . ®)
Devido as propriedades de semigrupo e da norma || - ||, vemos que |- | é de fato uma
norma.
Por um lado,
o] = sup [| K(t)z [| 2 || K(0)z [ =] = |

E, por outro, como || K(t)x ||< M || z ||, Vit >0,
|z = sup [| K@)z [[ < M || ||
>0

Logo,

[z <[z <Mz |

e || é uma norma em X equivalente & norma original || - || em X.

Além disso,

T(t)x| = sup || K(s)e"" K(t)z |

s>0

= e“sup || K(s)x ||

s>t

< esup || K(s)z ||
s>0

= ez

donde |T'(t)] < e*t.

A seguir, enunciamos e demonstramos o principal resultado dessa secao:
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Teorema 2.1. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo T'(t)
em X, satisfazendo || T(t) ||< Me*t. Se B é um operador linear limitado em X, entdo

A+ B € o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo S(t) em X com

| S(t) ||< Mete+mzie,

Demonstragao

Como A é gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo 7'(t) com
| T(t) ||[< Me“", temos, pelo Teorema 2 da aula 16, que A é fechado, densamente
definido, p(A) D]w,o0[ e || (A —w)"R(A, A)" || < M, paran = 1,2,..., A > w. Desse
modo, considerando a norma | - | fornecida pelo Lema .1 vale que |T(t)] < et e
|IR(A, A)| < (X —w)™! para A > w.

Notemos que para A > w + |B|, isto é, A — w > | B|, o operador limitado BR(\, A)
satisfaz

IBR(\, A)| < |B||R(\, A)| < \B[— < ymﬁ <1

Pelo Teorema 1 da aula 2, segue que I — BR(A, A) é inversivel para A > w + |B| com
inversa limitada dada por (I — BR(A, A))™" = 37, ((BR()A, A))*. Estabelecamos

R=R(\A)(I-BR(X\A)™" =Y R\ A)(BR( A"
k>0

Entao,

(M —A—-B)R = (M —A—B)R(\A)(I —BR()\ A))™*
= (M — AR\ A)(I - BR(\A)™ —BR(\, A)(I — BR(\, A))7!

— (I - BR()\A)™ = BR(\, A)(I — BR(\, A))~
— (I - BR(\A)(I — BR(\, A))

E, fazendo algumas contas,

(I — BR(\,A))"Y(I - BR\\A) = [ &

(I = BR(\,A)™'— (I —BR(M\A) 'BRNA) = [

(I — BR(\,A))""(\ — A—B

)
)

(I — BR(A\,A)) MM — A) — (I = BR(\,A)) "BR\A)M —A) = (M —A) &
) = WM -A) s
)

RN AYI — BR(MLA) "M —A— B
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ou seja,

RN —-A-B)=1
Mostramos assim que (A — A — B) é inversivel para A > w+ |B| e como A+ B ¢ um
operador fechado (soma de um fechado com um limitado definido em todo espaco), isso
basta para concluirmos que A € p(A + B) para A > w + |B| e R(\,A+ B) = R. Além
disso,
(M —A=B)"| = [R(\A)I - BR(A A))™|
< (A —w) A= [BI(A—w) )
= (A—w—[B)7"
Observemos também que A + B ¢ densamente definido afinal, D(A 4+ B) = D(A).

Entao, pelo Lema 3 da aula 14, A+ B é gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente

continuo S(t), satisfazendo |S(t)| < e(**!BDt Retornando & norma original de X, temos

| S(t) |< Mele+MIBID Tss0 porque,

IS@a | < [St)z] < el Pz < MeltIEDE | 2|

B M || B
1= sup {2 <o {2 LB a5
EANEN AR

donde, reunindo tais consideracdes, || S(t)z || < Melw+MIBIE,

Agora,

Uma questao que surge neste ponto é qual a relagao entre o semigrupo 7'(t) gerado por
A e o semigrupo S(t) gerado por A+ B. Consideremos o operador H(s) = T(t —s)S(s).
De acordo com o que estudamos na aula 13, para x € D(A) = D(A+ B), s — H(s)x é
diferencidvel e H'(s)x = —=T'(t — s)AS(s)x + T'(t — s)(A+ B)S(s)x = T(t — s)BS(s)x.

Integrando H'(s)z de 0 até t, encontramos
t
/ T(t—s)BS(s)xds = H(t)r — H(0)x, para z € D(A).
0
Ou ainda,
t
S(t)x =T(t)x + / T(t — s)BS(s)xds, para x € D(A). 9)
0

Como D(A) = X e os operadores em ambos os lados da igualdade @ sao limitados,
tal expressao vale para todo x € X. Portanto, o semigrupo S(t) é solugao da equagao
integral @D Para tais equagoes integrais, temos o resultado na Proposicao cuja

demonstracao utiliza a seguinte conhecida desigualdade:
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Lema 2.2. (Desigualdade de Gronwall) Se a,b sdo constantes ndo negativas e,
t
0<u(t)<a+ b/ u(s)ds
0
para todo 0 < t < T, entdo u(t) < ae’, para 0 <t < T.
Demonstracao: Ver Teorema 7.1.1 em Henry (1981).

Proposigao 2.1. Sejam T'(t) um semigrupo fortemente continuo satisfazendo || T(t) [|<
Me“" ¢ B um operador limitado em X. Entdo, existe uma tnica familia V(t), t > 0 de

operadores limitados em X tais que t — V (t)x é continua em [0, 00| para cada x € X e,
t
V(t)r =T(t)x + / T(t —s)BV(s)xds, para x € X. (10)
0
Demonstracao:
Seja
Vo(t) = T'(t) (11)
e, definamos V,,(t) indutivamente por,
t
Vo1 () = / T(t — s)BV,(s)xds, paraz € X, n > 0. (12)
0
Afirmamos que

(i) t+— V,(t)x é continuo paraxz € X, t >0en>0e,

M™| B ||™t"
() 1 vao) | < drer BT

Com efeito, para o item (i), vamos proceder por indugao em n. Fixemos z € X.
Sen =0, Vo(t)r = T(t)x e t — T(t)x é continua afinal, {T'(t)};>o ¢ um semigrupo

fortemente continuo. Agora, suponhamos que t +— V,,(t)x é continua e demonstremos



para t — V1 (t)x:

t+h t
| Vigr(t+h)z =V, (t)z || < | /0 T(t+ h — s)BV,(s)xds — /0 T(t — s)BV,(s)xzds ||

IN

/JHT@+h—g—T@—@ﬂnung@
Ot-f—h
+ /t | T(t+h—s)BV,(s)x | ds
g(/HT@—$UWO—DBW@ﬂHds
0t+h
+ /t | T@E+h—=s) | BII Va(s)z || ds
< /0 | T —s) ||| (T'(h) = I)BVy(s)x || ds
t+h

+ / | T(t+h—s) ||| B| Cds
t
< tMe*) | (T(h) — I)BV,(s)z ||

+ hMe*™ =) | B'|| C = 0 quando h — 0.

onde usamos que T'(h)x — x, h — 0 e que se t — V,,(t)x é continua, entao é localmente
limitada por uma constante C'.
Com relagao ao item (ii), por indugao em n, sen =0, Vo(t) =T(t) e || T(t) || < Me**

por hipdtese. Suponhamos que tal limitacao é valida para n e provemos para n + 1,

| Vi (B | < / Tt = 8) [ B[] Va(s)z || ds

M" || B " s"
n!

Mn+1 B n+1 t
< Mewt H H / SndS || T H
0

t
< /A@WﬂHBHMwS Izl ds
0

n!
- Mewt Mn+1 H B Hn+1 tn+1
- (n+1)!

Al

Agora, notemos que a estimativa (ii) nos mostra que para ¢t em intervalos limtados,

t < T para certo T € (0, 00),

M| BT

| Va(t) || < Me oy M,,.
- +M BT, .
E a série das constantes M, > ., Me* ' , é convergente (de fato, é a séria
= n

da exponencial!) donde, pelo Teste M de Weierstrass,

V()= Y Vi) (13)

n>0



¢ absolutamente convergente para ¢ em intervalos limitados e, também, uniformemente
convergente. Além disso, ((13)) converge uniformemente na norma de operador, pois, para
t em intervalos limitados,

sup || Y Valh)z =D Valz || = sup || Y Va(t)r||

llzfl <1 n=0 n>0 flzll <1 n=m+1

< swp Y [ Va@ Il

Izl <1, 5700
< D IV |
n=m-+1

< Z M, — 0 quando m — oc.

n=m+1

A partir dessas consideragoes, temos que t — V (t)x é continua para cada z € X e

ZVnH(t) :/0 T(t—S)BZVn(S)xds

donde, passando ao limite, vemos que V (¢) verifica a equagao , finalizando a prova
da existéncia. Resta demonstrar a unicidade. Seja U(t),¢ > 0 uma familia de operadores

limitados tais que ¢ +— U(t)z é continua para cada z € X e
t
Ult)r =T(t)x +/ T(t — s)BU(s)xds, para z € X. (14)
0

Subtraindo de e estimando,
¢
(V) =U@)z || < /0 Me“" | B[l (V(s) = U(s))x || ds
E, a Desigualdade de Gronwall nos permite concluir que || (V(t) — U(t))z || = 0 para
todo t > 0 e, portanto, V(t)x = U(t)x para todo z € X et > 0.

Da demonstragao da Proposicao e do fato do semigrupo S(t) gerado por A + B
satisfazer a equagao integral @, obtemos a seguinte representacao explicita de S(t) em

termos de 1'(¢):

S(t) =Y Su(t) (15)
sendo Sy(t) = T'(t) e, :
Spr1(t)r = /tT(t — s5)BS,(s)xds, para x € X. (16)

e a convergéncia em (|15)) é na topolgia da norma de operador.

Para a diferenga entre T'(t) e S(t), temos
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Corolario 2.1. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo
T(t) satisfazendo | T(t) || < Me**. Sejam B um operador limitado e S(t) o semigrupo

fortemente continuo gerado por A+ B. Entao,
I S(t) = T(t) || < Me (M —1) (17)

Demonstragao:

Da equagao integral @D e das estimativas para S(t) no Teorema ,
t
| St)e =T(t)x ] < /O [T —=s) [l BINSCs) [ 2| ds
t
< / Me#t=5) || B || Me+MIBDs || 3 || ds
0

t
< M| B / MBI | ¢ || ds
0

< Me“t(eMHBHt — 1) | z|
[ ]

O principal resultado dessa secao, o Teorema 2.1}, nos diz que a adicao de um operador
linear limitado B a um gerador infinitesimal A de um semigrupo fortemente continuo
nao altera essa caracteristica. E natural entdo nos perguntarmos quais propriedades do
semigrupo 7'(t) gerado por A sao preservadas quando A é perturbado por um operador
limitado B. A seguir, vemos que se A é gerador infinitesimal de um semigrupo compacto,
A+ B também o é.

Vale recordar a definicao de semigrupo compacto e uma caracterizacao bastante tutil

deste tipo de semigrupo:

Defini¢ao 2.1. Um semigrupo fortemente continuo 7'(t) é dito compacto para t > t, se,
para todo t > to, T'(t) é um operador compacto. T'(t) é dito compacto se é compacto

para t > 0.

Teorema 2.2. Sejam T'(t) um semigrupo fortemente continuo e A seu gerador infinite-
simal. T(t) € um semigrupo compacto se, e somente se, T(t) € continuo na topolgia da

norma de operador parat >0 e R(\, A) é compacto para A € p(A).

Demonstracao: Ver Teorema 2.3.3 em Pazy (1983).
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Proposigao 2.2. Sejam A o gerador infinitesimal de um semigrupo compacto fortemente
continuo T'(t) e B um operador limitado. Entdo, A+ B € o gerador infinitesimal de um

semigrupo compacto fortemente continuo S(t).

Demonstracao:

Pelo Teorema , T(t) é continuo na topologia da norma de operador para t > 0 e
R(\, A) é compacto para A € p(A). Conforme estudamos na demonstragao do Teorema

2.1
R\, A+ B) =Y R(\A)(BR() A)".

k>0
e, para A > w+ M || B || +1, tal série converge em B(X). Como cada um dos seus
termos é compacto, R(A\, A+ B) também o é para A > w+ M || B || +1, como limite

uniforme de operadores compactos. Da igualdade do resolvente (Identidade de Hilbert),
ROMA+ B) = R(u, A+ B) = (= VRO A+ B)R(, A+ B), A€ p(A+ B),

vem que se R(\, A + B) é compacto para algum \ € p(A + B), entao R(u, A + B) é
compacto para todo pu € p(A+ B).

Agora, para concluirmos que S(t) é compacto, pelo Teorema|2.2] resta provarmos que
S(t) é continuo na topologia da norma de operador. Como cada S,(t), definido por ,
é dado em fungao de T'(t), o qual é continuo na topolgia da norma de operador, entao
Sy(t) também o é. E, S(t), sendo o limite uniforme, em conjuntos de ¢ limitados, na
topologia da norma de operador de Z?:o S;(t), segue que S(t) é continuo na topologia

da norma de operador para t > 0.
|

Nem todas as propriedades do semigrupo 7'(¢) sao preservadas por uma perturbacao
limitada do seu gerador infinitesimal. E conhecido, por exemplo, que se A é o gerador
infinitesimal de um semigrupo 7T'(t), o qual é continuo na topolgia da norma de operador
parat > tg > 0, ou diferencidvel para t > ty > 0 ou compacto parat > ty > 0, entao S(t),
o semigrupo gerado por A + B - onde B é um operador limitado, ndo necessariamente

possui a correspondente propriedade.
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3 Perturbacoes dos geradores infinitesimais de semi-

grupos de contracoes

Sejam (X, || - ||) um espago de Banach e (X*, || - || x+) seu dual,
X* ={¢: X — K lineares e continuos}

onde K=RouCe || (|

X+= Sup|, <1 Re ((z)

Definicao 3.1. A aplicagdo dual J : X — P(X*) é definida por J(z) = {( € X* :
Re¢(z) =l [ | ¢|

x- =}

Observagao 3.1. E importante observar que J(z) # 0 para todo = € X.
Com efeito, sejam x € X e Y = [z], o subespago gerado por x, e consideremos
C:Y =K, ¢((A\x) =\ = ||*> Entao, ¢ é linear e Re {(z) = z ||>. Sey € Y,y = Az

para algum A € K e, por um lado,

Re((Az) <[l Az [[[| = [[= 1 €|

x- <l

Agora, por outro,

1
(o) =g lelP=lel=cl

I ]

x>l

E, o teorema de Hahn - Banach nos permite estender tal funcional para todo espaco X,

preservando Sua norma.

Definicao 3.2. Um operador linear A é dissipativo se Vx € D(A), existe ( € J(x) tal
que Re((Az) <0.

Notemos que se A é dissipativo, entao tA também o é para todo ¢ > 0, afinal, da
Definigdo [3.2] temos que para todo z € D(A), existe ¢ € J(x) tal que Re((Az) < 0
donde, se t > 0, Re ((tAz) = t Re((Ax) < 0.

O préximo lema nos da uma caracterizagao extremamente 1til dos operadores dissi-

pativos:

Lema 3.1. A € um operador linear dissipativo se, e somente se,

| (A= A)z | > A |, Vo € D(A) e A > 0. (18)
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Demonstracgao:

Consideremos A um operador dissipativo. Sejam z € D(A), ( € J(x) tal que
Re ((Ax) < 0. Entao, para A > 0,

¢ - I A=Az [ = [¢((A=A)z)| = Re (A= A)z) = Re A((x) ~Re((Az) = A || = ||*.

X*

donde é valida a desigualdade ((18)).
Reciprocamente, seja x € D(A) e suponha que A || z || <|| Az — Az || para todo
A>0.SeGeJr—Ar) e =0/ 1 G|

X*, entao H C)\ |X* =1 e,

AMall < | he— Az
— ReG(\x — Ax)
= ARe(y(z) — Re(y(Ax)
< Az | —Rei(Az)

para todo A > 0. Segue que,
1
Re(y(Az) <0 e ReGu(z) 2|z || -1 || Az | (19)

Agora, como a bola unitaria de X* é compacta na topologia fraca - estrela, a sequéncia

{C}a>0 tem um ponto de acumulagao ¢ na topologia fraca - estrela, || ¢ ||x+ < 1. Disso

e de (19), vem que Re((Az) < 0 e Re((z) >| = ||. Mas, Re((z) <|| = || e, portanto,
Re((x) =] = ||. Tomando ¢ =] z || ¢, resulta que ¢' € J(z) e Re( (Az) < 0. Pela

arbitrariedade de = € D(A), concluimos que A é dissipativo.

Outras propriedades dos operadores dissipativos estao listadas abaixo :
Teorema 3.1. Seja A um operador dissipativo em X.
(a) Se para algum \g > 0, R(A\ol — A) = X, entao R(AN] — A) = X, VYA > 0.
(b) Se A ¢ fechdvel, entdo A, o fecho de A, é dissipativo também.

(c) Se D(A) = X, entdao A ¢ fechdvel.
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Demonstracgao:

Para o item (a), consideremos o conjunto :
A={\e(0,00) : R\ - A) =X}

Entao, A # 0 afinal, Ay € A por hip6tese. Mostraremos que se trata de um conjunto
aberto e fechado e, portanto, A = (0, c0).

A priori, devemos notar que A é um operador fechado. Isso porque, a desigualdade
(18) com A = X\g e o fato de que R(A\oI — A) = X implicam que (Aol — A)~! existe e é
um operador linear limitado definido em todo espago X, sendo fechado. Dai, (Aol — A)
¢ um operador fechado e, consequentemente, A também o é.

Seja A € A. Da expressao em ([18), A € p(A). Como sabemos, p(A4) ¢ um conjunto
aberto, e, portanto, uma vizinhanga de A estd em p(A). A intersec¢ao dessa vizinhaga
com a reta real estd em A, o que implica que tal conjunto é aberto.

Agora, seja A\, € A, Ay, = A (A >0). De R(A\,I — A) = X para todo n € N, para
todo y € X, existe x,, € D(A) tal que

ATp — Az, =y (20)

De (18), temos que || z, | < A7t || y || < C para alguma constante C, lembrando que
An > 0 e é uma sequéncia convergente. Aplicando isso, e ,

Am H In — Tm H < H (/\m)(xn — Tm) — A(:)En — T ||
= [ly—y— (= 2n)z, |
< e = Al [ 2 ]

< ClAn— Al

e, segue que, {x,} é uma sequéncia de Cauchy. Seja z = lim x,,. Por , Az, — \x—y.
Sendo A um operador fechado, x € D(A) e Az — Ax = y. Logo, R(AI—A) =X e A € A.
Concluimos que A é fechado em (0, 00) e também aberto donde, A = (0, 00).

Com relacio ao item (b), seja x € D(A), y = Ax. Entdo, existe uma sequéncia {z,,}
com z, € D(A) tal que 7, — v e Az, — y = Az. Pelo Lema[3.1] || Az, — Az, || > \ |
z, || para A > 0. Fazendo n — oo, encontramos || Az — Az || > A || = || para A > 0, o
que significa, pela arbitrariedade de x € D(A), que A ¢ dissipativo, usando novamente

o Lema [3.1]
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Por fim, para provar o item (c), vamos supor que A nao é fechavel. Entao, existe
uma sequéncia {z,} tal que z,, € D(A), x,, - 0e Az,, — y com || y ||= 1. Aplicando
(18)), para todo t > 0 e z € D(A),

| (z+t 1 2,) —tA(x +t 7 a,) || > 2+t o, |

Fazendo n — oo e, em seguida, t — 0, temos || z —y || > || = || para cada x € D(A) e

D(A) nao pode ser denso em X. Logo, A é fechavél.
|

Teorema 3.2 (Lumer - Phillips). Seja A : D(A) C X — X um operador linear densa-

mente definido.

(a) Se A € o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo de contragoes
em X, entdo A é dissipativo. De fato, Re((Ax) < 0,V( € J(x) e RN — A) =
X, VA > 0.

(b) Se A € dissipativo e existe \g > 0 tal que R(A\I — A) = X, entdo A é o gerador

infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo de contragoes em X.
Demonstracao: Ver Teorema 1 da aula 15.

Definigao 3.3. Um operador dissipativo A para o qual R(I — A) = X é denominado m

- dissipativo.

Com base nessa definicao e nas propriedades para operadores dissipativos, podemos
reformular o Teorema de Lumer - Philips do seguinte modo: um operador densamente
definido A é o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo de contragoes
se, e somente se, é m-dissipativo.

Neste ponto, estamos prontos para demonstrar o resultado central dessa secao:

Teorema 3.3. Sejam A e B operadores lineares em X tais que D(B) D D(A) e A+tB

€ dissipativo para 0 <t < 1. Se
| Br | < all Az || +8 || 2 ||, para z € D(A) (21)
onde 0 < a <1, 5>0 e para algum ty € [0,1], A+ toB € m-dissipativo, entdo A + tB

¢ m-dissipativo para todo t € [0, 1].
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Demonstracgao:

Mostraremos que existe > 0 tal que se A + t,B é m - dissipativo, entao, A +tB ¢
m - dissipativo para todo ¢ com |t — t5] < §. Como todo ponto do intervalo [0, 1] pode
ser alcangado por qualquer outro através de um nimero finito de passos de tamanho ¢
ou menos, segue o resultado.

Por hipétese, A+ tyB é m - dissipativo para algum ¢, € [0, 1]. Dai, por aplicado
a A+tyB com A =1 e pelo fato de que R(I — (A +tyB)) = X, temos que o operador
(I — (A + toB)) é inversivel com inversa R(t;) : X — D(A) limitada em todo X,
I R(to) || < 1.

Vejamos a seguir que o operador BR(ty) é limitado. Usando (21)) e o a desigualdade

triangular, para x € D(A),

| Bz | < af Az |+ = |
< al Az +tyBr —toBz ||+ 8z ||
< ol (A+toB)z || +ato || Br ||+ 6| = |
< ol (AttoB)e | +all B ||+ |

uma vez que 0 <=ty <= 1. Consequentemente,

(I—a)|[Br|<all (A+toB)z |+ | |

E,
o B
B < — A B —_—
| Bell< 2 (At toB)e | + 2 ||
Como R(tg)xr € D(A),Vx € X, (I — (A+1toB))R(ty) =1 e || R(to)x || < || « ||, temos
que
| BRIz || < —2— || (A+ toB)R(to)a | +—-— || Rito)x |
- 1l-« l—«
o 5
< _ _r
< 2 (Bl ~ D |+ 72 | Rt |
< 2 (| R(to)x || + || H)+—5 | R(to)z |
- 1« 0)% o 1l -« 0)%
< — 7
< (a4 2 e
< 2204
l—«o
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donde BR(ty) é um operador limitado. Observemos que

I—(A+tB) = I—(A+tB)+(to—t)B
= I —(A+tB)+ (to —t)BR(to)(I — (A+tyB))
= (I + (to — t)BR(t))(I — (A+tB))
Dai, I — (A+tB) é inversivel se, e somente se, [ + (to —t) BR(to) ¢é inversivel. Agora, pelo

Teorema 1 da aula 2, desde que || (to — t)BR(to) || < 1, I + (to — t)BR(ty) ¢ inversivel

com inversa limitada em todo X e,

20+ 3 11—«
to —t)BR(t <l&s|tg—1t <l&|ty—1< .
| (= 1BRM) [ <1 o~ 12 < Lo fig— ] < 5=
Vemos que basta tomar § = 4;:2[5’ concluindo a demonstracao.

Corolario 3.1. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo de

contragoes. Seja B um operador dissipativo com D(B) D D(A) satisfazendo,
| Bz [[<all Az ||+ | x|, parax € D(A) (22)

onde 0 < a < 1, f > 0. Entao, A+ B ¢ o gerador infinitesimal de um semigrupo

fortemente continuo de contragoes.

Demonstracgao:

A ideia é aplicar o Teorema (3.2 para provar que A + B é gerador de um semigrupo
fortemente continuo de contragoes. Primeiramente, notemos que, como D(A + B) =
D(A), o qual é denso em X, A+ B é densamente definido.

Pelo referido Teorema, sendo A gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente
continuo de contragdes, A é m - dissipativo e Re((Az) <= 0, V¢ € J(z). Como B é
dissipativo e D(B) D D(A), para © € D(A), existe ¢ € J(z) tal que Re((Bzx) < 0 e
para esse mesmo ¢, Re((Az) < 0. Conforme observamos anteriormente, Re((tBx) <
0, para todo t > 0. Segue que, Re(((A+tB)x) < 0. Isso mostra que A+tB é dissipativo
para 0 <t < 1.

Além disso, como A + toB é m - dissipativo para to = 0, do Teorema [3.3] temos
A+ tB m - dissipativo para todo t € [0,1]. Em particular, A + B é m - dissipativo.
Concluimos, entao, do Teorema [3.2] que A + B é gerador infinitesimal de um semigrupo

fortemente continuo de contragoes como queriamos.

17



|
Vale observar que o Coroldrio 3.1 pode ser reformulado de uma forma mais simétrica:

Corolario 3.2. Seja A um operador linear densamente definido. Seja B um operador
linear tal que D(B) D D(A) e (29) vale. Suponha que A+tB € dissipativo para 0 < t < 1.

Entdo, A é m - dissipativo se, e somente se, A+ B é m - dissipativo.

O Teorema [3.3] e o Corolario [3.1| nao valem em geral no caso em que @ < 1 em
é substituido por a = 1. Uma das razoes é que nao é mais verdade que A + B é
necessariamente fechado. Se A + B nao é fechado, nao pode ser o gerador infinitesimal
de um semigrupo fortemente continuo de contragoes (basta usar que um operador A
densamente definido é gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo de
contragoes se, e s se, é m - dissipativo, e isso implica que 1 € p(A), em particular, A é
fechado). Um contra - exemplo é o seguinte: consideremos ¢A um operador autoadjunto
em um espago de Hilbert. Pelo Teorema 1.10.8 em Pazy (1983), ambos A e B = —A
sao geradores infinitesimais de semigrupos fortemente continuos de contragoes. Temos a
estimativa com o =1e =0, mas A+ B nao é fechado restrito a D(A). Agora, o
fecho de A+ B, isto é, o operador nulo definido em todo espaco, é o gerador infinitesimal

de um semigrupo fortemente continuo de contragoes.

Teorema 3.4. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo de

contragoes. Seja B um operador linear dissipativo tal que D(B) D D(A) e
| Bz |<|| Az ||+ 8 ||« ||, parax € D(A) (23)

onde B > 0 é uma constante. Se B*, o adjunto de B, € densamente definido, entdo o
fecho A+ B de A+ B € o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo

de contragoes.

Demonstragao:

Como A é gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo de contragoes,
do Teorema sabemos que A é m - dissipativo. E, sendo B dissipativo com D(B) D
D(A), por um raciocinio anélogo ao da demonstracao do Corolario , temos que A+ B
é dissipativo e densamente definido. Pelo Teorema [3.1] itens (b) e (c), A + B ¢ fechdvel

e seu fecho, A 4+ B, é dissipativo.

18



Novamente, entao, pelo Teorema , para provar que A + B é gerador infinitesi-
mal de um semigrupo fortemente continuo de contragoes, basta demonstrar que R(I —
(A+ B)) = X. Da desigualdade aplicada & A+ B, temos que (A — (A + B)) é
inversivel com inversa limitada em R(\ — (A + B)), YA > 0. E, como, A + B ¢ fechado,
(M — (A+ B)) e seu inverso também o sdo, donde, pelo Teorema do Gréafico Fechado

aplicado & (Al — (A + B))™!, resulta que D((M — (A+ B))™!) = R(A\[ — (A+ B)) é

fechado. Logo, é suficiente ver que R(I — (A + B)) é denso em X.
Seja ¢ € X* tal que ¢'(2) =0,Vz € R(I—(A+ B)). Sejay € X com || ¢ ||x-< ().
Se multiplicarmos ambos os lados da desigualdade por 0 < t < 1, temos para
xz € D(A),
[tBz | <t Az | +5 | = |

o que nos permite aplicar o Corolario[3.1]com B substituido por tB e concluir que A+tB

é m - dissipativo com 0 <t < 1. Disso segue que a equagao
xy — Axy —tBx, =y (24)

possui uma unica solu¢ado z; para cada 0 < ¢t < 1. Além do mais, de (18], temos

|y || >1 2 |. Aplicando (23), e a desigualdade triangular,

| Bry || < || Az [| +5 [ |

< || Azy +tBxy —tBx | + 8 || ¢ ||
< | (A+tB)z || +t || Bry | +8 || 2 ||
< ly—a ||+t Bae || +8 [ ¢ ||

donde

A=l Be |l < ly—a |+ 1zl

A

< Myl + Uzl +81 =
< lyll+ Tyl +21y
C+8) vl (25)

Seja ¢ € D(B*), entao

[C((L=8)Bay)| = (1 =1)|B((x1)]
(L =2) | B[] ¢ ||

< (1=t ||B*C| ||yl = 0quando t — 1 (26)

IN
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Como D(B*) é denso em X e por (25)), (1 — t)Bx,; é uniformemente limitado, segue de
(26) que (1 — t)Bx; converge fracamente a 0 quando t tende a 1. Em particular, para a

escolha de ¢,

’

1< < ¢
— CI(It — Axy — tBay)
= ( (v — Azy — Bxy + Bxy — tBay)
_ CI((l —t)Bzy) — 0 quando t — 1

uma vez que z; — Az, — Bxy € R(I — (A+ B)). Logo, ' = 0 e, isso significa que
R(I — (A+ B)) é denso em X como queriamos.

Se X é um espago de Banach reflexivo e B é um operador linear fechavel densamente
definido em X, é conhecido que B* é fechado e D(B*) é denso em X*, simplificando

assim o enunciado do Teorema [3.4] para espacos de Banach reflexivos:

Corolario 3.3. Sejam X um espaco de Banach reflexivo e A o gerador infinitesimal de

um semigrupo fortemente continuo de contragoes. Seja B um operador linear dissipativo

tal que D(B) D D(A) e
| Bz | <[l Az [[+ 5 ||z ||, paraz € D(A) (27)

onde 3 > 0 € uma constante. Entao, o fecho A+ B de A+ B € o gerador infinitesimal

de um semigrupo fortemente continuo de contracoes.
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