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Preliminares

Uma aplicagdo T'(-) : R>g — B(X) é um operador de semigrupo

fortemente continuo, ou tdo somente Cy-semigrupo se satisfaz as

seguintes condigdes:

@ T(0)=IeT(s+t)=T(s)T(t) para todos s,t € R>q,

@ Paracadaz € X aérbita T'(.) : R>g — B(X),t — T(t)z, é
continua.

O gerador A de T'(-) é dado por:

L (Tt - z) existe}

D(A) = {x € X | o limite lim =
t—0,t€R>0\{0} T

1
A= ol 7 )z = D(A).
* t%(],tel]}gio\{o} t ( (t)x -77), para x € ( )
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Preliminares

Definicao

Seja w € R. Um semigrupo w-contracdo é um semigrupo 7'(-)
satisfazendo ||T'(¢)|| < e¥?, para todo t € R>q. Tal semigrupo é chamado
de quasi-contrativo. Se w = 0, chamamos T'(-) semigrupo de contrag&o.

Definicao
O conjunto de dualidade J(x) de um vetor x € X é definido por:

J(@) = {a* € X*|(z,2") = |lall®, lall = ll2*]1},

onde (z,2*) = z*(z)Vz € X e x* € X*. Pelo Teorema de Hanh-Banach

J(z) #
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Preliminares

Um operador A é dito fechdvel se possui uma extensdo fechada B.

Definicao

Para um operador densamente definido A, definimos seu adjunto por
A*z® = y* Va* € D(AY),
onde

D(A*)={2" € X*/Jy* € X'Vz € D(A) : (Az,z") = (z,y")}. (1.19)

O que significa (Az, z*) = (x, A*x*),Vz € D(A) e z* € D(A*).
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Definicao

Para um operador linear em um espaco de Hilbert X com dominio denso,
definimos o espago adjunto de Hilbert A’ de A como em (1.19), trocando
o operador dualidade (z, z*) pelo produto interno (x,y). Um operador

linear A de X é chamado de simétrico se

que significa que A C A’ se D(A) é denso. Se A é densamente definido,
dizemos que é autoadjunto se A = A’, i.e., A é simétrico e

D(A)

Va,y € D(A) : (Az,y) = (z, Ay),

{ yeX/3Fze X Ve e D(A): (Az,y) = (z,2)}
{ ye X/(D(A), ||-]) = C; =+ (Azx,y) é continuo}

A. F. Banzatto & R. M. Ribeiro
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Definicao

Um operador A é chamado de dissipativo se para cada vetor x € D(A)
existe um funcional z* € J(z) tal que Re(Ax,x*) < 0. Chamamos A de
operador acretivo se —A é dissipativo.
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Definicao

Seja ) # G CR™ aberto, ke N,j € {1,--- ,m} e p € [0,00). Uma
fun¢do u € LP(G), possui uma derivada fraca em LP(G) com respeito a
j — ésima coordenada se existe um mapa v € LP(G) satisfazendo

/u[“)jgodx: —/ vpdz,
@ @

para todo ¢ € C§°(G).
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Preliminares

O espaco de Sobolev

WYP(G) = {u € LP(G)/¥j € {1, - ,m}F0;u € L*(G)},
é um espaco de Banach com a norma

1/p
(lullp + 5 losullz) ™ p< o

9, = co.
ey (e W0lc} o p =00

lellp =

Esta norma ¢ equivalente a norma dada por |[ull, + >>72, [|0;ull,.
Analogamente definimos os espacos de Sobolev W¥?(G) e as derivadas
fracas demordem superior 0% = 9! --- 0% para « € NJ" e

la] = ijl a; < k.
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Teorema 1.27

Seja M > 1 e w € R. Um operador linear A gera um semigrupo Cy em
X satisfazendo ||T'(t)|| < Me*! Vt € R>( se e somente se A é fechado,
D(A) =X, (w,0) C p(A),Vn € N, A > w:

M

[R(A, A)" < oo

Neste caso temos que C,, = {\ € C|Re(\) > w} C p(A) e
vn e N, € C,

M

1RO A < ey =y

(1.15)

O operador A gera um semigrupo de w-contracdo se e somente se Aé
fechado, D(A) = X, (w,00) € p(4), VA>w: RN, A)|l < 5= w)
Neste caso (1.15) é verdadeira se e somente se M = 1.
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Proposicao 1.39

Seja A dissipativo. As seguintes afirmacdes valem:

@ Seja A > 0. Entdo o operador \I — A é injetor e para
y € R(A — A) ()\I A)(D(A)) temos que
| =)~ "y] < 5 lyl-

@ Seja Aol — A sobrejetivo para algum Ao > 0. Ent3o A é fechado,
(0,00) C p(A), e [|[R(A, A)|| < + para todo A > 0.

@ Seja D(A) denso em X. Entdo A é fechavel e A também ¢é
dissipativo.

A. F. Banzatto & R. M. Ribeiro IME-USP
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Teorema 1.40 (Lumer-Phillps)

Seja A um operador linear densamente definido, entdo seguem as
seguintes assertivas:

@ Seja A dissipativo e A\g > 0 tal que A\gI — A possua uma imagem
densa. Entdo A gera um semigrupo de contragdo.

@ Seja A dissipativo e Ay > 0 tal que A\gI — A seja sobrejetivo. Entdo
A gera um semigrupo de contrag3o.

® Seja A um gerador de um semigrupo de contragdo . Entdo A é
dissipativo, com C; C p(A4) e ||[R(A, A)|| < #(/\) para A € C,.
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Corolario 1.41

Seja A dissipativo e densamente definido, e seja Ao/ — A™ injetor para
algum X\g > 0 . Entdo A gera um semigrupo de contracdo. Se A* é
dissipativo entdo A\ — A* é injetivo para A > 0.
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Observacgao 1.42

Segue as seguintes observagdes:

Q

(5]

Para u € C*(G), e 9*u € LP(G) com |a| < k Entdo u € WEP(GQ) e
suas derivadas classicas e fraca coincidem.

Seja u, up,v € LP(G) e a € N tal que u, — u e 0%, — v em
LP(G) com n — oco. Entdo 0“u = v. Ou seja

D(0%) = {u € LP(G)| 30%u € LP(G)},0* é fechado em LP(Q).
Seja p < 0o. Entdo C°(R™) é denso em WEP(R™) e

C=(G) NWHP(G) é denso em WEP(G).

Seja u € W'P(G) e v € WHP'(G) com % 4 ﬁ = 1. Temos que o
produto uv é um elemento de W11(G) e satisfaz a regra do produto
0;(uv) = u0jv + voju. Resultados andlogos valem para derivadas
de ordem superior.

Tome G com fronteira compacta OG de classe C''. Temos que o
mapa W1P(G) — LP(0G, do) u — u|sg tem extensdo continua
tr: WHP(G) — LP(0G,do) chamada de operador trago. Seu
nicleo é o fecho W1P(G) das fungdes teste C5°(G) em WhP(QG).
Se tr(u) = 0, dizemos que u some em OG “no sentido do trago”.
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Férmula de Green
Seja f € WHP(G) e u € WHP(G). Temos que:

/ u-dividx = —/ f-Vudx —l—/ tr(w)vtr(f)do,
G G oG

onde v é o vetor normal unitario a fronteira e o - denota o produto
escalar em R™.

A. F. Banzatto & R. M. Ribeiro IME-USP



Preliminares

Teorema 1.24 [ST]

Seja A um operador fechado em X com dominio denso. Entdo as
seguintes afirmacdes sdo verdadeiras:

Q 0.(A) =0,(A%).
Q d(A)=0(A*) e R\, A)* = R(\, A*) para todo X € p(A).

Proposigao 3.31 [ST]

Seja 1 < p < 0o. Seja ou f € W2P(U) ou U com uma fronteira
compacta de Lipschitz e f € W2P(U). Entio ha constantes C, ¢ tais

que
1/p 1/p

m m C
> 1ol <e| D oy flE + — £l
j=1

ij=1

paratodoe > 0se f € WOQ”’(U) e paratodo 0 < ¢ < gg se f € W2P(U).
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Lema 3.5 [ST]
Sejaa e NJ*, p € [1,00) e € > 0.
@ Seja f € D*P(U) e p < co. Entdo as fungdes G f € C=(U)

convergem para f e 9*(G.f) tendem a 9*f em L} (U) quando

€ — 0. Ainda mais

0*(G:f)(x) = G.(0*f)(x) se x € U,e < d(z,0U). Portanto

€; —+ 0, obtemos uma subsequéncia ¢, := ¢;, — 0 tal que

G., [f— fed*(G., f) — 0%f quase sempre em U quando n — oo.
Se f também pertence a D*P(U) para algum 3 € Nj*, podemos
tomar o mesmo &,, para todos tais .

Seja f,ge L} (U) e f, € D*P(U) tal que f, — f e 0%f — g em
LY (U) quando n — oo. Entdo f estd contida em D*P(u) e

0% f = g. Se esses limites existem em LP(U) e para todo o com

|| < K, entdo f é um elemento de W P(U).
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Proposicao 4.13 [FA]

Seja U C R™ aberto , f : U — F mensurdvel com f € L (R™), e >0,
e 1 < p < co. As seguintes afirmagdes valem:

© O mapa G.f é um elemento de C*°(R™). Se existe um conjunto
compacto K C U com f(z) =0 quase sempre z € U\ K, entdo
Gef € C°(U) Ve € (0,g0) com gp := dist(K, U).

Q A restricdo de G, para LP(U) pertence a B(LP(U)) com ||G.|| < 1.
Sejal<p<ooefelP(U). Entdo G.f — f em LP(U) quando
e —0.

Q@ Sejal <p<oo. Entdo C°(U) é denso em LP(U). Mais
precisamente, se f € LP(U) N LY(U) para algum 1 < p,q < oo
entdo existem fun¢des f,, € C2°(U) convergindo para f em LP(U) e
em L1(U).

ot
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Transformada de Fourier em R

Definicao
Define-se o espaco de Schwartz como o espaco das fun¢Ges com
decrescimento rapido, ou seja:

Sm={f € C®°(R™)|Vk € Ng, @ € N* : p.o(f) < 00},
onde

Pra(f) = sup |z[5]0° f(2)]

TER™

Sejam f,g € S,,,, entdo define-se a convolucdo de f * g, como:

(fxg)(z) = f@W)g(x —y)dy

Rm™m

A. F. Banzatto & R. M. Ribeiro IME-USP



Transformada de Fourier em R

Definicao

Seja f € L*(R™), entdo define-se a transformada de Fourier
F: S, — S, como:

ﬂ/ e 7 f(z)dz, £ €R™

A. F. Banzatto & R. M. Ribeiro IME-USP



» de Fourier em R™

Proposigcao 23

Seja f,g € S, entdo transformada de Fourier goza das seguintes
propriedades:

@ F(9f)() = il"lg* (&)

@ F(f*9)(&) = (2m)% f(©)3(©)

Para a demonstrac;éo do item (A) segue da definicdo que:
FOf)(€) = pp )2 S dwe= €70 f(2)

Realizando a integral em uma das coordenadas e observando que
|0 f(z1, 22, -, 24, -, Tm)| = 0 para x — oo, segue que:

1 m— —1 T [ —i€jx; qau—a; 9o
(27r) /Rm_ld lpe i 2 énen /_Oodxje $i%i 9O 9% f ()

OO = g [, 4" ae o

F(O°N)(E) =

.. / ;3% (€)% e ITI QAT f (1)

— 00

A. F. Banzatto & R. M. Ribeiro IME-USP



e Fourier em R™

Onde realizamos integragdo por partes nas coordenada x;, repetindo esse
procedimento para as demais, teremos como resultado:

FON©) =g [ 0= [ 2170 nie)
1<j<m

=illea f(¢)

Para a demonstracdo do item (B) basta observar que:

F(f+9)(&) = (2771)7; /Rm dze™ /m dnf(m)g(z —n)F(f *g)(&)

1 —i-x

1 (2m)% /]Rm dn /Rm dze fmgl@x —n)F(f xg)(&)

= 1 ue—if'(ﬂ+u) U "

T enF /Rm d"/Rmd Fmg()F(f = g)(€)
1 it e )

=G [ e ) [ due g )(e)
1

~on? f(©)a(6)

A. F. Banzatto & R. M. Ribeiro IME-USP



Transformada de Fourier em R

Teorema

A transformada de Fourier F : S,,, — S,, é uma bijecio com F* = I.
Para todos f,g € S;, e x € R™, temos que:

—1 _ 1 i€z
Flyte) = e [ cTa(e)at
(FfIFg) 2 = (flg)r>
r .
f*g€Sm, F(fg) = (QW)%f*g

Proposigao

| A\

Seja u € S, entdo vale o seguinte resultado:

2 kjan2 2 2 kA2
e (11l + N5 a3 < Dl o < ex (Il + NN N1al3)

A. F. Banzatto & R. M. Ribeiro IME-USP



Transformada de Fourier em R

Como S,, € denso em
Wh? = {u € L*(R™)/|¢54 € L*(R™)},

temos
lullk,2 2= [lullz + 1€]5al2 (1.24)

A. F. Banzatto & R. M. Ribeiro IME-USP
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Teorema de Plancherel

@ Existe um tnico operador continuo F : L2(R™) — L?(R™) tal que

F|L1QL2 :f|leL2.

@ F é unitdrio e vale a férmula F2 = J, onde
J: L>(R™) — L%(R™) é o operador J¢(z) = ¢(—x)

. M. Ribeiro
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Exemplo 1.46

Seja E=L*R™), A=A e
D(A) = W22 = {u € L*R™)/|¢f3a € L*R™)}

lull2,2 2= [lull2 + [[1€[3ll2

O operador A gera um semigrupo de contracdo em E e é autoadjunto.
Além disso, sua norma do grafico é equivalente a norma de WZ’Q(R"L).

De fato, a equivaléncia de normas segue de (1.24) e pelo Teorema de
Plancherel, ja que F(Au) = i?[¢[3F (u) = —|£|3F (u) pela Proposigdo 23
para u € W22(R™). Afirmamos que D(A) é denso em L?(R™) j& que
contém C°(R™).

Seja f € E e A € C\R<y. Para checar a condi¢do da imagem (ou seja,
resolver o problema eliptico Au — Au = f), estimamos

f
A+ €3

1
™[
ey < c)\f com Cy : {All

[Tm(N)]?

A. F. Banzatto & R. M. Ribeiro IME-USP



Exemplo 1

Gracgas ao Teorema de Plancherel, 7A+]\cf\2 pertence a Lz(Rm), entao
2
podemos definir:

u:=R\f=F" <A+f|§%> (1.25)

Pelo Teorema de Plancherel, também obtemos :

I f .
lll = llalle = || 5272 | < exllfllz e IRAllcz) < ex
2
Ainda mais
; f
68101 = € gy < el pare constantes
2

De (1.24), segue que u € W22(R™) com norma

lullz2 < e(llull + [lIg5al) < exllf]l2

A. F. Banzatto & R. M. Ribeiro IME-USP
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Com isso , R(\) mapeia L?(R™) continuamente em W22(R™).
Para usar

A
A+ €3

|€|2
A+ €13

Mu— Au = F~1 ( f—i ) =f, (1.26)

Tomamos fungdes f,, € S, tendendo a f € L2(R™) com n — 0o. O
mapa u,, := R(\)f, € S, converge para u em W22(R™) e satisfaz
Ay, — Auy, = fy, por (1.26). Tomando n — oo, encontramos

Au — Au = f entdo A — A é bijetor com a inversa limitada R(\).

A. F. Banzatto & R. M. Ribeiro IME-USP
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Assim, A é fechado (Observagdo 1.17) e o espectro o(A) estd contido
em R<(. Por um exemplo das notas de aula, o(A4) = R<q implica que a
estimativa de Hile-Yoshida para A > 0.

Assim, A gera um semi-grupo de contracdo (Teorema 1.27, w = 0) em
L?(R™). Seja u,v € W22(R™). Pela Férmula de Green e A = div(V),
segue que:

(Au,v) = / div(Vu)vdx = — Vu - Vvdx
m Rm

i / _udiv(VV)dx = (u, Av)

Entdo A é simétrico. Como o(A) C R<g,segue que A é autoadjunto.

A. F. Banzatto & R. M. Ribeiro IME-USP
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Exemplo 1.47

Seja E = Cy(R™), D(A) = {u € C?/u, Au € E}, e o operador Ay = A.
O operador Ay tem fecho A e gera um semigrupo de contracdo em E. Se
m = 1, temos que Au = u" e

D(A) = D(Ap) = C2 := {u € C*(R) /u,v/,v" € E}.

De fato, o dominio de A é denso em E pois C§°(R™) C D(Ay).

Seja u € D(Ap). Pelo Exemplo 1.31, temos que o funcional

© =u(xg)dxo pertence a J(u) onde zp € R™ satisfaz |u(xo)| = ||u/|co-
Definindo h(x) = Re(u(xo)u(x)) € D(Ap) obtemos

Re(Aou, ¢) = Re(T(x0)Au(xg)) = Ah(xp).

Sabemos, do Exemplo 1.34, que h(zg) é um maximo de h(z). Por um
Teorema de Andlise em R™, D?h(z() é negativo e assim A

h(zg) = Tr(D?*h(xg)) <0, ou seja, Ay é dissipativo.

A equagdo (1.26) para A = 1 nos mostra que a imagem de I — Ay é um
subespaco denso de S;,. Pelo Teorema de Lumer-Phillips, concluimos que
Ap gera um semigrupo de contrac3o.

A. F. Banzatto & R. M. Ribeiro IME-USP



Sejam =1euec D(A). Como A = Ay existem fungdes u,, € D(Ap)
tais que u,, — u e ul, — Au em E quando n — oo.

Precisamos controlar a 1° derivada. Para conseguir isso, tomamos um
intervalo J com comprimento |.J| > 0, uma fungdo v € C(J) com v e v”
limitados e 6 € (0, |J]), e pontos r,s € J com § < s — 1 < 26, pelo
Teorema de Taylor, temos um nidmero o € (7, s) tal que:

o(s) = vr) + 0/ () = 5) + 50" (0) (5 — 1)’

’UI(S) _ v S) — ’U(T) - 71}//(0)(5 . T’)
S
Temos:
2
[v'(r)] < = maxlv(t)] + dméx |[v”(T)] (1.28)
6T€[r,r+6] TE[r,r+4]

2
< 5lvllos + 610"l

=
g
A

A. F. Banzatto & R. M. Ribeiro IME-USP



Inserindo v = uy,, inferimos que u), € E. Com v = u, — Uy, também
segue que u), converge em E para um fungio em f € E. Como
resultado, u pertence a C*(R) com v/ = f € E. Usando u! — Au,
concluimos que u € C3(R) e Au = u".

Devemos fazer uma observag¢do para o caso m = 2. Neste caso o dominio
de D(A) n3o é denso em C3(R™) como no exemplo (1.47). De fato,
seja a funcdo:

alr) = 4 @y %), (2y) #0
(r:9) {o, (@) = 0

Segue que a sua segunda derivada é:

422
azm~ ) :21 2 2
u(z,y) n(z +y)+a:2+y2+
(622 — 2¢%) (2 + ) — 4a®(2® — )
(z2 +y?)

A. F. Banzatto & R. M. Ribeiro IME-USP



E limitado em B(0,1), mas a fungdes @, Vi e At = 8%, sdo
limitadas em B(0,1). Tomando o mapa suave ¢ com supp ¢ C B(0,2),
que é igual a 1 em B(0,1). Entdo os mapas

u=pieu— Au=p(i— Ad) — 2Ve - Vi — 1lp.

Sdo limitadas e tem suporte compacto em R™, mas u n3o pertence a
W2 (R). Podemos construir um exemplo em Cy(R™) ao invés de
L°°(R™) usando Inln.

Com um pouco mais de trabalho podemos mostrar que o operador

Ay = A com dominio D(A) = {u € Co(R™)/ Vp e (1,00),r >0:u€
W2P(B(0,r)), Au € Co(R™)} é fechado em E e que p(A;) contém a
semirreta (w,c0). Desde que D(Ag) C D(A;), obtemos que

A=Ay C Ay, eque A= Ay (Lema 1.24).

A. F. Banzatto & R. M. Ribeiro IME-USP



© Exemplo 1.48

& R. M. Rik



Exemplo 1.48

Seja E = Cy(0,1), D(A) = {u € C?(0,1)/u,u” € E} e Au=14". 0
operador A gera um semigrupo de contragcdo em F, e sua norma do
grafico é equivalente a norma do C?([0, 1]).

De fato das normas seguem de (1.28), e do fato que

k
Ifllox =D 1 lloe = Iflloz = [Flloo + 1 lloo + 1" lloo

=0

Seja f € E, tome ¢ > 0, como no Exemplo 1.19 podemos achar um
mapa f € C,.(0,1) com ||f — f]loe < &. Ainda mais, procedendo como na
prova da Proposicdo 4.13, podemos construir uma fungdo

g € C§°(0,1) C D(A) satisfazendo || f — g|lcc < &. Assim, A é
densamente definido. A dissipatividade de A fora mostrada no exemplo
anterior, onde o argumento zy do méximo de |u| pertence a (0,1) ja que

os casos g € {0,1} sdo excluidos pela condi¢do de contorno.

A. F. Banzatto & R. M. Ribeiro IME-USP



Seja f € E. Vamos estendé-la para 0 para uma funcdo
f € C.(R) C L*(R). Seja A > 0 e tomemos x = v/A > 0. Ent3o

definimos:
IRV Y (i
v=R(\)f=F (/ﬂ - f)
:W}—_l((ﬁﬂ +1E3) ) x f =k f e WPA(R)

Usando a transformagdo n = % calculamos:

1 6255 1 6zs§
,I{j = — =
=) 27T/Ru2+§2d£ 27y /R 1+(§)2d£

1 etshn e—klsl

2p

C 2mp Jg 141

para s € [0,1] Assim obtemos:

A. F. Banzatto & R. M. Ribeiro IME-USP



1

v(s) = E/o e~ M=l f(rydr, s € [0,1]

Lembrando que suppf C [0, 1]. Como no Exemplo 1.49, esta fun¢do
pertence a C?([0, 1])(como serd mostrado no referido exemplo) e resolve
Av — " = f mesmo para A € C\R_,, mas nio satisfaz as condicdes de
contorno v(0) = 0 = v(1), exceto para f especificas.

Para encontrar uma solugdo, vamos “chutar " a seguinte solugdo:
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u(s) = a(f, p)e"* +b(f, p)e™ +v(s)

Para s € [0, 1] e coeficientes desconhecidos a(f, i), b(f, 1) € C. Observe
que ainda temos que u(s) € C?([0,1]) e Au —u” = f para A € C\R<o.
Queremos escolher a(f, 1) e b(f, p) tal que u € D(A) e que satisfaca

u(0) = 0 = u(1). Essa condigdo é equivalente ao seguinte sistema linear:

w0) = o) + 0 =~ [ e
u(1) = a(f, we" + b(f, e " = 7/ (=1 f(r)

Que possui solugdo unica, a saber:

(o) = s | o Jo (e = ) f()dr
b(f, 1) 2u(er — e™H) fol (eFe P — e HelT) f(T)drT

Segue entdo que A\ — A é bijetor.
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Pelo Teorema de Lumer-Phillips, A é fechado e gera um semigrupo de
contragdo em E e também obtemos a férmula

RN A f(s) =alf,m)e!® +b(f,u)e " + i /1 e_”ls_T‘f(T)dT (1.29)
0

Para s € [0,1], f € Cp(0,1) e A € C\R_,.

Mostraremos resultado andlogo para L?((0,1)). Aqui checamos a
dissipatividade em LP também para p # 2.
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Exemplo 1.49

Seja E=LP(0,1),1 <p<oo, Au=u"e

D(A) = {u e W22(0,1)/u(0) = 0 = u(1)} = W22 N W, ?(0,1), (temos
que W12(0,1) = C([0,1])). O operador A gera um semigrupo de
contragdo em E e sua norma é equivalente a || - ||2p-

De fato, a tltima afirmacdo segue pela Proposicdo 3.31[ST]. O dominio
D(A) é denso pela Proposi¢do 4.13 [FA] ja que contém C§°(0,1).
Podemos estender o operador R(A, A) de (1.29) para um mapa R(\) em
E = LP(0,1) para A € C\R<(. Reescrevemos:

1 s 1
. . —p|s—T] dr = e~ uT d s —puT d
o(s) /0 e f(r)dr=e /0 e’ f(r)dr + e /o e M f(r)dr

para f € Ees€[0,1].
Pela Férmula de Green, nds podemos calcular:

s 1
7(5) = e [ ey + ) + e [ )ar = ()
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Como o termo f(s) desaparece,
U =2uv
pertence a C'([0, 1]). Analogamente, segue que v” € LP(0,1):

I 1 s
v(s) = — e Ml (Y dr = — [e‘“s/ et f(r)dr+
®=3 | r = 5 | [ s

1
+ e"s/ e M f(r)dr

1

V()= 5 [—ﬂe-us / " (R dr + £(s) + et / e ()~ 1(s)

e s ets

s 1
v'(s) = — 5 /(Je‘”f(ﬂch—}— 5 / e M f(r)dr

us

V" (s) = —pe /S et f(r)dr + e /1 e M f(r)dr

e 1S us

— S TN+ S [ )]
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_Me—ué uelts

v (s) = — /Ol e f(r)dr +

/ L f(r)dr — f(s).

E v satisfaz A\v —v” = f. Como no exemplo anterior podemos afirmar que
u= R(\)f é um elemento de D(A) e satisfaz \u — uv” = f. Para aplicar
o Teorema de Lumer-Phillips nos falta checar a dissipatividade. Vamos
fazer para o caso p € [2,00). Seja u € D(A). Definimos w = |u[P~2u que
pertence a J(u) pelo Exemplo 1.31. Note que w(0) = 0 = w(1) pelas
condigdes de contorno. Pela Observagcdo 1.42, temos o mergulho
W2Pr(0,1) = C*([0,1]), entdo w estd contido em C*([0, 1]).
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Como p > 2, podemos mostrar que

d — -2 -
w' = ()T ) = [ul @+ o (uf?) ' T+ aw)a
S

= [ulP~*([ul*u’ + (p — 2)Re(m')u)
Pela férmula de de Green e pelas condicdes de contorno
w(0) =0 =w(l),
1

1
Re(Au,w) = Re/ u’wds = —Re/ w'w'ds + u'wlj
0

0
R / P~ (7 P + (p — 2)(Re(mr))?)ds
1

= */O [ulP~*(Im(wu'))? + (p — 1) (Re(uu’))?)ds

<0
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Agora A é dissipativo, e pelo Teorema de Lumer-Phillips, A gera um
semigrupo de contracdo, e R()\) é o resolvente de A.

O dltimo exemplo é tal que A seja dissipativo e ndo seja um gerador e A*
é n3o dissipativo. Isto ocorre pois nés impomos muitas condi¢cdes de
fronteira, ao contrario dos casos anteriores.

. M. Ribeiro
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Exemplo 1.50

Seja E = L%(0,1), Au =", e D(A) = {u € W?2(0,1)/u(0) = u/(0) =
u(1) = /(1) = 0} = W2*(0,1). Entdo A é fechado, densamente
definido, dissipativo, e simétrico, mas ndo é gerador e ndo é autoadjunto,
e A* n3o é dissipativo .

De fato, novamente a densidade de A segue da Proposi¢do 4.13 [FA].
Para checar o fato de ser fechado, tome w,, € D(A) tal que u,, > u e
u” — v em E quando n — oo. Pela Proposi¢cdo 3.31 [ST], temos
também que (u,) converge em E . Pela Observa¢do 1.42 deduzimos que
u € W?22(0,1) e u, — u em W22(0,1). As condi¢es de fronteira para
u,, valem para u pelos limites de (u,,) e (ul,) pois W12(0,1) — C([0,1])
pela Observacdo 1.42. Assim u € D(A) e portanto A é fechado.
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Seja u € D(A) e v € W22(0,1). Usando a Férmula de Green e as
condicGes de fronteira de u, temos que

1 1 1
(Au,v) = / u'vds = —/ W' +u/vl = / ut"ds + uv'|§ = (u, Av)
0 0 0

Consequentemente A é simétrico (tome v € D(A)) e dissipativo (tome

v =u). Ainda mais o operador 9> com dominio W?2:2(0,1) é uma
restricio de A e também de A*.

Seja v € D(A*). Como no Exemplo 1.43 podemos ver que A*v € E e é a
segunda derivada fraca de v € E. O Lema 3.5 [ST] nos d4 fun¢des
suaves v, tais que v, — v e v/ —v"” em L?*(a,b), V0O <a<b<1.
Ent3o v/, tende no mesmo sentido para uma fungdo g € E, pela
Proposi¢do 3.31 [ST]. Pelo Lema 3.5 [ST] deduzimos que g é a derivada
da fraca de v, e assim v pertence a W22(0,1). Segue que A* = 3% com
D(A*) = W?22(0,1) # D(A). Assim A n3o é autoadjunto.
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Como 02%ets = \e**, para 0= Viele C\R<o, o operador A\ — A*
ndo é injetor. Como resultado, A* n3o é dissipativo no sentido da
Proposi¢do 1.39 e o espectro de A contém C\R<( pelo Teorema 1.24
[ST]. Em particular, A ndo é um gerador de semigrupo de contrag3o.
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