Calculo II — Lista 5.
com respostas

Exercicio 1.

Determine os pontos criticos das funcdes dadas e classifique-os (ponto de maximo local, de minimo local
ou de sela):

(@) f(x,y) =x?+ 3xy + 4y? — 6x + 2y;
(b) f(x,y) =x*+2xy +y* — 5x;

(©) g(x,y) = V/x* + 2xy + 4y? — 6x — 12y;
d) g(x,y) =x°+1y° —5x — by;
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(e) f(x,y) =;+g+xy,comx>06y > 0.

Solucao 1.
(@) fx(x,y) =2x+3y — 6, fx(x,y) =0 & y = —2x + 2,

fy(x,y) = 3x + 8y + 2, fy(x,y) = 0 & y = —3x — 1, E facil ver que (2, —2) ¢ dnico ponto

critico.
frx (X, Y) = 2, fyy (x,y) = 8, fxy(x,y) = 3, H(x,y) = faxfyy — fiy =1.
54 22 54 22 54 22\ _ 184 4 o .
Logo H(%, —%) > 0, fxx (%, —%) > O e, portanto (%, —%) = —== ¢ minimo local.

(b) fx(x,y) =3x2+2y—5,f(x,y) =0 y=—3x>+2,
fylx,y) =2x+2y, fy(x,y) =0y =—x.
E facil ver que {(—1, 1), (g, —%)} sdo pontos criticos.
fax (X, Y) = 6x, fyy(x,y) =2, fxy(x,y) =2, H(x,y) = fuxfyy — fiy = 4(3x —1).

Logo H(—1,1) = —16 < 0, e, portanto f(—1,1) = 3 é sela;

H(%, —g) =16 > 0, fxx(g, —g) =10 > 0 e, portanto f(g, —g) = —% ¢ minimo local.
2x+2y—6
¢) Temos X =
( ) gX( ’y) 3(§/x2+2xy+4y2—6x—12y)2’
_ 2x+8y—12 p "
X = ortanto (2, 1) é ponto critico.
gy( 79) 3(%/x2+2xy+4y276x712y)2’ p ( ’ ) p
_ 6(x2+2xy+4y?—6x—12y)—2(2x+2y—6)2
gxx (X, y) = 3/ > -
9(}/x2+2xy+4y2—6x—12y)
_24(x242xy+4y2—6x—12y)—2(2x+8y—12)2
Gyy(x,y) = 3 /o > 5
9( \/X +2xy+4y2—6x—12y)
_6(x242xy+4y2—6x—12y)—2(2x+2y—6) (2x+8y—12)
Ixy(X,Y) = . ,

9( i/x2+2xy+4g276x712y)
9xx(2,1) = 53, 9yy (2, 1) = HAZ. 9xy(2,1) = ;5= portanto H(2, 1) = gxxGyy — g3y > 0.
Como g,x(2,1) >0, g(2,1) = —+/12 é minimo local.



Exercicio 2.
Ache os extremos globais das funcdes:

(@) f(x,y) =x?+2y? + 3xy + 2x + 2y
(b) f(x,y) =x*+2xy +2y?> —x + 2y

(c) f(x,y) =3x*+y?+xy —2x — 2y

Solucao 2.
(@) fx(x,y) =2x+3y +2,f(x,y) =0y =—3x— 2,
fyx,y) =3x+4y+2,fy(x,y) =0 y=—3x—1,
(2,—2) € unico ponto critico.
fax (X, y) =2, fyy (x,y) =4, fiy (x,y) = 3, H(x, y) = frxfyy — 2, = —1.

Logo H(2,—2) < 0 e, portanto f(2, —2) = 0 € sela e ndo existem maximos nem minimos (locais ou
globais).

Exercicio 3.

Seja f(x,y) = 4 — x? — y? fungdo que representa uma distribui¢do de temperatura no plano. Considere
aregiio D = {(x,y) e R?: x > 0,y > 0e 2x +y < 4 }. Determine o ponto do conjunto D onde a
temperatura € a menor possivel.

Solucao 3.

E facil ver que ndo existem os pontos criticos no interior de D. Com 4 = (0, 0) € claramente um maximo
local (e global), precisamos estudar os valores da funcéo no bordo, ou seja, os valores de f para (x,0)
com0<x<2 (0,ycom0<y <4,e(x,—2x+4) com 0 < x < 2. Como para os dois primeiros
conjuntos f assume valor minimo exatamente na interse¢do com a retay = —2x+4, precisamos analizar
apenas o tltimo caso. Assim, g(x) = f(x,—2x +4) = —5x2 + 16x — 12, g’(x) = —2(5x — 8), g é
maximo em x = 8/5, logo minimo nos extremos e, portanto, f € minimo em (0, 4).

Exercicio 4.
Ache o minimo e o maximo da fung¢@o f(x,y) na regido D:

@ f(x,y)=xy, D={(x,y)eR?:x>0,y>0e2x+y <5}

(b) f(x,y) =2x+y, D={(x,y) e R?: x>+ 4y <1}

(©) f(x,y) =3x+y,comx?+2y% =1,

(d) f(x,y) =xy, com x? + 4y? = §;

) f(x,y) =x>+4y%., comxy=1,x>0ey > 0;

) f(x,y) = x>+ y> — 3xy, na regido triangular de vértices (0,0), (0,1) e (1,0);

(2) f(x,y) = eV x| < 1; Jy| < 1.



Solucao 4.

(a) O médximo e minimo sdo atingidos desde que D ¢ limitada e fechada. Observe que f ndo possui os
pontos criticos no interior de D. Na parte inclinada da fronteira temos g(x) = f(x,—2x + 5) =
—2x? +5x, g'(x) = —4x +5=0ex = 5/4. E facil ver que x = 5/4 é ponto de méaximo de g(x)e
portanto (2, 2) é ponto de méximo de f(x,y). Por outro lado os pontos tais que x =0 ouy = 0 (ou
{(x,0),(0,y) 10 < x <5/2,0 <y < 5}) sdo pontos de minimo.

Exercicio 5.
(a) Encontre os pontos da elipse x> + xy + y? = 3 mais préximos de (0, 0).

(b) Determine o ponto do plano x 4+ 2y — 3z = 4 mais proximo da origem.

(c) Considere a curva C dada pela intersec¢do do cilindro de equagdo 35 + L = 1 com o plano 2x +
Y + z = 12. Determine a distancia mdxima e minima entre os pontos de C e o plano z = 0.

(d) Considere a reta dada por interse¢ao dos planos

Xx+2y+z=1,
2x+y+z=4

Determine o ponto dessa reta que se encontra mais proximo da origem.

Solucao S.
(a) Encontre os pontos da elipse x* + xy + y? = 3 mais préximos de (0, 0).
A distancia entre (0,0) e um ponto (x,y) qualquer é d = d(x,y) = v/x? + y2. Como d > 0, temos

d minimo se d? for minimo. Utilizando o método dos multiplicadores de Lagrange, Vd?(x,y) =
AVf(x,y) com f(x,y) = x% + xy + y? = 3 obtemos:

2x = A(2x +y) (1)

2y = Ax +2y) 2)

x*+xy+y>=3 3)

Multiplicando (1) por y e (2) por x e comparando ambas igualdades, temos x? = y2. Logo x =y
ou x = —y. Substituindo x em (3) temos: no primeiro caso y = +1 e no segundo caso y = ++/3.

Assim, a distdncia minima, /2, ocorre nos pontos (—1,—1) e (1,1) da elipse. Observe que a

distdncia maxima é d(—v/3,v/3) = d(v/3, —V3) = V6.

Exercicio 6.

Determine os valores maximo e minimo, se existirem, das funcoes relacionadas sujeitas ao respectivo
vinculo indicado:

@) f(x,y) =x>—1y? x? +y? =4;

(b) f(x,y) =xy, 4x% + 9y? = 36;

©) f(x,y,z) =x*>+y?+ 2% 3x +2y +z =6;
d) f(x,y,z) =x+y+z, x? + 4y? + 9z% = 36;
(e) f(x,y,z) = xyz, 2x% +3y? + 22 = 6.



Solucao 6.

(a)
2x = A(2x) %)
—2y = A(2y) 5)
X +y’=4 (6)

Resolvendo a equagdo obtemos xy = —xy, logox = 0ouy =0. Sex =0,y = £2,sey = 0,
x = +2. Assim, 4 € um maximo e ocorre nos pontos (—2,0) e (2,0), e -4 € um minimo e ocorre nos
pontos (0, —2), (0, 2).

Exercicio 7.
Ache maximo e minimo relativo da funcao dada:

@) f(x,y,z2) =x+y+z,comx?+y>=1ledx+4y—2z>=0.
(b) f(x,y,z) =x—y,comx*+z?—y=0ey =2z

) f(x,y,z2) =x*+y?+z%, comx+y+z=1lex+2y+3z=6.

Solucao 7.
(a)
1 =A(2x) +4p @)
=A(2y) + 4u ()
1=—2uz )
X2 4 y? =1 (10)
4x + 4y — z* =0 (11)
X = = X, z = —=, de (11) temos % = 3212 e (10) nos dd © = :l:4f, logo
ﬁ \/_ = \/_Qeummlmmoef(‘/i,‘/g,{‘/_ = /2 4+ /32 é um méximo.

Exercicio 8.

Suponha que a temperatura num ponto (x,y) de uma placa de metal é T(x,y) = 4x? — 4xy +y2. Uma
formiga, andando sobre a placa, percorre um circulo de raio 5 centrado na origem. Qual é a maior e a
menor temperatura encontrada pela formiga?

Solucao 8.



