Calculo II — Lista 4.
com respostas

Exercicio 1.
Esboce a curva de nivel de f(x,y) que passa pelo ponto P e desenhe o vetor gradiente de f em P:

(@) f(x,y) = !%;P = (-2,2);

(b) f(x,y) =x*+4y% P =(—2,0);
(©) f(x,y) =x>—y* P =(2,—1).

Solucao 1.
(a) A curva de nivel € a pardbola x = —%yQ e o vetor gradiente é Vf(—2,2) = (1/4,1/2);

(b) A curva de nivel € a elipse *- ® 4 9— = 1 e o vetor gradiente é Vf(—2,0) = (—4,0);

(¢) A curva de nivel € a hipérbole %2 — 93—2 =1 e o vetor gradiente é Vf(2,—1) = (4, 2).

Exercicio 2.

Determine a derivada direcional de f no ponto P na direcio do vetor 1i:
(a) f(x,y) =senxcosy; P = (nt/3; —2m/3); Ui = (2, 3);
(b) f(x,y) = /xy; P=(2,1); @ = (1,2).

Solucao 2.

of
(a) A derivada direcional é a_a(“/?” —27m/3) = 2cosxcosy — 3senxseny = #ﬁ;

(b)

Exercicio 3.

Determine a derivada direcional méxima de f no ponto P e a direcdo em que isto ocorre:
(@) f(x,y) = 3x* +y* P = (1,5).
(b) f(x,y) =vxy% P =(2,2).

Solucao 3.
(a) A derivada direcional maxima ocorre na dire¢do Vf(1,5) = (6, 10) com valor ||(6, 10)|| = 2v/34;

(b)



Exercicio 4.

(SN

Suponha que f é diferenciavel em (1,2), com F(1,2) = —5e —(1,2) = 10, onde i = (g, ) e

B A u ov
V= (57_

of
(a) &(1,2),

of
(b) &(1,2),

(c) aderivada direcional de f em (1, 2) na diregdo e sentido da origem.

% ) Determine:

Solucao 4.
of of of
Temos —(1,2) =3/5—(1,2) +4/5—(1,2) = —5e
ou 0x oy
of of of
—(1,2) =4/5—(1,2) — 3/5—(1,2) = 10.
ov ox dy
of
(@) —(1,2) =5;
0x
of
(b) =—(1,2) = —10;
ay

. ~ , . — —1
(c) Observe que neste caso a direcdo esta definida por U = (75,

).

Sl

Exercicio 5.
Encontre a derivada direcional de f(x,y) = x*y? — xy> — 3y — 1 no ponto (2, 1) em dire¢do ao ponto
(1,1).

Solucao 5.
Observe que neste caso a dire¢ao estd definida por i = (—1,0).

Exercicio 6.
2

Mostre que a derivada direcional da fungdo f(x,y) = % em qualquer ponto da elipse 2x*> +y? = 1 na

direcdo do vetor normal da elipse € 0.

Solucao 6.
A parametrizacdo da elipse é r(t) = (\% cost,sent), t € [0,27), o vetor tangente unitério é
T o) —sent V2cost A LA ] _ V2cost sent £
T(t) oI T (\/c0s2 t+1’ Vcos? t+1)' E facil ver que N(t) o (\/0052 t+17 Vcos? t+1) ¢ um vetor

ortogonal ao vetor T’(t), logo aponta na direcao do vetor normal a elipse. Assim

of B V2cost 920
ON(t) (1) = Vecos?t + 1( ERL

sent —2\/§costsen2t+ 2\/§costsen2t _0

—(2u/x) =
\/COSQt—i-l( u/x) cos?tyv/cos?t+1




Exercicio 7.

2 2
Dados z = 3xy — 4y2; x = 2se";y =re” °, determine 2 e 350 de duas maneiras expressando z em
T sor
termosderes;
Solucao 7.
1¢ Maneira: 3 3
z z
_ 2 _ d d _ d dy.
z=3xy—4y = a—3yd—’r‘—|—(3x—8y)ﬁ,a—s—3yd—’s‘—|—(3x—8y)£,
_ r dx T d?x dx r . d%x
X—QSQ,E—QSQ a2’ ds 2e dsdr’
_ s dy _ ,—s d%y __ dy __ —s d’y _ s
y=re ’dr_e ’er_O’ds Te > dsdr €
Logo:
¥z _ g 4+ 3dudx | gdxdy  gdydy 4 3y Q)Y grger—s 4 125" 5 — 8e 2 =
or2? - 1~'Jdr2 dr dr dr dr dr dr Y dr2 -

(r+2)6se™ s —8e e

0%z
Ssor By Lx 4 3dudx | gdxdy  gdudy 43 gy) U Grers  Grser s 4 6™ +

Sre 25 —6se" S 4 8re 2 = (1+71—5—1s)6e" 5 + 161825,

29 Maneira:

0z 0z
z = 6rse’ S —4r2e %S = 3= 6se™ S + 6rse’ S — 8re %S, e 6re’ " — 6rse’ S +
81’26_28;
0%z
32 = Gse™ S + 6se” S + 6rse’ S — 8e 2 = (1 + 2)6se’ S — 8e 2,
0%z

edr = 6e" S 4+ 6re’ 5 —Gse" S —6rse” S + 161 2 = (1 +T1—5—71s)6e"° + 16Te 2",
Exercicio 8.

xy (x*~y?)
Seja f(xay) = { x2+y? S¢ Ei’l‘;g i (O’O)

of of
(a) Para (x,y) # (0,0) calcule 3 S o

of of
(b) Mostre que a((), 0)=0= @(O, 0).

0%f 0% f
=le —— =—1.
axdy (0,0)=1e aan(O,O)

(c) Mostre que

(d) Porque as derivadas mistas ndo sao iguais?



Solucao 8.

af 4 2.,2 4
- — Yy +axTy —y7)
(a) ax (X7y) - (X2+y2)2 D)
of x (x4 —4x2y?—y?)
Y = T
of
(b) =—(0,0) = lim OO0 _ 1, 0 —
0x x—0 x x—0 %
of
—(0,0) = lim fOY)—FO00) _ 1jm;m & =
a y— Y y*)() ]
) af( : af( :
< (0,y)—5—(0,0 y(—y?)
(c) o (0,0) = lim 0x 0x =¥ 1,
0x0y y—0 y Y
af( : af( |
2 ~— (x,0)=5—(0,0 )
O 0.0)=lm Y% A
ayax x—0 x x

1. As derivadas parciais de segunda ordem precisam ser continuas no ponto.

Exercicio 9.
Uma fungédo z = f(x,y) com segundas derivadas parciais continuas que satisfaz a Equacao de Laplace

0’z 0%z

e oy Y

€ chamada harmonica. Qual das func¢des abaixo sdo harmonicas?
(@) f(x,y) =x° —3xy*;
(b) f(x,y) = e*sen(y) + eY cos(y).
Solucao 9.
(a) Sim,;
(b) Nao.

Exercicio 10.

02f 92f

Determine o maior conjunto aberto onde = .
ox0y oyox

(@) f(x,y) = 4x3y + 3x2y;
(b) f(x,y) =vx*+y?—1;
(©) f(x,y) =sen(x* +y?).



Solucao 10.
(a) R?;

(b) R2\ D, onde D € o disco fechado de raio 1 centrado na origem;

(c) R2.

Exercicio 11.

02 ,0°
Sejay = d(x — at) + P (x + at). Mostre que a—g =a a—g, para todo x, onde ¢, sdo fungdes duas
vezes diferencidveis.
Solucao 11.
Sejam u = (x — at) ev = (x + at). Assim,
oy _9pou oy ov B GI0) o
5% = 3w at(x at)+av at(x+at)— aau(x at)+aav(x+at),
%y % ou 0% dv 0% 3%
Y - _q— —at __r-- t) = 2 o g
30 a3 93t (x —a )Jraav2 at(x+a J=a 0 —(x —at) + a? 32 (x + at),
oy _9pou oy ov _0d oy
5% 3u I —(x —at) + 3 ax(x+at)— au(x at) + 3 (x + at),
0%y 0%¢pou 0% ov 0% 0%
_J - —at - r=- —_-_ v i
™ au26x(x at) + 392 Ox (x + at) auQ(X )+a2(x+at)
Exercicio 12.
Sejar = xd(x +y) +yb(x +y). Mostre que
o%r o’r  0%r
_ + =0,
ox? oxdy  0y?
para todo (x,y), onde ¢, sdo fun¢des duas vezes diferenciaveis.
Solucao 12.
Sejau = x +y. Assim,
or Gl0) o ’r  _0¢ R 0%
o~ P g W tug W 5 = 2 W e (W uEs
or GI0) oy o%r 0%p oy RV
— =X - S —x—r 9 ¥
3y = ¥ou W B Y, S =xga w2 )y
o%r GI0) 0%p o 1)
oxay ~ ou' W T W T g W g



