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Exercicio 1.

Sejam 7" um operador linear compacto e auto-adjunto em espaco de Hilbert H, {)\;} C R os autovalores ndo-nulos de 1" e para
cada j, P; o projetor ortogonal sobre Ny, (7'). Entao:

T=> NP,
J

com a série convergido em B(H).

Exercicio 2.

Dada uma sequencia {a;, }5° ; € C tal que o, — 0, prove que existe um operador compacto 7" tal que {a, }5° ; coincide com o
conjunto dos autovalores de 7'.

Exercicio 3.

Sejam H espaco de Hilbert, K : H — H um operador linear compacto, e T,, : H — H um operador linear limitado (para todo
n € N). Para cada z € H temos T, — Tz, onde T : H — H é operador linear e limitado. Mostre que ||T,, K — TK|| — 0.

Exercicio 4.
Determine se A : C[0,1] — C]0, 1] é compacto nos casos:

o 2) g
a) (Az)(t) = [y D

b) (Az)(t) = z(+/t) (dica: use o teorema de Arzela-Ascoli);

o) (Az)(t) = [, =(s*)ds.

Exercicio 5.
Seja T : lo — Iy definido por
T: (x1,22,23,...) = (0,21, 22, T3, ...).

a) T é injetivo?
b) T é sobrejetivo?

c¢) T é compacto?

d) Ache T™.

Exercicio 6.
Seja T : ls — l5 0 operador definido por
T2 I3

T: (x1,22,23,...) = (21, 53 yeet)

Prove que T é compacto e auto-adjunto.

Exercicio 7.
dzx

Seja (Az)(t) a Determine se A é compacto nos casos

a) A:CY0,1] — C[0,1];



b) A:C?[0,1] — C[0,1];
c) A:C?0,1] — C[0,1];

O espago C'*[0, 1] esta definido em Ex. 9 da lista 1, C[0, 1] é o conjunto das fungdes duas vezes continuamente diferencidveis
em [0, 1] com a norma

I1fllc20,1) = I fllcioa) + 1 e, + 11 e,

Dica: use o teorema de Arzela—Ascoli.

Exercicio 8.
Considere operador 1" : Iy — I dado por Tz =y = {y;},onde z = {z;} e

oo oo oo
2
Y; = E AT, E E |ajk| < 0.
k=1 j=1k=1
Mostre que 1" é compacto.

Exercicio 9.
Mostre que espago metrico X é compacto se e somente se ele é completo e totalmente limitado.

Exercicio 10.
Sejam dois espagos normados E, Eo. Mostre que Bo(FE7, E2) é completo se, e somente, se F5 é Banach.

Exercicio 11.
Se 0 # ¢ € L?[0,2n] é limitada, mostre que o operador de multiplicagdo por ¢, My : L2[0,27] — L2[0,27], (Myf)(t) =
#(t)f(t), f € L?]0,27] ndo é um operador compacto.

e?ﬂnt

V2m

Dica: use o fato que a sequencia { } é ortonormal em L2[0, 27].

Exercicio 12.
Encontre sequencia dos operadores compactos que converge fortemente mas o limite dela ndo é operador compacto.

Exercicio 13.
Sejam E;, Es os espagos de Banach e seja
T: E1 — E2

o operador compacto. Mostre o seguinte:

a) Se T tem imagem fechada, assim dim T'(E;) < oo (dica: use o teorema da Aplicacdo Aberta e o fato que a bola unitdria
fechada no espago da dimensao infinita ndo é compacta);

b) A imagem de T é subespaco separavel de Es;

¢) Suponha que E5 é espago separdvel. Encontre o exemplo de F; e operador compacto T': Fy — F tal que T'(E7) = Es.



