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Exercicio 1.
Seja X um espaco vetorial normado da dimens@o infinita. Construa um funcional linear f : X — R que nao seja continuo.

Exercicio 2.
Mostre que um funcional f em espaco vetorial normado € limitado se e s6 se o niicleo de f é fechado.

Exercicio 3.
Mostre que os seguintes funcionais sao continuos, e procure as normas deles.

(@ f(zx)= }tw(t)dt, z e C—-1,1];

-1

() f(x) =21+ 22, x=(21,22,...) € la.

Exercicio 4.
Verifique se o funcional f(x) = 2’(0) é continuo em

(a) espago C'[—1,1] (veja a defini¢do da norma na lista 1, ex. 9);

(b) em C'[—1,1] com a norma do C[—1, 1].
Exercicio 5.

Sejam X espaco linear complexo, f um funcional linear ndo nulo em X. Mostre que a imagem do f € todo C.

Exercicio 6.
Sejam X espago linear normado, f um funcional em X ndo nulo. Mostre que X = N(f) ® M,edim M = 1.

Exercicio 7.
Mostre que (cg)’ = I1 (norma em ¢ é a norma do l), i.e. qualquer f € (¢g)’ tem forma

f(l‘) = Z TnYn,
n=1

comz = (21,23,...) €coey = (Y1, 42,-..) € lue [|f] = [lylls,-

Exercicio 8.

Seja funcional f : C[0,1] — R dado pelo f(g) := ¢(1) para todos g € C|0, 1].
(i) Prove que f é continuo se em C'[0, 1] consideramos a norma

0o ‘= max ).
lgll = max. lo(a)

ii) Mostre que f ndo é continuo se em C0, 1] consideramos a norma LP com 1 < p < o0, i.€.
q ) p
1/p

1
lally = | [ lote)rdz
0



Exercicio 9.
Mostre que LP, p # 2, ndo é espaco de Hilbert.

Exercicio 10.

Sejam H espago de Hilbert e {ey,...,e,} C H um conjunto ortonormal e 2 € H. Mostre que a proje¢do ortogonal de x sobre
M = span{ey,...,e,} é dada por

n

Py = Z(x,ej)ej.

Jj=1

Exercicio 11.

Aplique o processo de Gram-Schmidt aos vetores {1, x, 22} C L?[—1, 1]. Utilize sua resposta para calcular a distancia de 2> ao
espaco gerado por {1, x,x2}, i.e., encontre

1
min |23 — a — br — ca?|?d.
a,b,ceC

21

Exercicio 12.

Em espago vetorial H! [a, b] das fun¢des continuamente diferencidveis reais em [a, b] definamos

b
(2,5) = / (x(tyy(t) + 2/ () (1)) .

H'[a, b] é espaco de Hilbert?

Exercicio 13.

Seja H um espaco de Hilbert. Mostre que elemento x € H ¢é ortogonal para subespaco fechado L. C H se e s6 se para todo
y € L a seguinte desigualdade vale ||z|| < ||l — y]|

Exercicio 14.
Em espaco linear das sequencias © = (1, %2, 23, ... ) (z; € R) tais que

o0
> a} < oo,
n=1
definamos -
(IE, y) = Z )\kxk’ykv
k=1
onde \; € R, 0 < Ay < 1. Esse espago ¢ de Hilbert?

Exercicio 15.
Em espaco [5 considere

M = {x: (1,22,...) Els : an :O}.
n=1
Mostre que M é subespacgo denso em [5.

Exercicio 16.
Em variedade M (exer. anterior) encontre os vetores L.i. tais que ortonormalizagdo deles seja uma base ortonormal em /5.

Exercicio 17.
Mostre que para todo n fixo o conjunto

M:{$:($1,$27...)612 : ixkzo}.
k=1



¢ subespaco fechado em /. Encontre o subespaco NV em I5 tal que lo = N & M.

Exercicio 18.
Em espaco [, encontre conjunto M tal que Iy # M + M.

Exercicio 19.
Seja M conjunto fechado e convexo em espaco de Hilbert H. Mostre que em M existe Unico elemento com a menor norma.

Exercicio 20.
Em espago [5 construi um conjunto fechado que ndo possui o elemento com a menor norma.

Exercicio 21.

Seja E = {y € L*[-1,1] : f_ll Y(t)dt = 0}. Determine E~+. (Exercicio para os alunos que fizeram o curso de “Medida e
Integracdo”).



