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Prefacio

Neste documento vocé encontraré as notas de aula da disciplina MAC0105 - Fun-
damentos de Matemdtica para a Computagdo. O objetivo principal deste material
é fornecer a base matematica e formal, além do raciocinio rigoroso, necessarios
para o estudo da Ciéncia da Computacdo. Mais do que isso, esperamos que vocé
leitor(a) consiga apreciar a beleza e a importancia da matematica.

Ao longo da leitura destas notas, vocé serd apresentado(a) a conceitos essenciais.
Iniciaremos com a compreensdo do que constitui uma prova matemdtica, seguida
pelos estudos de conjuntos, em que introduziremos alguns elementos bésicos
para trabalharmos. Feito isso, discutimos um pouco de l6gica proposicional e nos
aprofundaremos em diversos métodos de provas, estratégias que utilizaremos para
conseguir demonstrar os resultados. Além disso, nos aprofundaremos no estudo
mais detalhado de predicados e quantificadores.

Avangando no contetdo, exploraremos as estruturas e relagdes entre elementos
por meio do estudo de relagdes e fungdes. Veremos também técnicas de contagem
fundamentais, como o Principio da Casa dos Pombos, e uma poderosa ferramenta de
demonstracdo, a indugio matemdtica, 0 que encerra a primeira metade do curso.

Na segunda metade do curso, detalharemos propriedades estruturais essenciais
através do estudo de relagdes de equivaléncia, classes de equivaléncia e particdes, além
de introduzir conceitos de aritmética modular. Em seguida, apresentamos ordens
e fechos, e também sequéncias e subsequéncias. Por fim, consolidaremos as nog¢oes
sobre tamanhos de conjuntos e o conceito de infinito discutindo a separagao entre
conjuntos enumerduveis e ndo enumerdoeis.

Esperamos que este material sirva como um guia sélido para a sua jornada no
aprendizado da matematica e suas aplicagOes.



CapiTuLO

Primeiras provas matematicas

Um ponto fundamental na Matemética é a linguagem. E através da linguagem que
nos comunicamos, que expressamos ideias e construimos conhecimento. Neste
primeiro capitulo, nosso objetivo é nos familiarizarmos com a linguagem que
vamos utilizar para expressar ideias matematicas e, mais importante, aprender-
mos a pensar como matematicos. O foco central desta jornada serd adquirir um
conhecimento sé6lido, desenvolver o raciocinio matemaético e o aprendizado das
demonstragdes matematicas, enquanto exploramos diversos exemplos envolvendo
conceitos matematicos fundamentais. Demonstrar um resultado matematico nao
é apenas aplicar regras, mas sim contar uma histéria légica e irrefutdvel que con-
vence o leitor da verdade de uma afirmagdo. Sempre que possivel, queremos
obter uma prova que seja a mais clara e elegante possivel. Para ilustrar essa arte,
comegaremos com alguns exemplos simples e classicos.

Para mergulhar de fato na matemaética, algumas dicas iniciais sdo essenciais.
Primeiramente, leia bastante sobre os assuntos estudados e faga muitos exercicios.
A matematica exige reflexdo profunda: pense e repense muito sobre cada conceito,
tentando aproveitar o processo.

Questione constantemente e nunca aceite um argumento sem que vocé o
entenda perfeitamente. O objetivo ndo é memorizar nada, mas sim aprender
genuinamente. Ao longo desse processo, busque desenvolver a sua intuigdo, mas
sempre com cuidado rigoroso para ndo se enganar. Por fim, a matematica é uma
construgdo coletiva: pergunte, discorde e discuta as ideias com seus colegas.
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1.1 Somando inteiros positivos

Um primeiro exemplo que discutimos aqui é um cléssico conhecido da maioria
de n6s. Dado um ntiimero inteiro positivo 1, como podemos determinar o valor
da soma dos primeiros n nameros inteiros positivos? Em outras palavras, qual o
valorde1+2+4---+n?

Alguém pode se sentir tentado a responder imediatamente que o resultado é
facil, pois é dado pela soma dos elementos de uma progressdo aritmética de razdo
1. Mas isso requer saber o significado de progressdo aritmética e também alguma
férmula que dé o valor dessa progressdo. Proponho aqui que demos um passo
atras e evitemos alguns conceitos que ndo discutimos ainda e, mais ainda, que
evitemos férmulas prontas.

1.1.1  Uma primeira prova

Um primeiro passo para comegar a desenvolver as ideias para resolver a questao é
talvez tentar visualizar de uma forma mais clara essa soma. Escrever exemplos
para valores pequenos de n pode nos ajudar a entender melhor o problema,
desenhar algumas figuras também pode ajudar a entender melhor o que esté
por trds da questdao. Comecemos desenhando os ntiimeros que estamos somando
como bolinhas, linha por linha, para um dado n qualquer. Trabalhar com valores
pequenos de n pode ser til para trabalhar nossa intuigdo sobre o problema, mas
pensar de forma geral nos ajuda a pensar de forma abstrata e entender melhor o
problema. Considere a visualiza¢do descrita na Figura 1.1.
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Figura 1.1: Uma visualizagdo de 1 42 + - - - + n objetos, sequido de uma linha com n 4 1 objetos.

Perceba que para cada uma das bolinhas nas primeiras n linhas, se tragamos
as duas diagonais principais, uma a esquerda e outra a direita, até a linhan +1,
estamos associando cada uma das bolinhas nas n primeiras linhas a um tnico par
de bolinhas na linha 7 4 1. Assim, conseguimos perceber que a quantidade de
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bolinhas nas n primeiras linhas, que é exatamente 1 + 2 4 - - - + 1, é exatamente
igual a quantidade de pares de bolinhas que temos na linha n + 1, que contém
n + 1 bolinhas. Mas quanto é essa quantidade de pares? Dado um conjunto A
com 7 elementos, denotamos por (5) a quantidade de formas de escolhermos dois
elementos distintos de A e dizemos 1 escolhe 2 para nos referir ao valor de (5).
Note agora que a quantidade de pares de bolinhas que queremos obter é

exatamente ("31).

Mas de quantos modos podemos formar pares de um conjunto
de n + 1 elementos? Bem, podemos primeiramente escolher um elemento a de
um total de n 4 1 elementos, e o0 segundo elemento b pode ser escolhido de um
total de n elementos, uma vez que a ja foi escolhido. Essa andlise nos dd um
total de n(n + 1) pares. Porém, poderiamos ter escolhido primeiro b e depois a
na contagem que fizemos, de modo que contamos cada possivel par, como o par

. o 1
{a,b}, duas vezes. Assim, o total de pares possiveis é na verdade (”“LZ )n, de modo

T o < 1
que acabamos de finalizar nossa primeira demonstracdo, que (”“ZLI) = (nthn

= 2,
temos nosso primeiro resultado abaixo. Uma afirmacado verdadeira é chamada de
Teorema.

— Teorema 1.1 ~

Para todo inteiro n > 1, temos que

1 1
1+2+3+...+nzmz (n—l— )

2 2

A prova acima é uma prova elegante, que envolve uma observagdo esperta,
mas nao é a mais simples que podemos obter. Para cada resultado matematico
podem existir diversas provas diferentes, e cada uma delas langa luz sobre uma
técnica diferente, ou sobre alguma ideia ou estratégia que talvez possa ser aplicada
em outros problemas.

1.1.2 Uma prova algébrica

A histoéria (talvez apdcrifa) conta que Carl Friedrich Gauss, ainda quando era uma
crianga, deduziu a soma dos primeiros n inteiros positivos ao ter sido solicitado a
somar os nimeros de 1 a 100.

A ideia de Gauss surge naturalmente quando visualizamos a soma em que es-
tamos interessados de duas formas diferentes. Seja S, = 1+2 + - - - + n. Podemos
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escrever S, das seguintes formas:

Sp=14+ 2 + 3 +...+n—-1)+n,
Sp=n+mn—-1)+n-2)+...+4 2 +1.

Somando as duas igualdades acima, “coluna por coluna”, notamos que cada par
soma exatamente (1 + 1). Assim, como a soma S, tem 71 termos, obtemos

2Sy=nm+1)+(n+1)+---+n+1)=nn+1),

o que conclui a nossa prova, uma vez que implica

et (1)

Uma prova combinatoria

Na Combinatoéria, é comum provar igualdades algébricas mostrando que ambos
os lados da igualdade representam a quantidade de elementos em um mesmo
conjunto, mas vistos de formas diferentes.

Seja C = {1,2,...,n+ 1} um conjunto com n + 1 elementos. O conjunto cujos
elementos vamos contar de duas maneiras diferentes é o conjunto S de todos
os pares de elementos de C. Vamos contar os elementos de S de duas formas
diferentes. Por defini¢do, sabemos que

n+1
S| = ( ' > (1.1)

Por outro lado, em todo elemento {i,j} de S (cada elemento de S é um par de
elementos de C, ndo se esqueca), existe um elemento que é maior que o outro.
Assim, podemos contar os elementos de S da seguinte forma: primeiro escolhemos
o maior elemento do par, digamos 7, que pode ser qualquer um dos 7 + 1 elementos
de C, o que nos dé n + 1 escolhas para o maior elemento do par. Uma vez escolhido
i, precisamos ver de quantas formas podemos escolher o menor elemento do par,
digamos j. Mas a quantidade de escolhas para j depende de qual foi o valor de i
que escolhemos. Mas para qualquer i com 1 < i < n + 1 que foi escolhido, temos
exatamente i — 1 escolhas para j. Portanto, o total de pares é dado por

n+1
S|=Y (i-1)=0+1+2+---+n.
i=1
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Mas note que juntamente com (1.1), a igualdade acima nos da

1
1+24+---4+n= (n-zl— ),

0 que conclui nossa prova.

1.1.3 Uma prova diferente

Vamos partir agora para uma ultima prova, que inclui conceitos mais avancados,
mas que ja podemos abordar agora de uma forma natural. Lembre que S, =
1+2+---+n. Em todas as provas anteriores, assumimos que 7 era um inteiro
positivo e nada mais. Feito isso, conseguimos concluir que para qualquer n que

. . 1
seja inteiro positivo, temos que S, = "(”; ).

Caso tivéssemos tempo infinito a nossa disposi¢do, poderiamos verificar que o
e 1+1)1 . . i
resultado vale paran =1, isto é, que 1 = ( J; ) , e assim por diante; verificamos

2+1)2 : .
queparan = 2,1+2 =3 = ( JE ) , € assim sucessivamente. Mas como esse

ndo é o caso, essa estratégia ndo tem chances de funcionar. Mas pensemos na
seguinte estratégia: j verificamos que o resultado é véalido para n = 1, de modo
que podemos assumir que n > 2. Agora, suponha que o resultado seja vélido para
n — 1. Ou seja, assumimos que

n(n—1)

5 (1.2)

Spo1=1424---4+(n-1)=

Vamos agora prosseguir para mostrarque S, =1+2+---+n = @ Mas ao

observar S, com atencdo, notamos que

Spn=042+---+(n—=-1))+n
=S5,_1+n.

Mas por (1.2), podemos substituir S,,_; na tltima igualdade por @, obtendo

_n(n—1) _nn—=1)+2n _ (n+1)n
= = 2 -T2

1.2 Trabalhando a intuicao

Vamos analisar brevemente alguns problemas que tém a capacidade de nos fazer
pensar com calma e trabalhar nossa intui¢do matemadtica, seja nos for¢cando a
observar com calma as sutilezas do problema, seja nos mostrando que a intui¢do
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pode nos enganar, ou mesmo nos obrigando a tragar alguma estratégia para
conseguir avangar no problema.

1.2.1 Um desafio linguistico

Imagine que vocé estd conversando com os amigos em uma noite tranquila em
Recife, e de repente um amigo solta a seguinte frase: "Percebi que a palavra
‘Pernambuco’ ndo tem letras repetidas. Qual serd o tamanho da maior palavra
que conseguimos formar em portugués que nado tem letras repetidas?". Como
podemos ter uma ideia inicial para trabalhar nessa questdo? Bem, uma estratégia
inicial é tentar encontrar palavras que ndo tém letras repetidas. Mas nosso cérebro
teria muito trabalho em buscar uma dessas palavras dentre todas que conhecemos.
Precisamos de uma estratégia que restrinja o conjunto de palavras que queremos
buscar.

Uma ideia é tentar utilizar todas as vogais, para nos permitir ter muitas silabas.
Nosso ponto de partida é conseguir uma palavra com mais de 10 letras, que é o
total de letras de ‘Pernambuco’. Note que ‘Pernambuco’ nem contém todas as
vogais, de modo que devemos conseguir palavras maiores.

Apos pensar um pouco, possivelmente chegamos a palavras como ‘compu-
taveis’ ou ‘republicano’, que possuem 11 letras. Mas notando que ‘computéaveis’
estd no plural, obviamente podemos fazer o mesmo com ‘republicano’, obtendo
‘republicanos’, que possui 12 letras. Temos entdo uma palavra com 12 letras sem
repeti¢des. Mas ok, serd que conseguimos encontrar uma palavra maior? Podemos
adicionar ao rol de regras que estamos aplicando as palavras que estamos bus-
cando o seguinte: queremos palavras que, além de ter todas as vogais, estejam no
plural (terminando com ’s’) e, para garantir a possibilidade de plural, ndo podem
ter ‘s’ no meio da palavra.

Esse é um problema em que ndo iremos provar que ndo existe uma palavra
com mais letras do que a maior que encontrarmos, pois certamente podemos
formar palavras respeitando as regras do portugués, mas que ainda nem mesmo
existem. Por exemplo, ‘blandrifusteco” é uma palavra que respeita as regras
do portugués, mas que ndo existe (e tem 14 letras). Mas voltando ao mundo
real, das palavras que existem, serd que conseguimos uma palavra com 13 letras
utilizando o refinamento de regras que propomos? A resposta é sim! A palavra
‘penduricalhos’ tem 13 letras, todas distintas (contém também todas as vogais
e é um plural, mas ndo precisamos disso). Com algum esfor¢o maior, notamos
que o diminutivo do participio plural de expurgar é ‘expurgadinhos’, que tem 13
letras, todas distintas. Vocé consegue obter alguma outra palavra com 13 letras
sem repeti¢oes?
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1.2.2 Um problema sobre chapéus

Considere a situagdo em que quatro prisioneiros, A, B, C e D, estdo em um corredor.
Trés deles (A, B e C) estdo em fila, A atrds de B, que estd atrds de C, que esta de
frente para uma parede. O quarto prisioneiro, D, estd do outro lado dessa parede e
ndo pode ver nem ser visto pelos outros. Dessa forma, A consegue ver os chapéus
de B e C; B consegue ver apenas o chapéu de C, que ndo vé o chapéu de ninguém;
D, que esta do outro lado da parede, ndo vé o chapéu de ninguém. Sabe-se que hé
dois chapéus azuis e dois vermelhos, e os prisioneiros conhecem essa distribuicao.
Eles ndo podem falar nada a néo ser a cor do seu préprio chapéu, caso saibam.
Nao podem se comunicar de maneira nenhuma e precisam sempre olhar para
frente. Eles tém alguns minutos para que um deles fale a cor do préprio chapéu,
situagdo em que todos sdo libertados! Porém, caso o tempo se esgote ou algum
prisioneiro fale a cor errada do seu préprio chapéu, todos os prisioneiros serdo
executados. Antes de destrinchar a solugdo correta, vamos avaliar alguns instintos
e pensamentos iniciais comuns, mas equivocados, sobre esse problema.

1. “E impossivel, pois ninguém tem informacdes suficientes de inicio.” Muitas pes-
soas desistem do problema rapidamente, argumentando que nem C nem D
veem nada, B vé apenas um chapéu (o que o deixa com duas possibilidades
para o seu proprio chapéu), e A vé dois chapéus (mas se forem um de cada
cor, ndo tera certeza do seu préprio chapéu). O erro aqui é assumir que o
jogo acaba no primeiro instante, quando cada prisioneiro analisa a informa-
¢do que recebe de sua visdo, ignorando a atitude dos outros prisioneiros.
Como a regra do jogo permite que alguns minutos se passem, o siléncio de
algum prisioneiro apds um pequeno tempo pode dar alguma informacao
importante.

2. “O prisioneiro A é a tinica esperanga de salvagdo.” Como A é o unico que
enxerga o maior nimero de chapéus (dois), é natural pensar que toda a
responsabilidade cai sobre ele. O problema desse argumento é ndo perceber
que B possui uma vantagem tatica: ele pode ndo ganhar muita informacao
com o que esta vendo, mas pode escutar o que o prisioneiro A faz... ou, na
verdade, o que A ndo faz.

Para resolver esse enigma, precisamos analisar a situagdo passo a passo, do
ponto de vista de alguns prisioneiros. Comecemos com A, que pode ver os chapéus
de B e C. Como héa exatamente dois chapéus de cada cor (vermelhos e azuis), se A
visse que B e C tém chapéus da mesma cor, ele saberia imediatamente que o seu
é vermelho (ja que os dois azuis se esgotaram). Nessa situagdo, A prontamente
falaria a cor do seu chapéu e salvaria a todos.
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No entanto, suponha que um minuto se passe e A permanega em siléncio. O
que esse siléncio significa? Transmite a todos (em especial a B) uma informacgao
vital: A ndo viu dois chapéus da mesma cor e ndo consegue ter certeza da cor
de seu proprio chapéu. Logo, A estd necessariamente vendo um chapéu azul e
um vermelho nas cabecas de B e C. Isso significa que B e C obrigatoriamente tém
chapéus de cores diferentes. O prisioneiro B, que é uma pessoa esperta e conhece as
regras, rapidamente deduz isso. Com essa nova informagdo em mente, a tarefa
de B se torna trivial: ele s6 precisa olhar para a cabega de C. Se C estiver usando
um chapéu vermelho, B sabe que o seu s6 pode ser azul. Se C estiver usando um
chapéu azul, B sabe que o seu s6 pode ser vermelho. Assim, B consegue salvar a
todos.

Portanto, a partir da dedugdo de que A ndo pdde responder, o prisioneiro B
consegue descobrir com 100% de certeza a exata cor do seu préprio chapéu, o que
garante a liberdade de todos.

A

Parede

A B C D
Figura 1.2: Ilustragdo do problema dos chapéus. A vé B e C, mas nio D. B vé C. O prisioneiro C
vé apenas a parede e D estd isolado.

1.2.3 O problema de Monty Hall

Discutiremos agora um problema classico da década de 1970: um participante de
um programa de auditério escolhe uma entre trés portas, digamos, A, B e C. Atras
de uma delas ha um prémio, e atrds das outras, hd bodes. A probabilidade de o
prémio estar na porta A, B ou C é de 1/3. Ap6s o participante fazer sua escolha
inicial (digamos, a porta A), o apresentador, que sabe o que hé atras das portas,
abre uma das outras duas portas, aquela que contém um bode (digamos, a porta
B). Ele entdo pergunta: “Vocé quer trocar para a porta C ou mantém sua escolha na
porta A?”.

Antes de apresentarmos a solugdo correta, mais uma vez é instrutivo discutir-
mos alguns pensamentos comuns, porém incorretos, que a maioria das pessoas
tem ao se deparar com esse problema pela primeira vez:
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1. “Quando restam apenas duas portas, a chance é de 50% para cada uma.” Esse
é certamente um dos erros mais comuns. A intui¢do nos diz que, como
hé apenas duas opgdes restantes (a porta escolhida e a porta que continua
fechada) e um prémio, as chances devem ser iguais. O erro aqui estd em as-
sumir que a acdo do apresentador alterou a probabilidade da porta escolhida
inicialmente, ou que ambas as portas restantes sdo simétricas na forma como
a informacao foi revelada.

2. “O apresentador ndo adiciona nenhuma informagio nova sobre a minha escolha ao
abrir a porta com o bode.” Outro pensamento comum é achar que o fato de o
apresentador revelar um bode simplesmente ndo muda nada sobre a nossa
aposta inicial. A falha nesse raciocinio é ignorar que o apresentador ndo faz
uma escolha aleatéria. Ele é obrigado a abrir uma porta que contenha um bode
e que ndo seja a porta que o participante escolheu. Essa acdo deliberada
fornece uma informacéo crucial para o jogo.

Talvez contraintuitivamente para algumas pessoas, a resposta correta é sim, é
melhor trocar! Também contraintuitivamente, como discutido acima, a chance de
vitéria ndo é de 50% para cada porta. Na verdade, com a estratégia de sempre
trocar de porta, a probabilidade de vitéria é de incriveis 2/3. Vamos entender isso
em detalhes. Ao escolher uma porta no inicio (digamos, a porta A), a probabilidade
de nela estar o prémio é de 1/3. Consequentemente, a probabilidade de o prémio
estar em alguma das outras duas portas (portas B ou C) é de 2/3. Até ai, tudo bem.
Se 0 jogo se encerrasse af, a chance de vitéria seria de 1/3 e a de derrota seria 2/3.

Mas o jogo ndo se encerra aqui. O apresentador abre a porta B para revelar
um bode e agora tomamos a decisdo de trocar de porta. Se o prémio estivesse na
porta A, que escolhemos inicialmente, ao mudar de porta certamente perderiamos
0 jogo. Por outro lado, se o prémio ndo estd na porta A, e o apresentador abriu
a porta B, que contém um bode, ao mudar de porta certamente escolheremos a
porta C, que contém o prémio. Portanto, se inicialmente escolhemos a porta com
prémio, nés perdemos. Por outro lado, se inicialmente escolhemos a porta errada
nds ganhamos. Portanto, as probabilidades de vitéria e derrota se invertem e
temos 2/3 de chance de vitéria caso optemos por mudar de porta.

1.2.4 Um problema sobre amigos e estranhos

Deixamos para o final desta se¢do um problema que traduz bem a ideia de uma
belissima drea conhecida como Teoria de Ramsey, cujo ponto fundamental é a
ideia de que 'ndo existe caos completo’, no sentido de que, se uma determinada
estrutura for grande o suficiente, certamente existem subestruturas que respeitam
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Escolha da Porta

i

Prémio na Porta A (1/3) Prémio na Porta B (1/3) Prémio na Porta C (1/3)

| | Resumo
Apresentador abre Bou C  Apresentador abre C

Trocar: 2/3 de chance
troca / \mantém troca / \mantém Manter: 1/3 de chance

Perde Ganftradampntém) GanhaRPaodedmanntém)

Figura 1.3: Arvore de decisdo para o Problema de Monty Hall (assumindo escolha inicial na Porta
A).

uma determinada propriedade. Considere a questdo a seguir: Qual a menor
quantidade de pessoas necessdrias em uma sala para garantirmos que existam 3
pessoas que se conhecam todas entre si ou 3 pessoas em que nenhuma delas se
conheca?

Antes de resolver o problema, vamos converté-lo em algum problema que nos
permita estruturar as ideias mais facilmente. Podemos simplesmente representar
as pessoas como ‘bolinhas’ e as rela¢des de conhecimento (se conhecem ou nao)
como segmentos ligando duas bolinhas. Caso duas pessoas se conhecam, vamos
conectar as duas bolinhas correspondentes com um segmento azul; caso contrario,
conectaremos com um segmento vermelho. Portanto, o problema original se
transforma no seguinte problema: determinar o menor nimero 7 tal que para
quaisquer maneiras que pintarmos os segmentos entre todos os pares de um
conjunto com 7 bolinhas com vermelho e azul, sempre existe um tridngulo todo
azul ou todo vermelho.

Ao tentar resolver esse problema, rapidamente notamos que 3 ou 4 nédo é a
resposta certa. De fato, observando com cuidado, percebemos que nem mesmo 5 é
a resposta certa, pois existe uma forma de colorir os segmentos entre as 5 bolinhas
de forma que ndo exista um tridngulo todo azul ou todo vermelho. Veja o exemplo
da Figura 1.4.

AN

Figura 1.4: Coloragdes sem tridngulos monocromdticos.

A resposta para nossa pergunta é 6 pessoas. Para demonstrar esse fato, note
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que ja excluimos o caso em que temos menos de 6 pessoas, de modo que basta
mostrar que 6 pessoas é suficiente. Assim, selecione um grupo qualquer de 6
pessoas e escolha uma das pessoas, digamos, Joana. Ainda existem outras 5
pessoas, as quais vamos separar em dois grupos, aquelas que conhecem Joana e
as que ndo conhecem. Mas perceba que, como existem 5 pessoas e dois grupos,
certamente (reflita) um desses dois grupos tem pelo menos 3 pessoas. Ou seja,
Joana conhece pelo menos 3 pessoas, ou desconhece pelo menos 3 pessoas.

Suponha, sem perda de generalidade, que Joana conheca 3 pessoas: Helena,
Carlos e Pedro. Agora, vamos concentrar nossas atengdes somente nessas 3
pessoas. Se duas delas se conhecerem (por exemplo, Helena e Carlos), entdo Joana,
Helena e Carlos formam um trio onde todos se conhecem. Caso contrario, se
nenhuma delas se conhecer, entdo elas mesmas formam um trio de completos
desconhecidos. Em ambos os casos, o problema é satisfeito.

Uma curiosidade é que se em vez de 3 pessoas que se conhecem ou nao,
queremos saber a quantidade de pessoas necessarias para garantir que existam 4
pessoas que se conhecem todas entre si ou 4 pessoas que ndo conhecem nenhuma
entre si, a resposta é 18. Se formos um passo além e quisermos garantir 5 pessoas
que se conhecem ou ndo, precisamos trabalhar bastante, pois no momento em que
este texto foi escrito, o melhor que se sabia é que precisamos de uma quantidade
entre 43 e 46 pessoas.

1.3 Demonstracoes e escrita matematica

Costuma-se pensar que a matematica se resume a cédlculos, muitas vezes longos e
tediosos, mas ela é muito mais do que fazer continhas. Trata-se de um trabalho
profundamente criativo que também envolve a arte de escrever de forma precisa,
clara e elegante.

Mas afinal, o que é uma demonstracdo (ou prova)? Quando nos perguntamos,
por exemplo, se em um tridngulo retangulo a soma dos quadrados dos catetos
é de fato igual ao quadrado da hipotenusa, precisamos justificar por que isso
é verdadeiro. Em matematica, algo é considerado "verdadeiro"somente se for
verdadeiro sempre. O grande objetivo da matematica é justamente descobrir e
divulgar essas verdades absolutas.

Podemos pensar em uma demonstracdo como um meio de comunicar uma
verdade matemaética para aqueles que conseguem compreender essa linguagem.
Essa linguagem deve ser precisa e sem ambiguidades. Uma boa demonstragdo nao
deve deixar duvidas sobre a veracidade do resultado que estd sendo apresentado.
Mas certamente, assim como foi necessario aprender uma linguagem para nos
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comunicarmos no dia a dia, é fato que muitas provas requerem conhecimento
prévio dessa linguagem formal para serem devidamente apreciadas. Para que
isso acontecga é necessdrio muita pratica e reflexdo para nos permitir “desbloquear”
uma nova forma de pensar.

1.3.1 O Teorema de Pitagoras

Voltamos agora a um resultado cldssico, conhecido por todos, o Teorema de
Pitagoras.

Teorema 1.2

Dado um tridngulo retdngulo com catetos de comprimentos a e b, e hipotenusa

de comprimento c, vale que a2 + b? = 2.

Na prética matemaética, ndo basta ter uma ideia correta, precisamos de uma
forma correta de nos convencer do resultado e, mais ainda, convencer qualquer
um que entenda a linguagem matemadtica que for utilizada; a forma de escrever
uma prova é fundamental. Considere a seguinte tentativa de prova, baseada em
areas:

“Imagine um quadrado com lado de tamanho a + b. Dentro desse quadrado,
imagine um segundo quadrado, de lado ¢, posicionado de modo a formar 4
tridngulos retangulos com catetos de tamanho a e b entre os quadrados. Note que
a rea do quadrado maior é (a + b)?, mas também pode ser vista como 2ab + ¢?,
de modo que (a + b)? = 2ab + 2. Portanto, a® + b*> = c2.”

Apesar de a matemaética por trds desse argumento estar essencialmente correta,
existem muitos problemas no modo em que essas ideias foram comunicadas. Uma
apresentacdo que fornece o argumento as pressas com descri¢des incompletas é
considerada uma prova ruim. Ela possui ideias corretas, mas pode deixar o leitor
confuso sobre a disposi¢do geométrica das figuras mencionadas. Leia uma versao
melhorada abaixo e reflita sobre as diferengas entre os argumentos. Perceba como
o argumento abaixo é muito mais preciso e ndo dd margem para interpretacdes
ambiguas. Incluimos uma figura na prova, para facilitar a visualizagdo, mas é
importante que a demonstracdo ndo dependa da figura, que serve somente para
auxiliar o entendimento.

Prova do Teorema 1.2. Considere inicialmente um quadrado X com lado de com-
primento a + b. Agora subdivida X em quatro tridngulos retdngulos congruentes,
cada um com catetos de comprimentos a e b e hipotenusa c, dispostos nos cantos
do quadrado X. Para facilitar a visualizac¢do, perceba que esta construcdo delimita,
em seu interior, um quadrado de lado ¢ (veja a Figura 1.5).
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Figura 1.5: O quadrado X particionado em quatro tridngulos de catetos a, b e hipotenusa c, e um
quadrado de lado c.

Note que a drea total do quadrado X pode ser expressa das seguintes maneiras:
1. Pelo quadrado do comprimento de seus lados: (a + b)? = a? + 2ab + b?;

2. Pela soma das areas das figuras que o compdem (os quatro tridngulos e o
quadrado interno): 4 - (%) +¢? = 2ab + 2.

Igualando as duas expressdes para a mesma drea, temos que
a® + 2ab + b* = 2ab + 2.
Subtraindo 2ab de ambos os membros da igualdade, obtemos
a* + b = ¢,
o que conclui nossa demonstragao. O

Mais uma vez, contar algo de duas formas diferentes nos ajudou a resolver
o problema. Agora que escrevemos nossa primeira prova completa, podemos
observar alguns detalhes sobre a escrita: Apds cada férmula, mesmo que ela esteja
em destaque, sempre utilizamos pontuacdo. Os caracteres matemaéticos fazem
parte do texto e seguem as regras de escrita. Toda figura que for usada deve ter
uma legenda descritiva, para que faga sentido e o leitor saiba exatamente o que
estd olhando. Por fim, sempre utilizamos o simbolo “[J” ao final da demonstragao
para indicar que finalizamos.
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1.3.2 Infinitude dos numeros primos

Para finalizar nossa introdugdo a arte de demonstrar e tentar ser convincente
ao mostrar a importancia de termos cuidado com a escrita para comunicar um
resultado matematico, vejamos o Teorema de Euclides. Para entender esse resultado,
basta que saibamos o conceito de divisibilidade e ntimeros primos : dados ntimeros
inteiros a e b, dizemos que a é divisivel por b quando a divisdo a/b tem resto 0; um
niimero primo é um nimero inteiro maior que 1 e que é divisivel somente por 1 e
por ele mesmo.

Teorema 1.3

Existem infinitos niimeros primos.

Demonstragio. Seja n um inteiro positivo qualquer e considere o conjunto P =
{p1, P2, --.,Pn} que contém os n primeiros ntimeros primos. Note primeiramente
que basta mostrar que existe um ntimero primo g que ndo pertence ao conjunto P,
uma vez que para qualquer inteiro 7 que quisermos, conseguiremos um conjunto
com mais que n primos. No que segue, mostraremos que tal niimero primo ¢
existe.

Seja N = p1 - p2...pn 0 produto de todos os nimeros em P. Defina agora
g = N + 1, que obviamente é um ntiimero inteiro maior que N. Existem apenas
duas situacdes possiveis para 4.

Primeiramente, suponha que i) g é primo. Como g > N e todos os nliimeros
do nosso conjunto sdo menores ou iguais a N, o ntimero g é um inteiro que ndo
pertence a P, como queriamos.

Suponha agora que g ndo é primo. Nesse caso, precisamos conseguir um outro
nimero primo p que ndo estd em P. Mas note que, pelo Teorema Fundamental da
Aritmética, existe um nimero primo p que divide 4. No que segue, mostraremos
que tal nadmero p ndo estd em P.

Como p divide g = N + 1, sabemos que p ndo divide N, pois caso dividisse,
terfamos que p também dividiria a diferenca (N +1) — N = 1, o que é impossivel,
pois nenhum ndmero inteiro maior ou igual a 2 pode dividir 1. Portanto, como
p ndo divide N = p; - p2... py, sabemos que p ndo é nenhum elemento de P =
{p1,p2,--.,pPn}, como queriamos demonstrar. O

Note como a prova acima é construida com extremo cuidado e precisdo. A
estratégia central consiste em mostrar que qualquer lista finita de ntimeros primos
estd, necessariamente, incompleta. O ponto crucial é a constru¢do do niimero
g = N+1, em que N é o produto de todos os primos no conjunto finito P. Ao
analisar os dois tinicos casos possiveis para ¢, a demonstragdo ndo deixa lacunas:
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1. Se g for primo, ele é o préprio primo que queriamos encontrar que nao estéd
em P (pois sendo maior que N, g é estritamente maior que qualquer um dos
elementos em P).

2. Se g ndo for primo, ele deve ter um divisor primo p. A prova entdo utiliza
propriedades fundamentais de divisibilidade para mostrar que esse p ndo
pode pertencer a lista original P, pois nenhum primo em P divide N + 1 sem
deixar resto 1.

Essa exaustdo coerente de possibilidades garante que, independentemente de
como escolhemos nossa colegdo inicial finita, sempre havera um novo nimero
primo.

1.3.3 Uma observacao sobre polindmios

Na matematica, a intui¢do e a observacdo de padrdes iniciais podem nos levar a
conjecturas fascinantes. Considere o polindémio P(x) = x? + x + 41 e note que,
ao testar alguns valores para x, os resultados obtidos nos levam a conjecturar
que sempre obtemos niimeros primos. Serd que isso é sempre verdade? Vamos
observar os primeiros valores para ver se ha chances de que isso seja verdade.

P(0) = 0240+ 41 = 41;
o P(1) =12+ 1+ 41 = 43;
© P(2) =2>+2+41 =47
* P(3) =3*+3+41 =53
o P(4) =42 +4+41 =61.

De fato, para os 5 primeiros inteiros positivos, o polindmio é sempre um niimero
primo. Mas nunca devemos aceitar um resultado geral como verdadeiro verifi-
cando somente uma quantidade pequena de possibilidades. Assim, note que a
intuigdo é importante, mas sozinha ela pode nos levar a conclusdes erradas. Essa
sequéncia continua gerando primos até P(39) = 392 + 39 + 41 = 1601. Contudo, a
conjectura de que o polindmio gera apenas ndmeros primos falha quando testamos
x = 40, pois temos que

P(40) = 40% + 40 + 41 = 1681 = 412,

de modo que nédo é primo, uma vez que tem divisores além de 1 e dele mesmo
(o numero 41). O mesmo ocorre para x = 41, onde P(41) = 41% + 41 + 41, que
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pode ser fatorado como 41(41 + 1 + 1), comprovando novamente que nao é primo.
Este exemplo ilustra a importancia da prova formal completa em oposi¢do a mera

verificacdo de casos iniciais.



CariTuLO

Logica Proposicional

Uma proposicio é simplesmente uma afirmagdo que é verdadeira ou falsa, mas nunca
as duas coisas a0 mesmo tempo. Por exemplo, a seguir temos diversos exemplos

de proposigoes.

— Exemplo 2.1 N\

Exemplos de proposigdes.

p : Uma hora tem 60 minutos.
q : Tomate é uma fruta.

v : Futebol é uma religido.

s : Trés é um niimero par.

t : Se x > 2 é par, entdio x pode ser expresso como a soma de dois niimeros primos.
u

: 5 é um gato com rodas.
. J

Dizemos que uma proposicao tem o valor-verdade V se ela for verdadeira; do
contrério, a proposigdo € falsa e dizemos que ela tem o valor-verdade F. Em geral,
usamos letras mintsculas tais como p, g e r para indicar proposigdes.

Note que, no Exemplo 2.1, as proposic¢des p e g claramente tém valor-verdade
V. Ja as proposicdes r e s sdo claramente falsas, de modo que tém valor-verdade F.
Perceba que, mesmo que ndo saibamos o valor-verdade de t, ela é uma proposicao,
pois é verdadeira ou falsa, mas ndo sabemos a resposta'. Para ndo esquecermos
de comentar, u# é uma proposi¢do com valor-verdade falso.

lesta é a famosa Conjectura de Goldbach e, no momento em que este livro foi escrito, continua
sem que saibamos se é verdadeira ou falsa.

20
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Vale notar que na escrita de textos matematicos, € comum enunciar certos fatos
matematicos que sdo verdadeiros como proposi¢des, embora nem toda proposigao
precise ser verdadeira.

Vejamos agora exemplos de sentengas que ndo sdo proposig¢des, pois ndo é
possivel associar um valor-verdade a elas.

— Exemplo 2.3

Exemplos de sentencas que nado sdo proposicdes.

p : Lembre-se de beber dgua.
: Qual é o seu nome?

q
r: Vocé so estuda?
s : Bom dia!

t

: Que gato lindo!
\ J

A sentenca p do Exemplo 2.3 ndo faz nenhuma afirmacao, trata-se apenas de
um lembrete. Alids, aproveite para beber um pouco de dgua agora! A sentenca g é
apenas uma pergunta, ndo uma afirmagdo. Quanto a sentenca r, ainda que seja
verdade que “vocé s6 estuda”, ela também é uma pergunta. Mesmo que o seu dia
esteja sendo bom, a sentenga s ndo tem o propésito de fazer uma afirmagdo, mas
sim um desejo. Certamente vocé agora consegue perceber que as sentengas s e ¢
também nao sdo proposicoes.

Dada uma proposicdo p, definiremos agora uma forma de nos referir a uma
proposicdo que tem o valor-verdade diferente de p.

Definic¢ao 2.4

A negagido de uma proposicdo p, denotada por —p, é a proposi¢do com valor-
verdade V quando p tem o valor-verdade F e vice-versa.
Podemos ler —p como “ndo p” ou “ndo é verdade que p”.

Em geral, podemos reafirmar a proposicao —p simplesmente negando o verbo
da oracdo que define p. A proposigao obtida desta forma afirma a mesma coisa
que a proposic¢do definida acima. Vejamos alguns exemplos a seguir.

Exemplo 2.5

Considere as seguintes proposi¢des do Exemplo 2.1:

p : Uma hora tem 60 minutos.
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q : Tomate é uma fruta.
As negacao de p é dada por:
—p : Ndo é verdade que uma hora tem 60 minutos.
Que também pode ser reescrita da seguinte forma.
—p : Uma hora ndo tem 60 minutos.
Da mesma forma, a negac¢do da proposicado q é a seguinte:
—q : Ndo é verdade que tomate é uma fruta.

Ou, de forma equivalente,

—q : Tomate ndo é uma fruta.
. J

2.1 Proposicoes compostas

Dadas duas proposic¢des p e g, podemos construir uma terceira proposi¢do com
base nas proposi¢des p e q de diversas formas possiveis e dizemos que a propo-
si¢do resultante é uma composigio de p e q. Os conectivos bindrios (que combinam
duas proposi¢des) que discutiremos aqui sdo aqueles mais comuns e, a partir
deles, conseguimos gerar proposigdes tdo complexas quanto precisemos. Esses
conectivos sdo: A (conjungdo, o famoso "e"), V (disjungdo, o famoso "ou"), —
(condicional, o ndo tdo famoso "se ..., entdo ...") e <+ (condicional dupla, que é o
"condicional para dois lados").

2.1.1 Conjuncao e disjuncao

Iniciaremos nosso estudo dos conectivos bindrios pelas operagdes de conjungao
e disjungdo. Esses conectivos permitem combinar duas proposi¢des simples de
forma direta, refletindo construc¢des que utilizamos diariamente em nossa lingua-
gem natural por meio das palavras “e” e “ou”. A seguir, definiremos formalmente
como esses conectivos operam sobre os valores-verdade das proposi¢des envolvi-

das.
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— Definicao 2.6 N\
Dadas duas proposicdes p e g, a conjungio de p e q, denotada por p A g, é a

proposicao que corresponde a afirmagdo
é verdade que p e é verdade que q,

que tem valor-verdade V quando ambos p e g sdo verdadeiros e, caso contrario,
tem valor-verdade.

J

Podemos resumir as possibilidades de valor-verdade para um conjunto de
proposigdes em uma tabela, como na Tabela 2.1. Tabelas desse tipo sdo chamadas
de tabela verdade e seu proposito é listar todas as possibilidades de valores-verdade
para um proposicdes p, g etc, e um conjunto de proposi¢des compostas dessas.

LAY

A\
V
F
F
F

Mmoo < < |
Mmoo M o< S

Tabela 2.1: Tabela verdade de p A q.

Em linguagem portuguesa, em geral escrevemos a proposigao p A g simples-
mente juntando as oragdes que definem p e g e as conectando com a conjungao
e.

— Exemplo 2.7

Considere as seguintes proposi¢oes.

p : Estudei bem ao longo do semestre.
q : Fui aprovado na disciplina.

A conjungédo de p e g corresponde a seguinte afirmacao:

p A q : E verdade que estudei bem ao longo do semestre
e é verdade que fui aprovado na disciplina.

Podemos também expressar essa proposi¢do da forma mais natural a seguir.

p A\ q : Estudei para a prova e fui aprovado na disciplina.
\ J




Loégica Proposicional 24

~ Definicao 2.8 N\

Dadas duas proposicdes p e g, a disjungido de p e g, denotada por p V g, é a
proposigao que corresponde a seguinte afirmagao:

pV q : E verdade que p ou que q.

O valor-verdade de p VV g é F quando ambos p e g sdo falsos; caso pelo menos

uma dentre p e g seja verdadeira, p V g tem valor-verdade V (veja Tabela 2.2).
\_ J

Mmoo < T
Mmoo T <D
mee <<

Tabela 2.2: Tabela verdade de p V q.

E comum alunos se confundirem com os simbolos V e A. De fato, & primeira
vista a escolha destes simbolos parece um pouco arbitraria, mas eles sdo baseados
nos dois simbolos U e N que representam a unido e a interse¢do de dois conjuntos,
respectivamente. Veremos mais a frente, quando tratarmos de conjuntos, como se
da essa conexdo entre os conectivos 16gicos e as opera¢des entre conjuntos.

Em geral, em lingua portuguesa, escrevemos a proposicdo p \V q simplesmente
juntando as duas orag¢des que definem p e g e as conectando com a conjungéo ou.

— Exemplo 2.9

N

Considere as seguintes proposi¢des.

p : Matemitica é uma ciéncia exata.
q : Pessoas tém asas.

A disjungdo de p e q corresponde a afirmacdo

pV q : Everdade que Matemitica é uma ciéncia exata
ou que pessoas tém asas.

Ou, simplificando, podemos também escrever da seguinte forma:

p V q : Matemitica é uma ciéncia exata ou pessoas tém asas.




Loégica Proposicional 25

Note que no Exemplo 2.9, mesmo que g seja uma proposigdo falsa, p V g é uma
proposigao verdadeira, uma vez que p tem valor-verdade V. Por outro lado, se
temos uma proposigdo r : 2 é impar, entdo q \V r € uma proposicao falsa, uma vez
que tanto g quanto r sdo proposicdes falsas.

Vale ressaltar que o ou em légica expressa a possibilidade de que pelo menos
uma das proposicdes seja verdadeira, o que também inclui o caso em que ambas
as proposicdes sdo verdadeiras. Por isso, também dizemos que V é uma disjungio
inclusiva. Na lingua portuguesa, entretanto, muitas das vezes queremos que um
ou expresse a possibilidade em que apenas uma das proposi¢des seja verdadeira.
Por exemplo, imagine que vocé estd em um restaurante e o garcom quer saber sua
preferéncia de acompanhamento:

— O prato de hoje é filé de frango grelhado. Como acompanhamento, vocé prefere puré
de batatas ou salada?

Nesse contexto, o ou indica que as op¢des de acompanhamento apresentadas sdo
mutuamente exclusivas, isto €, apenas uma delas deve ser escolhida. Do ponto
de vista 16gico, ndo estaria errado responder que vocé prefere os dois tipos de
acompanhamento ao mesmo tempo. Contudo, como ja convivemos em sociedade
ha algum tempo, sabemos que a intencdo do garcom era apresentar as duas tinicas
opgoes de acompanhamento e ele espera que apenas uma dentre as duas opgoes
seja escolhida. Mas, de fato, estaria logicamente coerente vocé responder ao
garcom da seguinte forma:

— Isso, prefiro puré de batatas ou salada.

Ao responder desta forma, voceé estaria indicando que a afirmagdo “vocé prefere
puré de batata ou salada” esta correta, pois vocé de fato prefere ter uma destas
duas opg¢des como acompanhamento. Assim, vocé esta indicando que ficaria
feliz recebendo somente puré de batatas, somente salada ou os dois tipos de
acompanhamento.

Outro exemplo que podemos explorar é o seguinte. Imagine que vocé pediu
instrucdes a um matemadtico de como chegar na Biblioteca Central da universidade
que voce estuda. Vocé entdo pergunta:

— Quando eu chegar na rotatoria, eu devo sequir na primeira ou na segunda saida?
O matemadtico entdo responde:

— Sim, vocé deve sequir em uma das duas primeiras saidas.
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Obviamente, ao fazer a pergunta vocé utilizou o ou de forma exclusiva, e portanto,
vocé esperaria que o matematico indicasse qual dentre as duas possibilidades
apresentadas estd correta. Mas matemadticos, em geral, assumem que o ou é
inclusivo. Para indicar um ou exclusivo, eles em geral diriam a frase de uma forma
um pouco diferente.

Em geral, em lingua portuguesa, o artificio que utilizamos para tentar reforcar
que estamos utilizando um ou exclusivo é escrevermos a proposigdo p & g de uma
das seguintes formas possiveis:

“Oupouq.”
“Ou p ou q, mas ndo ambos.”

~ Definic¢ao 2.10

~
Dadas duas proposi¢des p e g, a disjungio exclusiva de p e g, a qual denotamos
por p @ g, é a proposi¢do que corresponde a seguinte afirmagéo:

p @ q: E verdade que ou p ou q, mas ndo ambos.

O valor-verdade de p & g é V quando p e g possuem valores-verdade distintos;

caso contrario, é F (veja Tabela 2.3).

. J
p|q| proq
Vv Vv F
Vv F Vv
F Vv Vv
F F F

Tabela 2.3: Tabela verdade de p @ q (ou exclusivo).

Em geral, em lingua portuguesa, o artificio que utilizamos para tentar reforcar
que estamos utilizando um ou exclusivo é escrevermos a proposigdo p & g de uma
das seguintes formas possiveis:

“Oupouq.”
“Ou p ou q, mas ndo ambos.”
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\

— Exemplo 2.11 N\

Considere as proposicdes s e t a seguir:

s : A lista de exercicios 1 deve ser entregue hoje
t : A lista de exercicios 2 deve ser entregue hoje.

A disjuncao exclusiva de s e t corresponde a afirmacdo

s @t : ou a lista de exercicios 1 deve ser entregue hoje
ou a lista de exercicios 2 deve ser entregue hoje, mas nio ambos.

Note que se for constatado que a lista de exercicios 1 deve ser entregue hoje,
ao afirmarmos que s & t é uma proposicdo verdadeira, impedimos que a lista
de exercicios 2 deva ser entregue hoje.

J

2

.1.2 Operadores condicionais

Nesta secdo trataremos de operadores fundamentais. O primeiro deles é o opera-

dor condicional, que nos permite formar proposi¢des da forma “se p, entdo q”.

— Definic¢ao 2.12 ~N

Dadas duas proposic¢des p e g, a condicional de p e g, denotada por p — g, é a
proposigdo que corresponde a seguinte afirmagao:

p — q : Se p é verdade, entdo q é verdade.

A proposicao p é chamada de hipdtese (ou premissa) e q é a tese (ou consequéncia).
O valor-verdade de p — g é F quando p é verdadeiro e g é falso; caso contrario,

é V (veja Tabela 2.4).
\_ J
P14 | P9
V v V
v F F
F v V
F F V

Tabela 2.4: Tabela verdade de p — q.
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Vamos analisar o seguinte exemplo com bastante atengdo, pois a primeira vista,
o condicional de p e g pode soar um pouco estranho quando p é falso.

— Exemplo 2.13

Considere as seguintes proposicoes.
p : Gatos sdo peixes.
q : 10 é divisivel por 2.
r: 10 é par.

A proposicdo condicional de p e g corresponde a afirmagdo

p — q : Se gatos sio peixes,
entdo 10 é divisivel por 2.

A proposicdo condicional de g e r corresponde a afirmacdo

q — r : Se 10 é divisivel por 2,
entdo 10 é par.

A proposicdo condicional de e p corresponde a afirmagdo
r— p:Se 10 épar,

entdo gatos sio peixes.
. J

Das trés condicionais descritas no Exemplo 2.13, diferentemente do que talvez
vocé possa pensar, somente a condicional » — p é falsa. Que r — p é falsa, é bem
claro. Afinal de contas, sabemos que 10 é par, e como r — p corresponde a “Se
10 é par, entdo gatos sdo peixes”, r — p seria verdadeira somente se gatos fossem
peixes. Por outro lado, entendemos que a condicional "Se 10 é divisivel por 2,
entdo 10 é par"é verdadeira, pois 10 ser divisivel por 2 de fato implica que 10 é par.
Mas algo que pode incomodar em um primeiro momento € a proposi¢do p — g
"se gatos sdo peixes, entdo 10 é divisivel por 2". Essa é uma proposicdo verdadeira,
pois a hipotese é falsa e a tese é verdadeira e se pensarmos com calma, de fato
faz sentido que assim seja, uma vez que a falsidade da hipétese ndo nos diz nada
sobre a veracidade da tese.

O seguinte exemplo pode ajudar a aceitar melhor a defini¢do de condicional.
Imagine que vocé diz a seguinte proposicdo: "Se eu ganhar na loteria, entdo eu
darei R$ 1.000,00 para cada aluno da turma". Pela defini¢do de condicional, essa
expressdo é verdadeira nas seguintes situagdes:
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¢ Vocé ganha na loteria e d4 R$ 1.000,00 para cada aluno da turma.
* Vocé ndo ganha na loteria e d4 R$ 1.000,00 para cada aluno da turma.
* Vocé ndo ganha na loteria e ndo da R$ 1.000,00 para cada aluno da turma.

O ponto é que vocé prometeu que caso ganhasse na loteria, vocé daria os mil reais,
e esse seria 0 comportamento que a turma esperaria de vocé. Porém, caso vocé
ndo ganhe na loteria, bem, vocé ndo estd descumprindo sua promessa.

E comum expressar uma proposigao condicional p — g de diversas formas
distintas. A seguinte lista contém apenas algumas das possiveis expressdes que
vocé podera encontrar em muitos dos textos matematicos.

1" ~ 4 i“ 7
Se p, entio q. q, se p.
“p implica q.” “q seque de p.”
1" 77 i“” 4
Sempre que p, q. q sempre que p.
“p é suficiente para q.” “q é necessdrio para p.”
“Uma condigdo necessdria para p é q.”  “uma condigio suficiente para q é p.”

A reciproca de uma proposicdo condicional p — g é a proposicdo g — p obtida
trocando-se a hipétese pela tese. Em geral, a veracidade de p — g ndo garante a
veracidade de g — p, como podemos ver no exemplo seguinte.

— Exemplo 2.14

Considere a seguinte proposi¢do condicional (verdadeira):

p — q: Se um poligono é um quadrado, entdo ele é um retingulo.
A reciproca da proposigdo condicional acima é a seguinte:

q — p : Se um poligono é um retdngulo, entdo ele é um quadrado.

Esta proposicdo é falsa, uma vez que nem todo retangulo é um quadrado.
Isso exemplifica que podemos ter proposi¢des condicionais verdadeiras cuja

reciproca seja falsa.
L J

Podemos entender a proposi¢do p — g como uma afirmacdo de que p é uma
condigdo mais forte que q. O sentido de forca aqui é que, se a condicional for
verdadeira, a veracidade de p garante a veracidade de g. E importante notar que
essa relacdo de forca ndo é, necessariamente, muatua. A veracidade de p — g ndo
implica na veracidade de g — p.
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Apesar de nem sempre ser verdade que p — g implica a veracidade de g — p,
existem situagdes em que ambas as condicionais sdo verdadeiras. Para representar
isso, definimos o préximo conectivo légico.

— Definic¢ao 2.15

~

Dadas duas proposicoes p e g, a condicional dupla de p e g, a qual denotamos
por p <+ q, é a proposicdo que corresponde a seguinte afirmacao:

p < q : E verdade que p se, e somente se, é verdade que q.

O valor-verdade de p <+ q é V quando p e g possuem o mesmo valor-verdade;

caso contrdrio, é F (veja Tabela 2.5).
\. J

q

mh S <
SR RS

—
V
F
F
V

Tabela 2.5: Tabela verdade de p < q.

Assim como a condicional, a proposicdo condicional dupla p <+ g também
pode ser expressa de diversas formas. A seguinte lista contém algumas das
expressOes mais comuns.

“p se, e somente se, q.”

“pse esdse, q.”

“p é equivalente a q.”

“Se p entdo q, e reciprocamente.”

“p é condigdo necessdria e suficiente para q.”

— Exemplo 2.16

Considere as seguintes proposi¢des.
p:x épar. q: x édivisivel por 2.

A proposicdo condicional dupla de p e g corresponde a afirmacao:
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p < q : x é par se, e somente se,
x é divisivel por 2.

Podemos também escrever a proposicao resultante da seguinte forma:
p <+ q : x é par é equivalente a

x é divisivel por 2.
L J

Note que ao afirmarmos que p <+ g é uma proposicao verdadeira, criamos uma
ligagdo muito mais forte do que na condicional. Agora, as duas proposi¢des sao
inseparaveis: elas devem ter sempre o mesmo valor-verdade. Portanto, se x ndo é
par (p é Falso), obrigatoriamente x ndo pode ser divisivel por 2 (g também deve
ser Falso). Da mesma forma, caso seja verdade que x é par, devemos ter que ele é
divisivel por 2. Qualquer combinacdo em que uma proposicdo seja verdadeira e a
outra falsa tornaria a proposicdo p <+ g falsa.

E possivel definir alguns outros conectivos 16gicos (tais como NAND ou NOR),
bem como outras operagdes mais complexas, mas com o que apresentamos vocé
deve conseguir obter outras proposig¢des tteis, de modo que o que foi discutido até
agora é suficiente para os nossos propositos. Dadas proposicdes p e g, reunimos
na Tabela 2.6 os valores-verdade dos conectivos que apresentamos até aqui, além
dos possiveis valores de —p e —g.

pla|-p| | pAg | pVg | p®qg | p=q | pog
Vv Vv F F Vv Vv F Vv Vv
Vv F F Vv F Vv Vv F F
F ') Vv F F Vv Vv Vv F
F F Vv Vv F F F Vv Vv

Tabela 2.6: Tabela-verdade resumo dos conectivos 16gicos.

2.2 Equivaléncia logica

Agora que ja sabemos como compor proposi¢des, podemos formar proposicdes
complexas envolvendo varios conectivos l6gicos e proposi¢des. Por exemplo,
suponha que p1, p2 e p3 sdo proposigdes e considere a proposicdo

q:(=(p1 = p2)) A(=p2V p3).
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Note que usamos os parénteses para indicar a ordem em que os conectivos devem
ser considerados, evitando assim ambiguidades. No caso, os parénteses indicam
que a fim de determinarmos o valor-verdade da proposigao g, precisamos antes
determinar o valor-verdade da conjungao entre as seguintes duas proposigdes:

r:=(p1 = p2),
s:mp2Vps,

de modo que g : r A's. Quanto a proposicdo s, note que a principio, poderiamos
interpretar que o conectivo — estd negando a proposigdo p, V p3. Mas se este fosse
0 caso, escreveriamos —(py V p3) no lugar de —p, V ps.

Dados os valores-verdade para pi, p2 e p3, para determinar o valor-verdade
de g, podemos primeiramente determinar o valor-verdade de p; — p», e entdo
conseguimos determinar o valor-verdade de r. Seguimos determinando —p», que
nos permite determinar s. Por fim, determinamos o valor-verdade de g : 7 A's.
Abaixo temos a tabela-verdade contendo todas essas proposi¢des, que considera
todas as possibilidades de valor-verdade para py, p2 e ps.

pr | p2 | P3| P2 | pPr—=p2 | (pr—p2) | op2Vps | (g
Vv Vv Vv F Vv F Vv F
Vv Vv F F Vv F F F
\ F Vv \ F Vv Vv Vv
Vv F F \ F Vv Vv Vv
F Vv Vv F Vv F Vv F
F Vv F F Vv F F F
F F Vv \ Vv F Vv F
F F F Vv Vv F Vv F

Tabela 2.7: Tabela-verdade em que q : (—(p1 — p2)) A (mp2 V p3).

Mais geralmente, se uma proposic¢do g é dada como composigdes de proposi-
¢oes p1, ..., pn por meio de conectivos 16gicos, entdo dizemos que g é uma expressio
légica e que py, ..., pn S30 as suas varidveis proposicionais.
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~ Defini¢ao 2.17

Uma tautologia é uma expressdo logica cujo valor-verdade é sempre V, seja
qual for o valor-verdade das varidveis proposicionais. Uma contradi¢do é uma
expressdo légica cuja negacdo é uma tautologia, ou seja, cujo valor-verdade é

sempre F.
. J

Qualquer expressdo da forma p V —p é uma tautologia e qualquer expressdo
da forma p A —p é uma contradi¢do. Por exemplo, o famoso dilema de Hamlet
sobre a vida e a morte é, em sua esséncia, uma tautologia.

— Ser ou ndo ser, eis a questdo.

Ja a expressdo ser A —ndo ser é uma contradi¢do, fundamentada no principio de
que é impossivel que algo, ao mesmo tempo, seja e nio seja.

Definic¢ao 2.18

Duas expressoes logicas p e g sdo ditas logicamente equivalentes se p <+ q for
uma tautologia. Denotamos p = g para indicar que p e g sdo logicamente
equivalentes.

Podemos verificar que duas proposigdes p e g sdo logicamente equivalentes
analisando a tabela-verdade das proposi¢des e das varidveis proposicionais que as
definem. Se as colunas correspondentes a p e a g sdo iguais, entdo é porque elas
sdo equivalentes. Note que as expressdes p — g e =p V g sdo logicamente equi-
valentes. Podemos verificar esta equivaléncia construindo uma tabela-verdade
e comparando os resultados de cada expressao para todas as combinacdes de
valores-verdade das varidveis proposicionais p e 4. Como as colunas finais para
p — g e ~pV qna Tabela 2.8 sdo idénticas, as duas proposi¢oes sdo logicamente

equivalentes.
P49 | P | P29 | PVY
V' Vv F Vv Vv
Vv F F F F
F V' Vv Vv v
F F Vv Vv Vv

Tabela 2.8: Tabela-verdade comparando p — qe —p V q.



Loégica Proposicional 34

Outro exemplo de expressdes logicamente equivalentes sdo p — g e =g — —p.
Dada sua importancia e relevancia, vamos destacar a definicdo dessa tltima
proposicao.

Definic¢ao 2.19

Dadas proposigdes p e g, dizemos que a expressdo —q — —p é a contrapositiva
da proposigdo p — 4.

Por exemplo, considere a proposic¢do a seguir, em que p é a proposicao "estd
chovendo'e g é a proposic¢do "a rua estd molhada":

p — q: Se estd chovendo, entiio a rua estd molhada.
Sua contrapositiva corresponde a seguinte proposicao:
—g — —p : Se a rua ndo estd molhada, entdo ndo estd chovendo.

Tire um tempo para refletir que de fato as duas proposi¢des sdo equivalentes,
pensando em seu sentido, sem precisar olhar linha a linha da tabela-verdade

abaixo.
P 49| P | 9| P—=>q9 | 2q—=7p
V' Vv F F Vv Vv
Vv F F Vv F F
F Vv Vv F Vv V'
F F Vv Vv Vv Vv

Tabela 2.9: Tabela-verdade comparando p — q e ~q — —p.

Finalizamos esta se¢do apresentando a Tabela 2.10, que contém uma lista de
equivaléncias légicas que sdo comumente utilizadas para simplificar a andlise de
expressoes l6gicas complexas. Encorajamos o leitor a refletir com calma sobre
cada uma delas e escrever a tabela-verdade para verificar de fato que se tratam de
equivaléncias légicas.

2.3 Predicados e quantificadores

Até agora, lidamos com proposigdes, que sdo afirmagdes com um valor-verdade
fixo, seja ele V ou F. Contudo, podemos estender o conceito de proposi¢des para
que a veracidade de uma afirmacdo dependa de varidveis. Por exemplo, considere
a seguinte afirmacao:
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Tabela 2.10: Equivaléncias l6gicas.

Propriedade Equivaléncias
ANV =
Elemento neutro P P
pVF=p
S pVV=V
Dominacao
pAF=F
Vo=
Idempoténcia pPYpP=>p
PAP=p
Dupla negagéao ~(-p)=p
Vg=qgV
Comutatividade pPYa=4qve
PAG=qAp
Vg)Vr=pVI(gV
Associatividade (Pva)Vr=pVvigvr)
(pAg)ANT=pA(gAT)
VigAr)=(pVg)A(pV
Distributividade (grr)=(pVva)A(pVr)
pA@@VT)=(pAq)V(pAT)
Leis de De Morgan (pAq) P q
=(pVg)=-pA—gq
VipAg) =
Absorcao pV(pAg) =p
pA(pPVa) =p
Vop=V
Negacao pyop
pAN-p=F

P(x) : O niimero inteiro positivo x é um niimero par.

Indicamos a afirmagao acima por P(x) porque x é um nimero que a principio
ndo conhecemos ou que ndo foi explicitado e a veracidade da afirmacdo depende
totalmente do valor que x pode assumir. Assim, para cada valor de x, a afirmagdo
P(x) assume um valor-verdade e, portanto, se torna uma proposi¢do. Por exemplo,
P(2) é uma proposicao verdadeira, enquanto que P(3) é uma proposicao falsa. A
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seguinte definigdo estende esse conceito para proposigdes mais gerais.

— Definig¢ao 2.20 N\

Um predicado é uma afirmacdo que contém uma ou mais varidveis e que se torna
uma proposicdo (ou seja, adquire um valor-verdade V ou F) quando valores ou
objetos especificos sdo atribuidos as suas varidveis. O dominio de uma variavel

é o conjunto de valores ou objetos que a varidvel pode assumir.
\ J

Frequentemente, representamos um predicado por uma letra maitiscula se-
guida das varidveis entre parénteses, como P(x) ou Q(x,y). A fim de que um
predicado esteja bem definido, é preciso explicitar o dominio de suas varidveis,
que é o conjunto em que elas podem assumir valores. Por exemplo, o predicado
P(x) dado como exemplo no inicio desta se¢do tem como dominio o conjunto dos

inteiros positivos.

— Exemplo 2.21 ~

Considere os seguintes predicados:

P(x,vy) : Os niimeros reais x e y sio tais que x = y/2.
Q(A): O conjunto A contém dois elementos.
R(x): x%#2.

O predicado P explicita o seu dominio como o conjunto dos pares de ntimeros
reais (x,y). Ja o predicado Q ndo deixa claro o seu dominio, mas podemos
assumir que € a classe de todos os conjuntos possiveis. Da mesma forma, R
ndo define o seu dominio, mas nesse caso, ha diversas possibilidades razoaveis
para a escolha do dominio de R. Por exemplo, o dominio poderia ser o conjunto
dos ntimeros reais ou o conjunto dos nimeros racionais. Para os racionais, R(x)
é sempre falso, qualquer que seja o valor de x, mas se o dominio é o conjunto
dos ntimeros reais, entdo x = /2 é um valor para o qual R(x) é verdadeiro.
Mas ja discutimos que nao pode haver ambiguidade em matemaética. Portanto,
é essencial que deixemos claro na definicdo de um predicado o seu dominio:

R(x): O niimero real x é tal que x*> # 2.
\_ J

Em l6gica, predicados expressam propriedades ou relagdes. Contudo, para
determinar a extensdo em que uma propriedade é valida — se para todos os elemen-
tos de um conjunto ou para ao menos um — é necessdrio o uso de quantificadores.
Por exemplo, gostariamos de um jeito curto e preciso de expressar a proposigao
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"todo ntimero natural é par". Fazemos isso na defini¢do a seguir.

— Defini¢ado 2.22 N

Seja P(x) um predicado e D o dominio de x. Escrevemos Vx € D, P(x) para
indicar a proposi¢do p que afirma que P(x) é verdadeiro para todo x € D, i.e.,

Vx € D, P(x) : Para todo x € D, é verdade que P(x).

Quando o dominio de x estiver claro pelo contexto, podemos escrever somente
VxP(x) em vez de Vx € D, P(x).
.

J

Note que VxP(x) é uma proposigdo falsa se, e somente se, houver algum x € D

para o qual o predicado P(x) é falso.

A observacdo acima nos da o gancho para definir um conceito importantissimo.

Defini¢ao 2.24

~N

Dada uma proposigdo p : Vx € D, P(x), um elemento x € D para o qual P(x)

é falso é chamado de contraexemplo para a proposigdo p.
J

— Exemplo 2.25 N\

Considere o seguinte predicado P(x), cujo dominio de x é o conjunto D =
{2,3,5,7,11,13,17}:

P(x) : x é um niimero primo.

A proposic¢do VxP(x) é verdadeira, pois todo nimero x € D é de fato um
numero primo. Agora suponha que o dominio de x é o conjunto de todos os
numeros inteiros positivos. Entdo, nesse caso, a proposi¢dao VxP(x) é falsa,
pois x = 4 é um contraexemplo para essa proposi¢do, uma vez que P(4) é

falso.
J

Muitas vezes queremos indicar a existéncia de pelo menos um elemento em
um conjunto que satisfaz uma determinada propriedade. Para isso, usamos o
quantificador existencial.
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— Definicao 2.26 N\

Seja P(x) um predicado e D o dominio de x. Denotamos por 3x € D, P(x) a
proposi¢do que afirma que P(x) é verdadeiro para pelo menos um x € D, i.e.,

dx € D, P(x) : Existe x € D para o qual é verdade que P(x).

Quando o dominio de x estiver claro pelo contexto, podemos escrever somente
JxP(x) em vez de dx € D, P(x).
.

J

Note que 3xP(x) é uma proposigdo falsa se, e somente se, Vx(—P(x)) for verda-

deiro.

— Exemplo 2.28 ~

Considere o seguinte predicado P(x), cujo dominio de x é o conjunto D =
{1,2,3,5,8,13,21}:

P(x) : x é um niimero composto”.

A proposigdo JxP(x) é verdadeira, pois se tomarmos x = 8, entdo temos que
P(x) é verdadeiro, uma vez que basta que exista um ntmero x € D para o
qual P(x) é verdadeiro. Agora suponha que o dominio de x é o conjunto D’ de
todos os ntimeros primos. Nesse caso, a proposi¢do Jx € D’,P(x) é falsa, pois
todo niumero x € D’ é primo (ndo é composto), e portanto Vx € D', —P(x) é
verdadeiro.

#Um ntamero composto é um ntiimero natural maior que 1 que néo é primo.

\_ _J

Caso vocé estivesse muito atento ao ler o exemplo anterior, pode ter percebido
que talvez haja uma relacdo entre os quantificadores universal e existencial, de
um modo bem amplo. De fato, a negagdo da proposigdo JxP(x) é a proposicdo
Vx(—P(x)). Pois a fim de que JxP(x) seja falso, devemos ter P(x) falso para todo
x em seu dominio. Por outro lado, a negacdo da proposi¢ao VxP(x) é a proposicdo
dx(—P(x)). Pois agora, a fim de que VxP(x) seja falso, devemos ter P(x) falso
para algum x em seu dominio. O simbolo 7 é uma notagdo bastante comum para a
negacdo do quantificador existencial. O equivalente para o quantificador universal
janao é tdo comum.

Agora que ja entendemos os quantificadores, estamos prontos para formular
expressoes logicas mais complexas. Por exemplo, se P(x,y) é um predicado com
duas varidveis x e y cujos dominios sdo X e Y, respectivamente, entdo podemos
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considerar a seguinte proposicao:
Vx3yP(x,y) : Para todo x € X, existe y € Y para o qual é verdade que P(x,y).

De forma similar, podemos considerar a proposi¢ao 3xVyP(x,y), ou a proposigao
VxVyP(x,y), ou ainda a proposi¢do Ix3yP(x,y). Essas duas dltimas, no caso em
que as varidveis x e y possuem o mesmo dominio, é comum escrevermos apenas

Vx,yP(x,y) ou Ix,yP(x,y).

Atencdo especial deve ser dada a ordem dos quantificadores. Por exemplo, as
proposi¢des Vx3yP(x,y) e 3xVyP(x,y) nio sdo equivalentes. Por exemplo, se
P(x,y) é o predicado "x +y = 1", entdo Vx3JyP(x, y) é verdadeiro, pois para cada
x existe um y tal que x + y = 1. No entanto, 3xVyP(x,y) é falso, pois ndo existe

um x tal que x + y = 1 para todo y.

Leia o seguinte exemplo com atencdo, pois agora conseguimos conectar os
quantificadores com o conceito de limite que vocé viu ou verd em suas aulas de
célculo.

— Exemplo 2.30

A defini¢do de limite de uma fungdo real é comumente formulada com a ajuda
de quantificadores l6gicos. Por exemplo, suponha que f é uma fungéo real
definida em um intervalo aberto” contendo um ntimero real a.

Dizemos que alclg}z f(x) = L se é verdade que para todo nimero real ¢ > 0,
existe um numero real 6 > 0 tal que |f(x) — L| < ¢, sempre que x é um
namero real satisfazendo |x — a| < J (veja a Figura 2.1 para uma visualizagao).
Podemos escrever essa defini¢do da seguinte forma:

lim f(x) =L:Ve>0,36 >0,Vx e R (J[x—a| <J— |f(x) - L| <e).

xX—a

A negacdo da proposigdo acima entdo tem a seguinte forma:

lim f(x) #L:3e>0,V6 >0,Ix € R (|[x —a| <dA|f(x) —L| >¢).

X—a

Em particular, dizemos que o limite de f em a existe se L € lR(liLn f(x)=1L).
X—a

Portanto, o simples fato de que existe o limite de uma fun¢do em um ponto

especifico envolve o uso de quatro quantificadores 16gicos.

"Um intervalo aberto (c,d) é o conjunto {x e R: ¢ < x <d}, comc,d € R.
\_ J

Por fim, definimos um tdltimo quantificador que é uma variante do quantifica-
dor existencial e que é bastante utilizado em matemaética.
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a—-6 4 g5

Figura 2.1: Representagio visual da definicio de limite.

~ Definic¢ao 2.31

~
Seja P(x) um predicado e D o dominio de x. Denotamos por 3!x € D, P(x)
a proposicdo que afirma que P(x) é verdadeiro para exatamente um x € D.
Escrevemos J!x € D, P(x), corresponde a proposi¢ao dada pela seguinte
afirmacao:

dlx € D, P(x) : Existe umn tinico x € D para o qual é verdade que P(x).

Quando o dominio de x estiver claro pelo contexto, podemos escrever somente
J!xP(x) em vez de 3lx € D, P(x).
\

J

Em outras palavras, 3!xP(x) significa que 3xP(x) é uma proposi¢do verdadeira
e, adicionalmente, se x e y sdo varidveis para os quais P(x) e P(y) sdo ambos
verdadeiros, entdo devemos ter x = y. Podemos expressar isto da seguinte forma:

FxP(x) : (3xP(x)) A (Va, y((P(x) A P(y)) = (x = y)))-

— Exemplo 2.32 ~

Considere o seguinte predicado P(x), cujo dominio de x é o conjunto D =
{2,4,8,16,32,64}:

P(x) : x é um miimero primo.

Entdo a proposi¢do 3!xP(x) é verdadeira, pois existe apenas um nimero primo
pertencente ao conjunto D, a saber, x = 2. Mas digamos que o dominio de x é,
na verdade, o conjunto dos ntimeros inteiros positivos. Entdo, neste caso, a
proposicao 3!xP(x) é falsa, pois 2 e 3 sdo dois elementos no dominio de x para
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o qual P(x) é verdadeiro. Agora suponha que o dominio de x é o conjunto
D = {1,4,6,8,9,10,12}. Nesse caso, a proposi¢do 3!xP(x) também é falsa,
pois ndo existe nenhum x € D para o qual P(x) é verdadeira.

Note que a negacdo de 3'xP(x) é equivalente a dizer que P(x) é falso, para
todo x, ou que existem dois elementos distintos x e y no dominio para os quais
temos P(x) e P(y) ambos verdadeiros. Isto €,

~3P(x) : (Vx=P(x)) V (3x,y(P(x) AP(y) A (x # y))).

2.4 Estratégias de prova

Muitas vezes, a demonstracdo de uma propriedade matematica envolve a ma-
nipulagdo de sentengas que contém quantificadores. Nesta se¢do, exploraremos
como a estrutura dos quantificadores V e 3 orienta o fluxo de uma prova e como
podemos utilizar os conceitos de légica proposicional para validar afirmagdes que
dependem de varidveis em um dominio. Considere a seguinte proposicéo:

Proposicao 2.33
(Seja x € Z. Se 3x + 3 é par, entdo x é impar. ]

Vamos demonstrar a Proposicao 2.33 de trés formas diferentes: prova direta,

prova por contrapositiva e prova por contradi¢io. Note que ndo é necessdrio escrever a
Proposic¢do 2.33 como: P(x) : Vx € Z,3x + 3 é par — (x é impar). Utilizamos a
linguagem por extenso para facilitar a compreensao e fluidez da leitura.

2.4.1 Direta

Iniciamos com uma prova direta, que dadas proposi¢des p1, p2, . . . , Px que sabemos
que sdo verdadeiras como premissas, utilizamos as regras de l6gica proposicional
para concluir que uma proposigdo g é verdadeira. Por exemplo, na Proposigdo 2.33,
temos duas premissas (ou hipéteses): “x € Z” e “3x + 3 é par”. Nosso objetivo é
concluir que a proposi¢do “x é impar” é verdadeira.

Prova da Proposigio 2.33 - Direta. Suponha que x é um inteiro e que 3x + 3 é par.
Como 3x + 3 é par, existe k € Z tal que 3x + 3 = 2k. Assim, isolando o termo que
contém x, temos que

3x =2k—-3=2(k—-2)+1,
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que mostra que 3x é impar. Como o produto de dois nimeros (nos referimos aos
nameros 3 e x é impar se e somente se ambos sdo impares, e 3 é impar, entdo x
certamente é impar. [

Perceba que o que fizemos na demonstracdo acima foi provar uma série de
implicagdes logicas. De fato, considere as seguintes proposigdes:

* g: O produto de dois nimeros é impar se e somente se ambos sdo impares.

e r: 3 éimpar.

Note que a demonstracdo que fizemos da Proposic¢do 2.33, em que inicialmente
supomos que P;(x) e P,(x) sdo verdadeiras e nosso objetivo é confirmar Q(x).

Pl(x) AN Pz(x) — Pg(x) — P4(X).
Como Py(x) é verdadeira, temos

Py(x) NgAr — Q(x).

Mas concordemos que seria muito entediante ler uma prova como essa, espe-
cialmente dado que sabemos escrever uma prova bem mais fluida como a que
escrevemos na prova direta. Mas talvez vocé ainda assim ndo tenha ficado satis-
feito com a demonstragdo que apresentamos. Apresentamos a seguir uma outra
estratégia para demonstrar resultados matematicos.

2.4.2 Contrapositiva

Lembre da Defini¢do 2.19 que, dadas proposigdes p e g, a expressdo =g — —p é 0
que chamamos de contrapositiva da proposi¢do p — g. Na prova a seguir, vamos
utilizar essa estratégia para provar a Proposi¢do 2.33.

Prova da Proposigio 2.33 - Contrapositiva. Mostraremos, por contrapositiva, que se
x ndo é impar (ou seja, x é par), entdo 3x + 3 ndo é par (ou seja, 3x + 3 é impar).
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Assim, suponha que x seja um ntimero inteiro par. Assim, por definicdo, existe
um inteiro k tal que x = 2k. Portanto,

3x+3=3(2k)+3=6k+3=6k+2+1=2(3k+1)+1.

Note que como k é um inteiro, 3k + 1 também é um inteiro. Assim, Pela igualdade
acima, concluimos que 3x + 3 é impar. O

2.4.3 Contradicao

Apresentamos ainda uma outra forma de demonstrar resultados matematicos,
em que assumimos que o que queremos provar € falso e mostramos que isso
leva a uma contradi¢do, algum absurdo. Antes de apresentarmos a prova, vamos
inicialmente entender exatamente que proposigdo estamos querendo provar, que é
a seguinte proposicdo g em que P(x) e Q(x) sdo, respectivamente “3x + 3 é par” e
“x é impar”.

q:Vx e Z,P(x) — Q(x).

Lembre que, dadas proposigdes p e g, a expressdo —(p — q) é equivalente a p A —q.
Assim, nosso objetivo é equivalente a mostrar que a proposigao

g:Vx € Z,P(x)N=Q(x).

é verdadeira e é exatamente o que fazemos na demonstragdo a seguir.

Prova da Proposigio 2.33 - Contradi¢ido. Suponha, por contradi¢do, que 3x + 3 é par
e que x é par. Como x é par, existe um inteiro k tal que x = 2k. Assim, temos que

3x+3=3(2k) +3=6k+3=2(3k+1)+1.

Logo, 3x + 3 é impar. Porém sabemos, por hipétese, que 3x + 3 é par, uma
contradi¢do, uma vez que nenhum ntmero € par e impar ao mesmo tempo. Logo,
nossa suposicdo de que x é par estava errada, e portanto x é impar. [

Vale a pena refletirmos sobre o porqué da prova por contradicdo ser de fato
uma demonstragdo valida. Utilizamos a prova por contradi¢do para provar uma
afirmacédo do tipo p — g. Inicialmente supomos que a afirmacéo ¢ falsa, i.e.,
que p A =g (que é equivalente a —(p — q)) é verdadeira. Com isso, temos como
hipétese para utilizar em nossa prova que p e —q sdo verdadeiras. Utilizando
esses fatos e implicacdes l6gicas, obtemos novas proposicoes p1, p2, - - ., Pk, até que
chegamos a uma contradi¢do (uma proposicado cujo valor-verdade é sempre F. No
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caso, obtivemos a proposicdo “3x + 3 é par e 3x + 3 é impar”, que é falsa). Para uma
melhor visualiza¢do, note que seguimos a sequéncia abaixo de implica¢des légicas,
obtendo sempre proposi¢des verdadeiras, até que chegamos a uma contradigao.

~(p—=q)—=p1—o>p2—- = p—F

Mas como py, p2, ..., px sdo verdadeiras e a implicagdo py — F é verdadeira, a
Unica possibilidade de se obter uma contradigdo como obtemos é termos iniciado a
prova com uma proposicao falsa. Mas a proposi¢ao que comegamos foi —(p — g).
Portanto, como concluimos que —(p — ¢) ndo é vélida, sua negagdo, que é p — ¢,
é verdadeira.

2.5 Escolhendo a melhor estratégia de demonstracao

No caso da Proposic¢do 2.33, em que mostramos que se um nimero inteiro x é
tal que 3x + 3 é par, entdo x é impar, percebemos que todas as estratégias que
utilizamos nos forneceram provas simples. No entanto, a escolha da estratégia de
prova pode fazer a diferenca para conseguirmos demonstrar um resultado ou néo.
Vamos analisar o seguinte resultado simples.

Teorema 2.34
(Sejam X e y numeros reais positivos. Se xy > 100, entdao x > 10 ou y > 10. ]

Sem pensar muito, podemos imediatamente partir para uma prova direta.
Vamos analisar com cuidado a prova abaixo.

Prova direta do Teorema 2.34. Suponha que xy > 100. Queremos mostrar que x >
10 ou y > 10. Para isso, consideremos dois casos possiveis de valores para x:
certamente temos que ou x < 10 ou x > 10. Ora, mas se x > 10, entdo ja
obtivemos o que queriamos demonstrar, de modo que podemos assumir daqui
por diante que x < 10.

Como sabemos que x é positivo, podemos dividir ambos os lados da nossa
hipétese por x sem alterar o sinal da desigualdade, obtendo

100

y=>=

Sabendo que 0 < x < 10, temos 1/x > 1/10. Assim, multiplicando ambos os
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lados por 100 (que é positivo), obtemos

100 _ 100
— > — =10.
x — 10 0
Finalmente, concluimos que
> 1059
y=— =

Logo, y > 10. Portanto, mostramos que ou x > 10 ou y > 10, que ocorre sempre
que x < 10. Em ambos os casos temos x > 10 ou y > 10, como queriamos. [

Podemos nos dar por satisfeitos, mas vamos analisar como ficaria uma prova
por contradi¢do. O ponto chave que devemos entender é o seguinte: na prova
direta, supomos inicialmente que xy > 100, mas isso ndo nos fornece uma infor-
macdo imediatamente til. Foi preciso utilizar esse fato para obter y > 100/ x, mas
essa informagéo foi 1til somente apds percebermos que por podermos assumir
(nesse ponto da prova) que x < 10, que conseguimos combinar esses dois fatos
para mostrar que y > 10.

Mas se tentarmos provar o resultado por contradigdo, inicialmente consi-
deramos dois nimeros reais x e y quaisquer e assumimos que o resultado é
falso, isto é, que —(xy > 100) — (x > 10Vy > 10), que é equivalente a
xy > 100 A =(x > 10V y > 10), que é equivalente a xy > 100 A x < 10 Ay < 10,
que é a forma que iremos utilizar (ufa!). Mas assim, ja& come¢amos com trés propo-
si¢des para trabalharmos, xy > 100, x < 10 e y < 10, e nosso objetivo é chegar em
alguma contradi¢do. Vejamos como a prova por contradicdo fica simples, curta e
elegante nesse caso.

Demonstragio por contradigdo do Teorema 2.34. Dados inteiros positivos x e y, supo-
nha por contradi¢do que xy > 100 e

x<10ey < 10. 2.1)

Pelas desigualdades em (2.1), temos xy < 100, uma contradigdo com xy > 100. [

Mas caso vocé ainda ndo esteja satisfeito com nossa prova, vocé pode pensar
que talvez seja uma pessoa que ndo se dd muito bem com contradi¢des. Mas neste
caso vocé estd completamente certo. Ao buscar uma prova por contrapositiva, nos
deparamos com um argumento ainda mais simples.

Demonstragdo por contrapositiva do Teorema 2.34. Suponha que x e y sejam inteiros
positivos e que x < 10 e y < 10. Assim, xy < 100. [



Loégica Proposicional 46

Para que ndo passemos a impressdo de que sempre a prova direta é mais
complicada que a Demonstragao por contradicdo, e que essa é mais complicada
que a prova por contrapositiva, vamos analisar um outro resultado. Mais uma
vez, demonstraremos o mesmo resultado de trés maneiras diferentes. Motiva-
dos pelo exemplo anterior, podemos nos jogar diretamente em uma prova por
contrapositiva.

Teorema 2.35

Seja x um ntimero real. Se 0 < x < 1, entdo x* < x.

Demonstragio do Teorema 2.34 por contrapositiva. Suponha que x> > x. Queremos
mostrar que ndo vale que 0 < x < 1, mas isso é uma conjungao disfarcada, que
equivalea x > 0 e x < 1. Assim, nosso objetivo é provar que x < 0 ou x > 1.

2

Como x2 > x, temos que x~ — x > 0, que fatoramos da seguinte forma:

x(x—1) > 0.

Para que o produto de dois nimeros reais seja ndo negativo, existem duas possibi-
lidades, que analisamos a seguir, mostrando que temos x > 1 em um casoe x < 0
no outro.
Caso1l(x > 0ex —1 > 0): Por hip6tese, vale que x > 1.
Caso2 (x < 0ex—1<0): Por hipétese, temos x < 0.

Como no primeiro caso obtivemos x > 1 e no segundo caso x < 0, em ambos
0s casos conseguimos mostrar que x > 1 ou x < 0, como queriamos. L]

Agora que temos um pouco de experiéncia, talvez essa prova cause um certo
incomodo, talvez algo nos diga que ha uma prova mais simples. Por que esse
sentimento surge? Essencialmente, a 16gica nos for¢ou a transformar um problema
simples de desigualdade em um estudo de sinais de uma pardbola. A introdugéo
do conectivo “ou” exigiu uma ramificagdo em casos, aumentando a chance de
cometermos erros.

O problema de analisar uma disjun¢do some quando fazemos uma prova por
contradigdo, pois iremos supor que a hipétese x > 0 e x < 1 é verdadeira, e que
x2 > X.

Demonstragio por contradigdo do Teorema 2.34 por contradigdo. Suponha, por contra-
digdo, que x > 0ex < 1e que x> > x. Como x > 0 podemos dividir ambos
os lados da nossa suposigdo x> > x por x sem alterar o sinal da desigualdade,
obtendo x > 1, o que contradiz a hipétese de que x < 1. O
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Perceba que essa prova é consideravelmente mais clara e curta que a prova que
demos por contradi¢cdo. Mas no caso desse resultado, a prova direta consegue ser
ainda mais curta e simples.

Prova direta do Teorema 2.34. Suponha que x > 0 e x < 1. Como x é positivo, de
x < 1, temos que x> < x, como querfamos. O



CapiTuLO

Teoria basica de conjuntos

Para avan¢armos na matematica formal, precisamos de uma base sé6lida. A Teoria
dos Conjuntos nos fornece essa base.

— Definicdo 3.1

Um conjunto é, de forma intuitiva, uma cole¢cdo bem definida de objetos. Esses
objetos sdo chamados de elementos ou membros do conjunto e a relagdo de
pertinéncia é denotada por a € A (lé-se "a pertence a A"). A quantidade de
elementos de um conjunto A é chamada de cardinalidade de A e é denotada

por |A].

Por exemplo, a cardinalidade do conjunto A = {1,2,...,10} é |A| = 10.

Defini¢ao 3.2

Dizemos que um conjunto A é subconjunto de B, denotado por A C B, se todo
elemento de A também é elemento de B.

Vamos escrever A Z B para denotar que A ndo é subconjunto de B. E impor-
tante notar que, para todo conjunto X, temos que X C X, uma vez que, obviamente,
todos os elementos de X pertencem a X. No inicio, precisamos ter um cuidado
para ndo confundir elementos e subconjuntos de um conjunto. Por exemplo, para
o conjunto A = {1,2,3,{1},{1,4}} temos |A| = 5e {1,4} é um elemento de A
(ie., {1,4} € A) mas {1,4} ndo é subconjunto de A (i.e., {1,4} ¢ A), uma vez
que apesar de 1 € A, temos que 4 ¢ A. Por outro lado, devemos agora conseguir
perceber que {1} € Ae {1} C A.

48
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Mas nem todos os conjuntos tém uma quantidade finita de elementos. Ja
estamos acostumados com conjuntos assim, como por exemplo os conjuntos a
seguir que ja sdo de conhecimento de todos nés:

® Naturais: N = {1,2,3,... };
e Inteiros: Z =4...,-2,—-1,0,1,2,...};
* Racionais: Q = {x : existem inteiros pegcom g #0ex = p/q};

e [rracionais: nimeros que ndo podem ser expressos como razdo de dois intei-
ros, como \/E e T,

* Reais: R (o conjunto dos ntimeros que sdo racionais ou irracionais).

Por enquanto, vamos ficar apenas com essa nog¢do simplista sobre infinito. Ao final
deste livro trabalharemos esse fascinante topico com a atencdo que ele merece.
Tendo discutido conjuntos de cardinalidade infinita, precisamos falar do outro
extremo, de um conjunto de cardinalidade zero.

Defini¢ao 3.3

O conjunto vazio, denotado por &, é o tinico conjunto que ndo possui elementos,
tendo assim cardinalidade zero, i.e., |@| = 0.

Né&o confunda @ com {@}, que é um conjunto cuja cardinalidade é 1, pois
contém o conjunto vazio como elemento.

Em matemadtica, existem muitas formas tteis e préticas de se definir um con-
junto. Por exemplo, considere o conjunto A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14, 15}.
J& temos utilizado a notagdo natural {1,2,...,15} para denotar o mesmo conjunto.
Mas outras formas de definir o mesmo conjunto sdo

A={x:x€Zel <x<15},
A={x:xe€Nex <15}, e
A={x:xeNex<16}.

3.1 Operacoes com conjuntos

Algumas operagdes sdo essenciais entre conjuntos e podemos combina-las de
varias formas. Apresentamos a seguir algumas operagdes basicas sobre conjuntos.
Veja a Figura 3.1 para uma representacdo visual das operacdes definidas a seguir.
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— Definicao 3.4 N\

Dados conjuntos A e B, definimos as operag¢des de unido, intersecdo e diferenca
como segue.

e Unido: AUB={x:x € Aoux € B};

o Intersegio: ANB={x:x € Aex € B};

e Diferenca: A\B={x:x € Aex ¢ B}.
L J

Unido (AU B) Intersecdo (A N B) Diferenga (A \ B)
Figura 3.1: Diagramas de Venn representando as operagdes bdsicas com conjuntos.

Podemos generalizar essas operagdes naturalmente para multiplos conjuntos
Aq,..., Ay, como a unido desses n conjuntos, que é denotada por |Ji_; A;, além da
intersegdo deles, que é denotada por N ; A;.

Apresentamos um resultado classico que relaciona a cardinalidade da uniao
de conjuntos com a cardinalidade de suas interse¢des. Trata-se de um aperitivo
para algumas técnicas que exploraremos adiante no curso.

Teorema 3.5

Sejam A e B dois conjuntos finitos. A cardinalidade de A U B é dada por

|AUB| = |A|+|B| — |ANB|.

Demonstragio. Ao somarmos as cardinalidades |A| e |B| com o intuito de obter o
total de elementos da unido, estamos contabilizando os elementos que estdo em A
e os elementos que estdo em B. No entanto, acabamos contando os elementos da
intersecao A N B exatamente duas vezes (uma vez quando somamos |A| e outra
quando somamos |B|). Para corrigir essa contagem duplicada e obter exatamente a
quantidade de elementos de A U B, basta subtrairmos a cardinalidade da intersecao
|A N B| uma vez, chegando ao resultado desejado. O

Além de resultados envolvendo a cardinalidade de conjuntos, é importante
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estabelecer propriedades que regem as operagdes fundamentais. A proposigdo a
seguir descreve como a intersegdo se distribui em relagdo a uniao.

Proposicao 3.6

Dados conjuntos A, B e C, vale que

AN(BUC) = (ANB)U(ANC).

Antes de iniciarmos a prova, observe que para mostrar que dados conjuntos
X eY, temos X = Y, devemos mostrar que X C Y e Y C X, que indicam que
todo elemento de X é também elemento de Y e vice-versa. Assim, seguiremos essa
estratégia, dividindo nossa demonstracdo em duas partes.

Demonstragio da Proposicio 3.6. Provaremos inicialmente que AN (BUC) C (AN
B)U (A NC). Para isso, considere um elemento a € AN (B U C). Pela defini¢ao
de intersecdo, sabemos que a € A e que também vale quea € BUC. Comoa € A,
sea € B, temos que a € (AN B). Por outro lado, se a € C, temos quea € (ANC).
Portanto, concluimos quea € (AN B)U (ANC).

Resta demonstrar quesea € (ANB)U(ANC),entdoa € AN (BUC). De fato,
sea € (ANB)U(ANC),entdoa € ANBoua € ANC. Em ambos os casos, a € A.
Além disso, sea € AN B, entdoa € B, o que implicaa € BUC. Analogamente,
sea € ANC, entdoa € C, o que também implicaa € BUC. Portanto,a € A e
a € BUC, o que conclui a prova de quea € AN (BUC). O

Tiremos um momento para refletir sobre a relagio A C B entre conjuntos A
e B. Se comparamos com a relagdo de um ntimero inteiro ser menor ou igual a
outro, temos uma diferenca fundamental: para quaisquer dois ntimeros inteiros a
e b, sabemos que a < b ou b < a. Por outro lado, para quaisquer dois conjuntos
A e B, ndo é necessario que A C Bou B C A. Por exemplo, se A = {1,2,3} e
B = {2,3,4}, temos que A Z Be B Z A. Essa é uma observagado 6bvia, mas muito
importante. Trataremos bem dessas relagdes mais adiante quando discutirmos
ordens parciais e totais. Mas agora, consideremos a seguinte definicdo que trata
daqueles conjuntos A e B em que é verdade que A C Bou B C A.

Definicdo 3.7

Dizemos que dois conjuntos A e B sdo compariveis se A C Bou B C A, isto é,
se um deles estd contido no outro.
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3.1.1 Conjuntos comparaveis

Considere novamente um conjunto qualquer A com 7 elementos e considere o
problema de determinar o tamanho da maior quantidade de subconjuntos de A
que podemos formar de modo que sejam dois a dois comparaveis. Para facilitar
fazer referéncia a essa quantidade, dado um conjunto A, definimos a seguinte
quantidade.

Definicao 3.8

Seja A um conjunto qualquer. Defina

C(A): maior quantidade de subconjuntos de A que sdo dois a dois compardveis.

Assim, para resolver o problema em questdo, nossa tarefa é determinar o valor
de C(A) para qualquer conjunto A.

Quando nos deparamos com um problema como esse, uma ideia inicial é
observar alguns exemplos para tentar descobrir que valor estamos buscando. Bem,
sem pensar muito, podemos tentar verificar se a familia de todos os subconjuntos
possiveis de A é dois a dois comparédvel. Dado um conjunto A com n elementos,
quantos subconjuntos ele possui? Claramente, para cada elemento de A, temos
duas opgdes: ou ele estd ou ndo estd no subconjunto. Portanto, dado um conjunto
A com n elementos, podemos formar 2" subconjuntos distintos. Assim, 2" é
nosso primeiro palpite ingénuo para o valor de C(A). Porém, esse é um palpite
ruim, pois em qualquer conjunto com pelo menos 3 elementos existem pares de
subconjuntos que ndo sdo comparaveis. Por exemplo, para A = {1, 2,3}, temos
que os subconjuntos {1} e {2} de A ndo sdo comparaveis. Conseguimos assim
nossa primeira relagéo a respeito do valor de C(A). Mostramos que C(A) < 2" —1,
mas certamente conseguimos fazer bem melhor que isso.

Vamos entdo observar um conjunto A pequeno, considerando que n = 3,
somente para tentar ter uma ideia de como podemos construir uma grande colegao
de subconjuntos comparéaveis. Por exemplo, seja A = {ay,a2,43} um conjunto
qualquer com 3 elementos, percebemos facilmente ser possivel formar uma colecdo
com 3 subconjuntos de A que sdo dois a dois comparéveis. De fato, considere a
colecdo de subconjuntos de A a seguir.

A= {m} a1, a2}, {m, 32,05 }}.

Note que quaisquer dois conjuntos de A sdo comparaveis. Assim, conseguimos
uma colegdo de 3 subconjuntos de A que sdo dois a dois comparaveis.
Tentemos agora estender a ideia discutida anteriormente para conjuntos A com
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n elementos, para qualquer ntimero natural 7, e ndo somente n = 3. Para tanto,
dado um conjunto A = {ay,ay,...,a,}, considere a cole¢do

A= {{al}/ {a1/a2}/- sy {a]_/aZI' . -/an—l}/ {a1/a2/- . '/an—]_/ai’l}}

e perceba que quaisquer dois conjuntos de A sdo comparéveis. Veja a Figura 3.2
para um esquema visual de A. Conseguimos obter uma colegado de n subconjun-

Az
Ay
Ay
[ ) [ ] [ [ ]
ay ar as Ay

Figura 3.2: Representagio de uma familia de subconjuntos de A em que quaisquer dois elementos
sdo compardveis, com Ay C Ay C --- C Ay,

tos de A que sdo comparaveis. Mas serd entdao que C(A) = n? Lembrando da
definicdo de C(A): "maior quantidade de subconjuntos de A que sdo dois a dois
comparaveis", percebemos que o que acabamos de demonstrar foi que C(A) > n,
pois mostramos que sempre existem 1 subconjuntos de A que sdo dois a dois com-
parédveis. Mas entdo lembramos que dois conjuntos sdo comparaveis se um estd
contido no outro e que o conjunto vazio é subconjunto de qualquer conjunto. Ora,
entdo podemos adicionar o conjunto vazio em nossa cole¢do! Assim, ja sabemos
que C(A) > n + 1, pois na familia a seguir, qualquer par de seus elementos (que
sdo subconjuntos de A) sdo comparéaveis.

A — {®/ {al}l {a1/a2}/ ey {ﬂl,ﬂz, ‘e /ai’l—l}l {ﬂl,ﬂz, ceey 0p—1, a?l}}'

Mas sera que agora acertamos? Talvez exista alguma cole¢do maior de subconjun-
tos de A em que seus elementos sejam dois a dois comparaveis.

No teorema a seguir demonstramos que também vale que C(A) > n+1,
de onde concluimos entdo que C(A) = n + 1. Para demonstrar esse resultado,
faremos o seguinte: vamos provar que toda cole¢do com 7 + 2 subconjuntos de A
sempre vai ter dois desses subconjuntos que ndo sdo compardveis. Dessa forma, a
maior quantidade possivel desses subconjuntos é n + 1.

Teorema 3.9

Seja A um conjunto com 7 elementos. Entdo C(A) < n + 1.
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Demonstragido. Mostraremos que para toda familia A = {A;, Ay..., Ays2} de
n + 2 subconjuntos de A, existem dois subconjuntos A; e A; de A que sdo ndo
comparaveis. Seja A; C A um elemento qualquer de A. Como A tem n elemen-
tos, a cardinalidade de A; pode assumir valores no conjunto {0,1,2,...,n}, que
tem cardinalidade n 4+ 1. Logo, existem n 4 1 cardinalidades possiveis para os
elementos de .A. Mas como A tem 7 + 2 elementos, entdo obrigatoriamente dois
elementos de A, digamos A; e A, certamente tém a mesma cardinalidade. Mas
note que como A; e A; sdo conjuntos distintos, € impossivel que tendo a mesma
cardinalidade eles estejam um contido no outro. Portanto, concluimos que A; e A;
nao sdo compardveis. Com isso, concluimos a prova do teorema. O

3.1.2 Mais operacoes e identidades fundamentais

Além das trés operagdes fundamentais ja apresentadas, existem outras constru-
¢Oes essenciais na Teoria dos Conjuntos. A fim de expandirmos nossa caixa de
ferramentas, vamos definir um conjunto de referéncia, em que os elementos de
todos os conjuntos que estamos trabalhando vao fazer parte. Em muitos contextos,
todos os conjuntos discutidos sdo subconjuntos de um conjunto fixo maior.

Definig¢ao 3.10

Um conjunto universo (ou simplesmente universo), denotado por U, é o conjunto
que contém todos os elementos da discussao aplicavel.

Por exemplo, em uma disciplina em uma universidade, precisamos ter controle
de diversos conjuntos de alunos, como aqueles que foram aprovados, os que
ficaram de recuperacgdo ou os que precisam de ajuda em um determinado tépico.
Mas todos esses conjuntos tém em comum a propriedade que seus elementos sdo
todos alunos da disciplina, que é o conjunto universo em questdo. Com isso em
mente, podemos definir a operagdo de complementar.

~ Defini¢ao 3.11 N

Dados conjuntos U e A C U, o complementar de A, denotado por A° (ou A), é
o conjunto de todos os elementos de U que ndo pertencem a A, i.e.,

A=U\A={xelU:x ¢ A}.
\_ .

As operagdes de unido, interse¢do e complementar interagem entre si de ma-
neiras muito bem comportadas. Duas relagdes importantes da teoria de conjuntos
mostram como o complementar se distribui invertendo as operagdes de unido e
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intersecao.

~ Teorema 3.12 ~

Sejam A e B subconjuntos de um conjunto U. Entao:
1. (AUB)¢ = A°N B

2. (ANB)t = A°UB".
\ J

Demonstragido. Provaremos aqui somente a primeira igualdade e deixamos a de-
monstragdo da segunda igualdade, que segue um raciocinio analogo, como exer-
cicio. Para mostrar que (A U B)¢ = AN B, mostraremos a inclusdo nos dois
sentidos.

Primeiro, mostraremos que (AU B)¢ C A°N B°. Seja x € (AUB)°. Por
defini¢do de conjunto complementar, temos que x ¢ A U B. Consequentemente,
x ndo pode pertencer a A e também ndo pode pertencer a B (pois se pertencesse
a qualquer um dos dois, ele estaria na unido A U B). Logo, x € Ae x € B. Isso
implica diretamente que x € A e x € B“. Pela definicdo de intersecdo, concluimos
que x € A°N B

Agora, mostraremos que A° N B C (AU B)°. Seja x € A° N BC. Isso significa
quex € A°ex € B, ouseja, x € Aex ¢ B. Como x ndo pertence a nenhum dos
dois conjuntos, ele certamente ndo pertence a unido deles. Logo, x € AU B, o que
por sua vez significa que x € (A U B)°.

Como provamos a inclusdo em ambos os sentidos, concluimos que os conjuntos
(AUB)‘ e A°N B sdo iguais. O

Outra operacdo extremamente ttil, com aplica¢des diretas na Ciéncia da Com-
putacdo (por sua forte relacdo com o operador l6gico XOR), é a diferenca simétrica.

— Definicao 3.13 N\

A diferenga simétrica entre dois conjuntos A e B, denotada por AAB, é o conjunto
de elementos que pertencem a A ou a B, mas ndo a ambos, i.e.,

AAB = (A\ B)U (B\ A).

E um excelente exercicio de fixacdo verificar que a diferenca simétrica também

pode ser expressa de uma segunda forma: AAB = (AUB) \ (AN B).

Uma tdltima operagdo que descrevemos neste capitulo é a operagdo de produto
cartesiano, que é uma operacdo entre conjuntos que, dados conjuntos A e B, gera
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um novo conjunto A x B que é formado por todos os pares ordenados (a,b) em
queac Aeb € B.

— Defini¢ao 3.15 N

Dados dois conjuntos A e B, o produto cartesiano de A e B, denotado por A x B,
é o conjunto formado por todos os pares ordenados (a,b) em que o primeiro
elemento a pertence a A e o segundo elemento b pertence a B. Formalmente,
kA><B:{(a,b) |a€e Aeb € B}.

J

Diferente de um conjunto {4, b}, a ordem dos elementos importa fundamental-
mente em um par ordenado. Ou seja, se a # b, entdo o par (a,b) é estritamente

diferente do par (b, a).




CapiTuLO

Principio da Casa dos Pombos

Apresentamos aqui um principio simples, mas fundamental na matemdtica. Mesmo
com pouquissima informagdo sobre um problema, muitas vezes somos capazes de
obter informacdes importantes para a resolu¢do do problema. Uma das ferramen-
tas que nos permitem obter informagdes valiosas é o Principio da Casa dos Pombos
(ou Principio das Gavetas de Dirichlet).

A intuicdo por tras desse principio é muito simples: se existem mais pombos
que casas de pombos e todos os pombos entrarem em alguma casa, entdo uma
casa obrigatoriamente terd mais de um pombo. Podemos escrever esse principio
de forma mais precisa como no resultado a seguir, que futuramente enunciaremos

de forma mais precisa com fungdes.

— Teorema 4.1 (Principio da Casa dos Pombos) N

Sejam 7 e k inteiros positivos. Se n pombos sdo distribuidos em k caixas entdo
vale o seguinte:

(i) Se n > k, entdo pelo menos uma caixa tem mais de um pombo;

(ii) Se n < k, entdo pelo menos uma caixa esta vazia.
L J

Prova do Teorema 4.1. Vocé percebera que uma demonstragdo por contradic¢do é
ideal para esse resultado. Sejam ky, . .., kx as quantidades de pombos nas k casas.
Comecemos provando (i). Seja n > k e suponha por contradi¢do que ndo existe

57
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Caixa 1l Caixa 2 Caixa 3

Pombos (n): 4
Casas (k): 3
Conclusdo: pelo menos 1 caixa com 2 pombos.

Figura 4.1: Visualizagdo do Principio da Casa dos Pombos paran = 4 ek = 3.

nenhuma caixa com mais de um objeto. Entdo temos que

k
Zki§21:k<n.

i=1 i=1

Por outro lado, como todos 0os pombos entram em alguma casa, temos que

Combinando (4.1) e (4.2), obtemos

k
n= Zki <mn,
i=1

uma contradigao.

(4.1)

(4.2)

Para provar (ii), seja n < k e suponha por contradigdo que ndo existe nenhuma

caixa vazia. Assim, utilizando (4.2), temos que n = Zi'(:l ki > k > n, uma

contradicdo.

]

Se estivermos atentos, perceberemos que a conclusdo (i) do Teorema 4.1 na

verdade é mais forte. Conseguimos muitas vezes garantir que em uma caixa temos

ndo somente 2 objetos, mas varios. Para podermos descrever perfeitamente essa

versdo, precisamos definir dois conceitos simples, mas fundamentais: o piso e teto

de um ntimero real.
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— Definicao 4.2 N\
Dado x € R, definimos o teto e o piso de x, denotados respectivamente por [ x|
e | x|, como

[x] =min{n € Z | n > x};

|x] =max{n € Z | n < x}.
\_ .

Com essas defini¢des em maos, podemos perceber que na verdade, o Principio
da Casa dos Pombos pode ser enunciado da seguinte forma, que conclui algo mais
forte que o Teorema 4.1 (veja a Figura 4.2).

— Teorema 4.3 (Versdo mais forte do Principio da Casa dos Pombos) ———

Sejam n e k inteiros positivos. Se n objetos sdo distribuidos em k caixas entao
(i) pelo menos uma caixa tem pelo menos [n/k]| objetos;

(i) pelo menos uma caixa tem no maximo |n/k| objetos.

Experimente provar esse resultado.

e o ° ° ° °
o [ ] [ ] [ ] [ J [ ] [ J [ ] [ ] [ ]
Caixa 1 Caixa 2 Caixa 3 Caixa 4 Caixa 5

Pombos (n): 16
Casas (k): 5
Concluséo: pelo menos 1 caixa com > [16/5] = 4.

Figura 4.2: Visualizagio da versdo forte do Principio da Casa dos Pombos paran = 16 e k = 5.

4.1 Aplicacoes do Principio da Casa dos Pombos

Vamos explorar alguns exemplos simples, do cotidiano, bem como alguns exem-
plos matemadticos abstratos, para entendermos bem como aplicar o Principio da
Casa dos Pombos. No inicio, pode ndo ser imediato como associar caixas e pombos
a estruturas de nosso problema. Mas rapidamente nossa mente estard acostumada
com problemas desse tipo e essa associacdo serd feita tranquilamente. Comecemos
com um exemplo bem simples.
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A partir de agora, iremos nos referir a um resultado simples por "Afirmacado".

Afirmagao 4.4

Em uma grande metrépole como Sdo Paulo, existem pelo menos duas pessoas
com exatamente o mesmo nimero de fios de cabelo na cabeca.

Demonstragdo. Para aplicar o principio, precisamos identificar quem sdao os pombos
e quem sdo as casas em nossa modelagem do problema.

* As Casas: A biologia nos diz que o nimero méaximo de fios de cabelo
na cabega de um ser humano certamente ndo passa de 199.999. Podemos
considerar que os niimeros possiveis de fios de cabelo (de 0 até 199.999)
representam as nossas “casas”, totalizando k = 200.000 casas.

* Os Pombos: A populacdo da cidade de Sdo Paulo tem mais de 11 milhges e
300 mil habitantes. Nossos “pombos” sdo os habitantes, logo, n > 11.300.000.

Como o ntimero de habitantes (1) é imensamente maior que o ntimero de quanti-
dades possiveis de fios de cabelo (k), o Principio da Casa dos Pombos ndo deixa
margem para dividas: existem duas pessoas com o mesmo ntmero de fios de
cabelo. O

Uma vez que aprendemos a versdo mais forte do Principio da Casa dos Pombos
(Teorema 4.3), ja conseguimos imaginar que na verdade mais que 2 pessoas devem
ter a mesma quantidade de fios de cabelo. De fato, pelo Teorema 4.3 (item (i)), pelo
menos uma caixa tem pelo menos [7/k| objetos, que em nosso caso implica

[11.300.000/200.000] = [56,5] = 57

pessoas com a mesma quantidade de fios de cabelo.

Ap6s provar um resultado, devemos sempre nos questionar se a conclusao
obtida é a mais forte possivel. No exemplo anterior, concluimos corretamente
que existem pelo menos 2 pessoas com a mesma quantidade de fios de cabelo.
Mas essa conclusdo ndo é a mais forte possivel, pois como verificamos, na
verdade existem pelo menos 57 pessoas com a mesma quantidade de fios de

cabelo.

O exemplo a seguir ilustra como o Principio da Casa dos Pombos nos ajuda a
encontrar garantias em problemas de contagem, eliminando qualquer dependéncia
do acaso.
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— Afirmacao 4.6 N\

Sejam k, ¢, e m inteiros positivos. Na gaveta de um quarto totalmente escuro ha
k meias pretas, £ meias brancas e m meias azuis (todas soltas e misturadas). O
nuimero minimo de meias que devemos retirar para formar um par da mesma

cor é 4.
J

Demonstragio. A intuigdo inicial poderia sugerir o calculo de proporg¢des ou anali-
sar a sorte, mas basta utilizar o Principio da Casa dos Pombos.

* As Casas: As cores disponiveis definem nossas restri¢des: preto, branco e
azul. Temos m = 3 casas.

* Os Pombos: As meias que vocé tira da gaveta. Queremos saber quantos
pombos (n meias) precisamos retirar para garantir que 2 pombos (meias)
estejam na mesma casa (tenham a mesma cor).

Se vocé retirar 3 meias (pombos), o pior cendrio possivel é ter o maior azar do
mundo e retirar exatamente uma meia de cada cor, preenchendo as 3 casas. Mas,
ao retirar a quarta meia (n = 4), passamos a ter 4 pombos para 3 casas. Obrigatori-
amente, pelo Teorema 4.1, essa quarta meia terd que combinar com a cor de uma
das trés meias retiradas anteriormente. Logo, a resposta para garantir um par é
4. O

Podemos também aplicar o Principio da Casa dos Pombos em problemas de
geometria, Como veremos a seguir.

Afirmacao 4.7

Seja Q um quadrado de lado 2. Se 5 pontos sdo colocados em qualquer lugar
dentro ou na borda de Q, entdo sempre havera pelo menos dois pontos cuja
distancia geométrica entre eles seja no maximo /2.

Demonstragdo. Divida o quadrado Q de lado 2 em quatro quadrados menores e
congruentes, de lado 1, como na Figura 4.3. Estas serdo as nossas m = 4 casas.
Temos n = 5 pontos (nossos pombos) que foram distribuidos dentro de Q.

Como n > m, o principio garante que pelo menos um desses 4 quadrados
menores deverd conter dois ou mais pontos em seu interior (ou fronteira). Agora,
avaliemos a geometria dessa regido restrita: qual é a distancia maxima possivel
entre dois pontos confinados em um mesmo quadrado de lado 1?

Pelo Teorema de Pitadgoras (Teorema 1.2), a maior distancia ocorre quando
os pontos habitam vértices opostos, correspondendo a medida da diagonal do
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1 1

Figura 4.3: Quadrado de lado 2 subdividido em quatro quadrados de lado 1.

quadrado menor, que é v/ 12 + 12 = /2. Portanto, a distancia entre os dois pontos
confinados nesse quadrado menor é no maximo /2. O

O exemplo a seguir ilustra uma estratégia que faz uso da interse¢ao de conjun-
tos, juntamente com o Principio da Casa dos Pombos, para provar um resultado
numérico sobre pares de inteiros. Essa é uma ideia simples e interessante, que é
atil em outros contextos.

Afirmacao 4.8

Em qualquer conjunto de n + 1 inteiros distintos em [2n] = {1,2,...,2n},
existem dois ntimeros cuja soma é 2n + 1.

Demonstragio. Seja A C [2n] um conjunto com # + 1 elementos. Queremos provar
que existem dois elementos distintos x,y € A tais que x +y = 2n + 1.
Vamos construir um novo conjunto B formado pela diferenca entre 2n + 1 e os
elementos de A:
B={2n+1—-a:a€c A}.

Note que, como todo elemento de A pertence a [2n], temos 1 < a < 2n e,
portanto, 1 < 2n+1—a < 2n. Logo, os elementos de B também pertencem
ao mesmo universo, ou seja, B C [2n]. Além disso, cada elemento de A gera
exatamente um elemento em B. Logo, temos que |B| = |A| = n + 1. Portanto,

|A|+|Bl|=(n+1)+(n+1) =2n+2>2n = |[2n]|.

Assim, sabemos (pelo Principio da Casa dos Pombos) que AN B # &, de modo
que existe pelo menos um elemento k € AN B.

Como k € B, sabemos que k = 21 + 1 — a para algum a € A (pela definigdo do
conjunto B), de onde concluimos que

a+k=2n+1. (4.3)
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Por outro lado, como a e k sdo elementos de A, encontramos dois elementos do
nosso conjunto original cuja soma resulta em 2n + 1.

Resta garantir que a # k. Mas se tivéssemos a = k, entdo a + k é par, contradi-
zendo (4.3). Portanto, a # k e assim concluimos que sempre havera pelo menos
dois ntiimeros distintos escolhidos cuja soma totaliza 2n 4 1. O

Finalizamos este capitulo discutindo conjuntos livres de soma, em que utilizamos
[n] para denotar o conjunto {1,2,...,n}.

Definicao 4.9

Um conjunto A C [n] é livre de soma se x +y ¢ A para quaisquer x,y € A.

Por exemplo, o conjunto C = {1, 3,7} é livre de soma, pois a soma de quaisquer
dois elementos de C resulta em um elemento que ndo estd em C. De fato, o conjunto
S={1+1,143,1+7,34+3,3+7,7+7} = {2,4,6,8,10,14} ndo contém nenhum
elemento de C. Mas sera que é possivel encontrar um conjunto livre de soma
A C [n] com mais elementos?

Sabemos que a soma de quaisquer dois impares é um ntimero par. Assim, o
conjunto de todos ntiimeros impares em [n] é livre de soma e tem [1/2] elementos
(tenha certeza que vocé estd convencido desse fato). Mas a mesma pergunta que
fizemos anteriormente persiste: é possivel encontrar um conjunto livre de soma
A C [n], mas agora com mais do que [n/2] elementos? J& estd claro qual é a
pergunta interessante: qual o maior tamanho possivel para um conjunto livre de
soma em [n]?

Mas o conjunto que encontramos, dos impares, parece ser o maior possivel.
De fato, aqui nossa intuicdo esté certa e demonstramos isso a seguir. Iremos nos
inspirar na ideia que utilizamos na demonstra¢do da Afirmagao 4.8.

Teorema 4.10

Seja n um inteiro positivo. Se A C [n] é livre de soma, entdo |A| < [n/2].

Demonstragio. Seja A C [n] um conjunto livre de soma e suponha por contradi¢do
que |A| > [n/2]. Sejam = max{a : a € A} e defina o conjunto das diferengas em
relagdo a m, excluindo a diferenga m — m = 0, pois queremos que esse conjunto
tenha cardinalidade |A| — 1:

B={m—a:aeA\{m}}.

Note que, pela escolha de m, todos os elementos gerados em B sdo estritamente
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maiores que 0. Além disso, como o menor elemento possivel de A é no minimo
1, o maior elemento de B é estritamente menor que m. Como A C [n], temos que
m < n. Portanto, B C [n]. Note também que, como mencionamos, |B| = |A| — 1.
Portanto,

|A| + |B| >2g] >n+1>n

Pelo Principio da Casa dos Pombos, sabemos entdo que existe k € [n] que pertence
a A e B. Como k € B, temos pela construgdo de B que k = m — a para alguma € A.
Assim, comoa € Aek=m—a € A, temos quea +k =m € A, contradizendo o
fato de A ser livre de soma. Portanto, concluimos que |A| < [n/2]. O

Em todos os exemplos que discutimos, o Principio da Casa dos Pombos atua
como uma ferramenta de garantia de existéncia. Ele nos prova, sem qualquer
sombra de davida, que algo deve ocorrer. No entanto, isso ndo significa que
sabemos quais sdo as estruturas que garantimos a existéncia. Por exemplo, no
exemplo sobre pessoas e fios de cabelo, sabemos que existem pelo menos 56
pessoas com o mesmo numero de fios de cabelo, mas ndo sabemos quais sao

€ssas pessoas.
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