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Conceitos essenciais

Um grafo G = (V, E) é uma estrutura composta por um conjunto de vértices V e
um conjunto de arestas E que é formado por pares de vértices. Muitas vezes vamos
representar uma aresta e = {u, v} simplesmente como uv. Dado um grafo G, denotamos
por V(G) o conjunto de vértices de G e por E(G) o conjunto de arestas de G. Por
simplicidade, escrevemos v(G) e e(G), respectivamente, para |V (G)| e |[E(G)|, i.e., v(g)
e (@) denotam, respectivamente, a quantidade de vértices e arestas do grafo G. A
ordem de um grafo GG ¢ a quantidade de vértices de G. Normalmente representamos um
grafo graficamente como um conjunto de pontos (os vértices) e um conjunto de linhas
conectando pares de pontos (as arestas). O complemento de um grafo G = (V, E) é o
grafo G = (V, E'), onde uma aresta estd em E’ se e somente se nio estd em E. Veja a

Figura 1.1 para exemplos de representacao grafica de grafos.
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Figura 1.1: Representacao grafica de dois grafos.



1.1 Adjacéncias e incidéncias

Seja e = uv uma aresta de um grafo G. Dizemos que os vértices u e v sao vizinhos e
que sao vértices adjacentes. Assim, o vértice u é adjacente ao vértice v e vice-versa.
Os vértices u e v sao chamados de extremos da aresta uv. Arestas com um extremo em
comum, i.e., arestas com intersecao em um vértice, sao ditas adjacentes. Relacionamos

vértices e arestas dizendo que a aresta uv incide em u e em v.

Arestas que possuem os mesmos extremos sao chamadas de arestas maltiplas, e
arestas cujos dois extremos sao o mesmo vértice, i.e., arestas do tipo uu, sao chamadas
de lago. Grafos simples sao grafos que nao possuem lacos nem arestas multiplas. A

menos que indicado em contrario, os grafos considerados aqui sao simples.

O grau de um vértice v de um grafo G, denotado por dg(v), é a quantidade
de vizinhos do vértice v. Ja o conjunto dos vizinhos de v, a wvizinhanca de v, é
denotado por Ng(v). Dado um conjunto X C V(G), definimos a wvizinhan¢a de X
como Ng(X)=U

utilizamos simplesmente as notagoes d(v) e N(v), e fazemos o mesmo com todas as

rex Ne(x). Quando estiver claro a que grafos estamos nos referindo,
notagoes em que G estd subscrito. Um vértice sem vizinhos, isto é, de grau 0, é chamado
de wvértice isolado. O grau minimo de um grafo G, denotado por §(G), é o menor grau

dentre todos os vértices de G, i.e.,
d(G) =min{d(v) : v € V(G)}.

O grau mdazimo de G, denotado por A(G), é o maior grau dentre todos os vértices de
G, i.e.,
A(G) = max{d(v) : v € V(G)}.

Por fim, o grau médio de GG, denotado por d(G), é a média de todos os graus de G, i.e.,

d(G) = —Z”eg(g)d(”).

Na Figura 1.2 temos um grafo exemplificando os conceitos de graus minimo, maximo

e médio.
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Figura 1.2: Grafo G onde sao indicados os graus dos vértices e os graus minimo, maximo
e médio de G. Além disso, exemplificamos os conceitos de vizinhanca, adjacéncia e
incidéncia.

Apresentamos agora uma proposi¢ao simples, mas muito importante, que relaciona

a soma dos graus de um grafo G a quantidade de arestas de G.

Proposicao 1.1

Dado um grafo G, temos que

> d(v) = 2¢(G).
)

veV (G

Demonstracao 1 (Indu¢do na quantidade de vértices) - Proposi¢io 1.1. Seja G um grafo
com n vértices. Vamos provar a proposicao por inducao na quantidade de vértices

de G. Para a base, note que quando GG possui somente um vértice, o grafo nao tem



arestas, de modo que o resultado é vélido. Suponha que para qualquer grafo G’ com
menos que n vértices temos - v (g dar(v) = 2e(G).
Remova um vértice w de G obtendo um grafo G’ com n — 1 vértices. Note que,

como G’ contém os mesmos vértices de G com excecao do vértice w, temos que

Z de(v Z der (v (1.1)

veV(G’) veV(G")

A validade da igualdade acima segue do fato de existirem dg(w) vizinhos de w em G'.
Por hipétese de indugao, sabemos que »_,cy (o) dar(v) = 2¢(G"). Utilizando esse

fato juntamente com (1.1), obtemos

ZdG ) = de(w Z de:(v

veV (G veV(G’)

= dg(w) + | da(w)+ > do(v)

veV(G")
= 2dg(w) + 2e(G')
= 2¢(@),
onde a tltima igualdade segue do fato de e(G) = e(G’) + dg(w). O

Muitas vezes existem diversas demonstragoes para um mesmo resultado. A seguir
apresentamos uma segunda demonstragao, também por inducgao, mas dessa vez na

quantidade de arestas do grafo.

Demonstrac¢ao 2 (Indugdo na quantidade de arestas) - Proposi¢ao 1.1. Vamos provar
a proposicao por inducao na quantidade de arestas do grafo G. Para a base, note que
quando G nao tem arestas o resultado é valido. Suponha que para qualquer grafo G’
com menos que e(G) arestas temos Y,y dar (v) = 2e(G).

Remova uma aresta uv de G obtendo um grafo G’ com e(G’) = e(G) — 1 arestas.
Note que, como G’ contém os mesmos vértices de GG e exatamente uma aresta a menos,

temos que

Y de(w)y =2+ ) de(v). (1.2)



Pela hipétese de inducao, concluimos que

D da(v) =2+ 2e(G) = 2(e(G') + 1) = 2¢(G). (1.3)

veV(G)

Abaixo apresentamos uma prova ainda mais simples para a Proposicao 1.1, baseada
em uma observagao sobre a relagao entre a soma dos graus e a quantidade de arestas

de um grafo.

Demonstracao 3 - Proposicao 1.1. Como cada aresta é um conjunto de dois vértices,
ao somar os graus de G cada aresta é contada duas vezes nessa soma. Por exemplo, ao
somar todos os graus, uma aresta uv é contada uma vez ao somar o grau de u e outra

vez ao somar o grau de v. Assim, temos que Y (g da(v) = 2e(G). O

Temos o seguinte corolario da Proposigao 1.1.

Corolario 1.2

Todo grafo tem uma quantidade par de vértices de grau impar.

Demonstrag¢ao. Suponha por contradigao que existe uma quantidade impar de vértices
de grau impar. Notando que a soma de uma quantidade impar de niimeros impares é

sempre igual a um niimero impar, temos

> d(v) =2k + 1 (1.4)

veV(G), d(v) é impar

para algum inteiro £ nao negativo. Mas a soma de uma quantidade par de ntimeros

pares é sempre um numero par. Assim, temos

> d(v) = 20 (1.5)

veV(Q), d(v) é par

para algum inteiro ¢ nao negativo. Utilizando a Proposi¢ao 1.1 e combinando (1.4)



e (1.5) temos o seguinte:

2e(G) = Y dv)
ev(

G)
= > d(v) + > d(v)

veV(Q), d(v) é impar veV(Q), d(v) é par
=2k+1)+2
=2k+0)+1
Portanto, como 2¢(G) é par e 2(k + ¢) 4+ 1 é impar, temos uma contradigao. O

Um outro resultado sobre os graus dos vértices de um grafo é apresentado a seguir.
Proposicao 1.3

Todo grafo G com v(G) > 2 contém dois vértices com mesmo grau.

Demonstracao. Seja n a quantidade de vértices de (G. Suponha por contradicao que
todos os graus de vértices de GG sao diferentes entre si. Assim, a tnica possibilidade é
que os graus sejam, exatamente, 0,1,...,n—1, que sao todos os graus possiveis. Porém,
como existe vértice v com grau n — 1, sabemos que v é adjacente a todos os outros

vértices de GG, uma contradicao com o fato de existir um vértice de grau 0 em G. [

1.2 Subgrafos

Um grafo H é subgrafo de um grafo G se V(H) C V(G) e E(H) C E(G). Dizemos
também que G contém H, e escrevemos H C G para denotar essa relacao. Um subgrafo
proprio H de G é um subgrafo de G tal que V(H) # V(G) ou E(H) # E(QG).

Um sugrafo H de um grafo G é gerador se V(H) = V(G). Dado um conjunto de
vértices X C V(G) de um grafo G, o subgrafo de G induzido por X, denotado por
G[X], é o subgrafo H de G tal que V(H) = X e F(H) é o conjunto de arestas de G' com
os dois extremos em X, i.e., E(H) = {uv : uv € E(G) ¢ u,v € X}. Similarmente, se
F é um subconjunto de arestas de GG, entao o subgrafo de G induzido por F', denotado
por G[F], é o subgrafo H de G tal que E(H) = F e V(H) é o conjunto de vértices de

G que sao extremos de alguma aresta de F, i.e., V(H) = {v : existe u com uv € F'}.



Quando conveniente, denotamos por G — X e GG — F', respectivamente, os grafos obtidos
de G pela remocao de X e F,ie., G— X =G[V\X|eG—F =G[E\ F|. Ademais,
dado um grafo G = (V, E) e um conjunto de vértices X’ que nao estd em V e um
conjunto de arestas I’ que nao estd em E (mas é formado por pares de vértices de G),
denotamos por G + X' e G + F’, respectivamente, os grafos obtidos de G pela adigao
de X'e Fllie, G+ X' =(VUX'E)eG+F = (V,EUF').

Na Figura 1.3 temos exemplos de subgrafos induzidos, préprios e geradores.
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Figura 1.3: Subgrafos induzidos, proprios e geradores.

1.3 Passeios, trilhas, caminhos e ciclos

Um caminho é um grafo P = (Vp, Ep) onde Vp = {vy,...,vx} é um conjunto de

vértices distintos e Ep = {vv;41 : 1 < i@ < k — 1}. Muitas vezes representamos

um caminho pela sequéncia de vértices vy, ..., v, onde vamos escrever simplesmente
P = vy,..., v para representar o caminho P. O grafo P + {v vy}, obtido de um
caminho P = (Vp, Ep) com Vp = {vy,..., v} e a aresta vjv; é chamado de ciclo. Um

ciclo de comprimento n é denotado por C,. Quando conveniente denotaremos um ciclo
C,, por sua sequencia natural de vértices v, ..., v,,v;. Um ciclo é par se possui uma
quantidade par de vértices, e é impar se possui uma quantidade fmpar de vértices.
Dado um grafo GG, uma trilha de G é uma sequéncia de vértices vy, ..., v, tal que
vvi11 € E(G) para todo 1 <i <k — 1 e todas essas arestas sao distintas (pode haver

repeticao de vértices). Um passeio de G' é uma sequéncia de vértices vy, ..., vy tal que



vV € E(G) para todo 1 < i < k— 1, onde pode haver repeticao de vértices e arestas.
Dizemos que as arestas v;v;,41 € F(G) para todo 1 <1 < k—1 sdo as arestas do passeio.
Dado um passeio (trilha) P, algumas vezes vamos utilizar o termo ‘passeio’ (‘trilha’)
também para nos referir ao grafo induzido pelos vértices e arestas de P. Assim, vamos
utilizar a nota¢do V(P) e E(T), respectivamente, para nos referir aos conjuntos de

vértices e arestas do grafo induzido pelos vértices e arestas de P.

Com essas definicoes de caminhos, ciclos, trilhas e passeios, é facil perceber que uma
trilha é um passeio em que nao ha repeticao de arestas. Ademais, caminhos (vistos

como uma sequéncia de vértices) sao trilhas em que nao ha repeticao de vértices.

Dado um passeio P = vy, ..., v, dizemos que P é um passeio de vy a v;. Ademais,
dizemos que P passa pelos vértices vq,...,vr € passa pelas arestas do passeio. Os
vértices v; e v, sao, respectivamente, chamados de origem e término de P, os extremos
de P. Os vértices vs, ..., v,_1 sao chamados de vértices internos do passeio P. Por

fim, o comprimento de um passeio P é a quantidade de arestas de P.

Um passeio é dito fechado se tem comprimento nao nulo e um mesmo vértice é
a origem e o término. Um passeio que nao ¢é fechado é dito aberto. Note que uma
sequéncia de vértices de um ciclo é uma trilha fechada cuja origem e vértices internos

sao todos distintos.

A Figura 1.4 contém exemplos de caminhos, ciclos, trilhas e passeios de um dado

grafo G.
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Figura 1.4: Um grafo G com exemplos de caminhos, ciclos, trilhas e passeios em G.

Um conceito importante é o de distancia entre um par de vértices u, v de um grafo
G. Denotamos a distancia entre u e v por distg(u,v) e a definimos como a quantidade
de arestas no menor caminho de GG entre u e v. Se nao existe caminho entre u e v,
entdo convencionamos que dg(u,v) = 00 e dg(u,u) = 0. Como exemplo, veja que na
Figura 1.4, temos distg(a, c) = 2 e distg(a, f) = 3.

O seguinte resultado garante que o grau minimo de um grafo garante a existéncia

de caminhos e ciclos com um certo comprimento.

Teorema 1.4

Se G é um grafo com 6(G) > 2, entdo G contém um caminho de comprimento

pelo menos §(G) e um ciclo de comprimento pelo menos 6(G) + 1.

Demonstrag¢ao. Vamos provar o teorema utilizando uma técnica simples, mas impor-



tante. Seja P = vg, vy, ..., v, um caminho mais longo em G (note que como §(G) > 2,
esse caminho tem pelo menos duas arestas). Como P é o caminho mais longo, todos os
vizinhos de vy estao em P, pois caso contrario terfamos um caminho mais longo que P.

Isso juntamente com o fato de que d(v) > §(G) implica que
k> 6(G).

Portanto, P possui comprimento pelo menos 6(G).
Seja i o menor indice tal que v;vr € E(G). Como d(v) > §(G), concluimos que

C' = v, Vg1, .-, Uk, v; € um ciclo com pelo menos 6(G) + 1 arestas. O

1.4 Grafos conexos, regulares e completos

Um grafo (ou subgrafo) G é dito aresta-mazimal com respeito a uma propriedade P
(por exemplo, uma propriedade de um grafo G pode ser G ser livre de triangulos ou G
ter no maximo k arestas) se G possui a propriedade P mas o grafo obtido da adigao de
qualquer aresta a G nao possui a propriedade P. Muitas vezes, utilizamos somente o
termo mazimal para nos referir a um grafo G que tem uma propriedade P mas nenhum
grafo que contém G (mas nao é o préprio GG) tem a propriedade P.

Um grafo G é conexo se para todo par de vértices u, v de G existe um caminho
entre u e v. Um grafo que nao é conexo é dito desconexro. Dado um grafo G, uma
componente de G é um subgrafo induzido por um conjunto de vértices X que é conexo
e nao existe arestas entre X e V(G) \ X. Em outras palavras, os subgrafos conexos de
um grafo G que sao maximais com respeito a conexidade sao chamados de componentes.
A quantidade de componentes de um grafo G é denotada por ¢(G).

Um grafo em que todos os vértices possuem o mesmo grau k é dito grafo k-regular.
Ademais, um grafo é tido regular se é um grafo k-regular para algum inteiro positivo k.
Um grafo com n vértices em que existe uma aresta entre todos os pares de vértices
¢ chamado de grafo completo e denotado por K,,. Dado um grafo, um subconjunto
de vértices X onde todos os pares de vértices em X sao adjacentes é chamado de
cliqgue. Assim, note que o conjunto de vértices de um grafo completo é uma clique. Um
grafo completo com 3 vértices é chamado de triangulo. Note que o grafo completo K,

é (n — 1)-regular e possui (Z) arestas, que é a quantidade total de pares de vértices.
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Um grafo que nao contém nenhuma aresta é chamado de grafo vazio. Dado um grafo
G = (V, E), um conjunto U C V é chamado de conjunto independente de G se nao
existe nenhuma aresta entre pares de vértices de U (para mais detalhes sobre conjuntos
independentes, veja o Capitulo 11). Assim, um grafo G = (V, E) é vazio quando o
conjunto V' de seus vértices é independente e em um grafo completo o maior conjunto

independente contém somente um vértice.

1.4.1 Diametro e cintura de grafos

O diametro de G, denotado por diam(G), é a maior das distancias entre todos os pares
de vértices de G, i.e., diam(G) = max{distg(u,v) : u,v € V(G)}. Outro conceito
importante é o de cintura de um grafo G, denotado por g(G), que é a quantidade de
arestas do menor ciclo de G. Se G nao tem ciclos, entao definimos g(G) = oc.

Na Figura 1.5 temos um grafo desconexo GG que possui 2 componentes. Note que
como G nao tem triangulos e tem um Cj como subgrafo, possui cintura 4. Ademais, é

facil ver que G possui diametro 3 (veja, por exemplo, a distancia entre os vértices a e

e).

. gle)zH
v (3 teM I coMPOVETES

. cbloum(.é\ = 3

Figura 1.5: Um grafo desconexo com 2 componentes.

O seguinte teorema relaciona a cintura e o diametro de um grafo.
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Teorema 1.5

Se G é um grafo que contém um ciclo, entao diam(G) > |g(G)/2].

Demonstragao. Por simplicidade, faga k = ¢g(G) e seja C' = vy, ..., v, v1 0 menor ciclo
de G. Claramente, P = vy, ..., V2 ¢ um caminho com |k/2] arestas entre vy e vpg/a).
Note que nao existem caminhos com menos que |k/2] arestas entre vy e vp/9. De
fato, se @ é tal caminho, entdo P e ) contém um ciclo com menos de k = g(G) arestas,

uma contradicao. Assim, pela definicao de diametro, temos que

diam(G) = max{distg(u,v) : u,v € V(G)} > distg (v, vpey21) = [k/2].

O teorema a seguir garante que um grafo k-regular sem triangulos contém pelo

menos 2k vértices.
Teorema 1.6

Se G é um grafo k-regular com g(G) > 4, entdo G tem pelo menos 2k vértices.

Demonstracao. Seja G um grafo k-regular com ¢g(G) > 4. Considere um vértice v
qualquer de G e note que, como G é k-regular, N(v) possui k vértices. Como G nao
tem triangulos, entao nao existem arestas no grafo induzido por N(v), de modo que
qualquer vértice w de N(v) possui como vizinhos o vértice v e outros k — 1 vizinhos
fora de N(v). Assim, v(G) > 1+ |[N(v)| + (|N(w)| — 1) = 2k. O

Voltando nossa atengao para a conectividade dos grafos, uma aresta e de um grafo
G é uma aresta de corte se sua remocao de G gera um grafo G’ com mais componentes
conexas que (. Similarmente, um vértice v de G' é um vértice de corte se sua remogao
de G gera um grafo G’ com mais componentes conexas que GG. Note que no grafo
G’ obtido da remocao de uma aresta de corte zy de um grafo GG, ndao existe nenhum

caminho entre x e y, pois eles estao em componentes diferentes de G’.

12



Teorema 1.7
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Sejam GG um grafo e e uma aresta de GG. A aresta e é uma aresta de corte de G

se e somente se e nao pertence a nenhum ciclo.

Demonstracao. Sejam G um grafo e e = xy uma aresta de G. Seja xy uma aresta de
corte de G e suponha por contradicao que xy pertence a um ciclo C' = z, vy, ..., v,,y, 2.
Removendo zy, obtemos um grafo G’ onde x e y estao em diferentes componentes. Mas
G’ contém o caminho z, vy, ..., v,,y entre z e y, uma contradigao.

Agora suponha por contradi¢ao que xy nao pertence a nenhum ciclo e ry nao é
uma aresta de corte de G. Como xy nao é uma aresta de corte, sua remogao gera um
grafo G’ que contém um caminho P entre x e y. Mas em GG, o caminho P juntamente

com a aresta xy forma um ciclo, que é uma contradigao. O]

14



Grafos bipartidos e grafos sem cliques

Um grafo G = (V, E) é bipartido se V pode ser particionado em dois conjuntos X e Y
(em uma partigdo de V temos X NY =0 e X UY = V) de modo que toda aresta de G
tem um extremo em X e outro em Y, i.e., X e Y sao conjuntos independentes. Dizemos
que uma particao com essa propriedade é uma biparticio do grafo G e escrevemos
G = (X,Y; E) para indicar que { X, Y} é uma biparticao de G. Um grafo G = (X,Y; F)
é bipartido completo se existe uma aresta entre qualquer par de vértices {z,y} onde
r € X ey €Y. Denotamos por K,, um grafo bipartido completo com x vértices em
um lado da particao e y vértices do outro lado da particao. Em particular, chamamos
o grafo K o de cereja e o grafo K 3 de garra.

Na Figura 2.1 temos exemplos de grafos regulares, bipartidos e completos.
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Figura 2.1: Exemplos de grafos regulares, bipartidos e completos.



Para mais exemplos de grafos bipartidos, com conjuntos independentes indicados

nas imagens, veja a Figura 2.2.

v
o 2 1
)
v ®3 2
’\95_ 1"
‘53 173
’19,1 b}
Celteyh G AR

Figura 2.2: Exemplos de grafos bipartidos. Os conjuntos dos vértices ressaltados em
cada grafo sao conjuntos independentes.

2.1 Caracterizacao de grafos bipartidos
O seguinte resultado fornece uma caracterizagao para grafos bipartidos.

Teorema 2.1

Um grafo GG é bipartido se e somente se G' nao contém ciclos impares.

Demonstra¢ao. Comecemos provando que se G = (X,Y; E) é um grafo bipartido,
entao G nao contém ciclos impares. Vamos mostrar que todo ciclo de G possui uma
quantidade par de vértices (note que caso G nao tenha ciclos, nao ha o que provar).
Seja (', um ciclo de G que possui k vértices e tem sequéncia de vértices vy, ..., V.
Sem perda de generalidade, assuma que v; € X. Vamos mostrar que para todo ¢ impar
com 1 < i < k, temos que v; esta em X. De fato, uma simples indugao prova esse
fato: sabemos que v; € X. Considere ¢ > 3 impar e suponha que v;_5 € X. Como
vi_oV;_1 € E e G é bipartido, sabemos que v;_; € Y. Da mesma forma, v;_iv; € E
implica que v; estd em X. Por fim, como existe uma aresta entre v, e vy, certamente
v estd em Y (pois G é bipartido e v; € X). Mas como jd sabemos que todo v; com i
impar estd em X, de v € Y concluimos que k é par. Portanto, acabamos de mostrar

que todo ciclo C} em G tem uma quantidade par de vértices.
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Resta mostrar que se G' nao contém ciclos impares, entao G é bipartido. Seja G' um
grafo sem ciclos impares e assuma, sem perda de generalidade, que G é conexo. Seja
x um vértice qualquer de G e defina X e Y, respectivamente, como os conjuntos de
vértices de G a distancia par e impar de . Vamos mostrar que (X, Y’) é uma bipartigao
de G. Para isso, inicialmente nosso objetivo é provar que quaisquer dois vértices u e v

em X nao sao adjacentes. Considere um caminho mais curto
Py =x,v1,02,...,0,u

entre x e u e um caminho mais curto
Quv = T, W1, Wa, ..., W,V

entre x e v.

Como x ¢ um vértice que estd em ambos os caminhos P, , e (), existe pelo menos
um vértice em comum nesses caminhos. Seja v; o vértice que estd em V (P, ) e V(Q44)
tal que nenhum vértice em {v;y1,vit9,...,v,} pertence a V(Q,,). Como P, e Quyp
sao, respectivamente, caminhos mais curtos entre x e u e entre x e v, o trecho do
caminho P, , de = a v; tem a mesma quantidade de arestas do trecho do caminho @), ,

de = a v;. Assim, claramente

Py, =x,01,...,0 € Qgpu, = T,W1,...,w; tém a mesma quantidade de arestas,
(2.1)

onde v; = w;. Como u e v estao em X, temos que
P, . e Q., tém quantidade par de arestas cada um. (2.2)
Sejam Py, ,, = Uy, ..., Up, U € Qu, v = Wi, ..., Wy, v. Por (2.1) e (2.2), temos que
e(Py, ) € €(Qu,;») tém a mesma paridade.

Portanto, o caminho P = u, vy, Vp_1, ..., 0, Wit1, Wita, ..., Wq, v é um caminho entre u
e v com uma quantidade par de arestas. Caso uv € E(G), adicionando a aresta uv ao

caminho P terfamos um ciclo impar. Porém, como G nao tem ciclos impares, nao existe
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aresta entre u e v. Como escolhemos u e v arbitrariamente em X, concluimos que nao
existe aresta entre vértices de X (note que nao hé arestas entre = e outros vértices de
X). De forma andloga, podemos mostrar que nao existe aresta entre vértices de Y,

concluindo a prova do teorema. O

O seguinte simples resultado afirma que qualquer biparticao de grafos bipartidos

regulares é balanceada.
Teorema 2.2

Para todo grafo bipartido regular G e toda biparticao (X,Y) de G temos
| X[ = Y]

Demonstrag¢ao. Suponha por contradi¢ao que G seja um grafo bipartido k-regular e
que existe uma biparti¢ao (X,Y) com |X| < |Y|. Como G é bipartido, temos que
e(G) = ,exd(v) e que e(G) = >, oy d(v). Assim, temos que

EX| =) dv) =e(G)=> d(v) = kY| > k| X],

veX veY

uma contradicao. O]

2.2 Grafos livres de ciclos e cliques

Nesta secao apresentamos resultados que estimam a quantidade maxima de arestas
possivel em um grafo que nao contém subgrafos completos de um dado tamanho. A

seguinte proposicao garante que grafos bipartidos nao podem ter “muitas” arestas!.
Proposicao 2.3
Se G é um grafo bipartido com n vértices, entao G tem no mdximo n?/4 arestas.

Demonstracao. Seja G um grafo bipartido com n vértices e suponha por contradicao

que G tem mais que n?/4 arestas. Seja (X,Y) uma bipartigdo de G com |X| =z e

'Para manter a simplicidade, em diversos pontos vamos ignorar pisos e tetos. Por exemplo, a
quantidade precisa de arestas na conclusdo da Proposicdo 2.3 é [n/2]|[n/2].
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Y| =y. Como G é bipartido, temos que
e(G) < zy. (2.3)

Por outro lado, utilizando a suposicao inicial sobre a quantidade de arestas de G e o

fato n = x + y, temos
(z +y)*

2
n

(2.4)

Combinando (2.3) e (2.4) temos
o+ 2wy + 17 < day.

Mas essa desigualdade implica que 2% — 2zy + y? < 0, que é o mesmo que (x —y)? < 0,

uma contradi¢ao, uma vez que (z — y)* > 0. O

Ao nos depararmos com um resultado como o da Proposicao 2.3 devemos sempre
nos perguntar se esse resultado é o melhor possivel. Por exemplo, o seguinte resultado
é verdadeiro: Se G é um grafo bipartido com n vértices, entao G tem no maximo (;‘)
arestas. Porém, ele é 6bvio, dado que qualquer grafo com n vértices possui no maximo
(g) arestas. Assim, faz sentido nos perguntarmos se é possivel provar um resultado que
afirme que todo grafo bipartido tem no maximo x arestas, para um valor de x menor
que n?/4 como enunciado na Proposicao 2.3. A resposta para essa pergunta é negativa,
pois existe um grafo bipartido que possui exatamente n?/4 arestas, a saber, o grafo
bipartido K, /2,2, i.e., o grafo bipartido completo com n/2 vértices em cada parte da
biparticao.

A Proposicao 2.3 apresenta um limitante superior para a quantidade de arestas de
grafos bipartidos. Com a caracterizagao de grafos bipartidos do Teorema 2.1, podemos

enunciar a Proposicao 2.3 da como abaixo.
Proposicao 2.4

Se G é um grafo com n vértices sem ciclos impares, entao G' tem no maximo

n?/4 arestas.

J& sabemos que nao é possivel melhorar (diminuir) a quantidade n?/4 na Pro-
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posigao 2.4, pois existe um grafo bipartido com n vértices e exatamente n?/4 arestas
(o grafo bipartido completo balanceado). Podemos também questionar se é possivel
enfraquecer a hipdtese da proposicao e ainda assim ter o mesmo limitante para a
quantidade de arestas do grafo G, i.e., se é possivel enfraquecer a proibicao de todos os
ciclos impares de GG. De fato, o seguinte resultado classico mostra que basta proibir

triangulos para se obter a mesma conclusao.
Teorema 2.5: Teorema de Mantel, 1907

Se G' é um grafo com n vértices sem triangulos, entdao G tem no maximo n?/4

arestas.

Demonstragao 1 (Indugdo) - Teorema de Mantel. Seja G um grafo com n vértices sem
triangulos. Se n < 2, entao o teorema vale trivialmente. Assuma n > 3 e suponha que
a conclusao é verdadeira para todo grafo com menos que n vértices que nao contém
triangulos.

Seja H o grafo obtido de G apds a remogao de dois vértices adjacentes x e y (note
que H tem n — 2 vértices). Como z e y sao adjacentes, eles ndo podem ter vizinhos
em comum, pois caso contrario teriamos um triangulo em G. Assim, sabemos que
|INg(z) U Ng(y)| <n— 2, ie., existem no maximo n — 2 arestas entre os vértices de
H e os vértices = e y. Portanto, lembrando que zy € E(G) e aplicando a hipétese de
inducao em H, obtemos o seguinte.

(n—2)2 n?

e(G)<eH)+(n—-2)+1< 1 +n—1zz.

O

A demonstracao do Teorema de Mantel por inducao, apesar de simples, nao
nos permite obter informacoes sobre quais sao os grafos sem triangulos que contém
exatamente n?/4 arestas. Sabemos que o grafo bipartido completo balanceado K, /2 52
é um deles, mas serd que existem outros? A resposta para essa pergunta é negativa. De
fato, K, 2.,/2 € 0 Uinico grafo sem triangulos com exatamente n?/4 arestas. Na seguinte

demonstracao do Teorema de Mantel provamos também esse fato.

Demonstragao 2 (Conjuntos independentes) - Teorema de Mantel. Seja G um grafo
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com n vértices sem triangulos e seja A o maior conjunto independente de G. A
vizinhanga de cada vértice v de G é um conjunto independente, pois caso contrario
existiria um triangulo em G. Assim, para todo V' € V(G), temos que d(v) < |A|. Seja
B =V(G)\ A. Como A ¢ independente, toda aresta de G tem um extremo em B.
Portanto, )
< < |A||B| < M) - 2.

(@ < S <1aim < (1 ' (25)
onde na ultima desigualdade utilizamos o fato de a média geométrica ser no maximo a
média aritmética. A desigualdade (2.5) prova o Teorema de Mantel.

Analisemos agora para quais grafos G temos e(G) = n?/4. Para que isso aconteca,
precisamos ter igualdade nas trés desigualdades de (2.5). Para termos igualdade na
primeira delas, o grafo precisa ser bipartido, pois nao devem existir arestas com os dois
extremos em B. Para que a segunda desigualdade seja uma igualdade, precisamos que
todo vértice em B seja vizinho de todos os vértices de A, de modo que precisamos ter
um grafo bipartido completo. Por fim, para a terceira desigualdade ser uma igualdade,
é necesséario que |A| = |B|, de modo que G deve ser um grafo bipartido completo
balanceado, i.e., o grafo K, /3 ,/2. Portanto, o tinico grafo com n vértices livre de

triangulos que possui n?/4 arestas é o grafo K202 O

Naturalmente, faz sentido perguntar qual a maior quantidade de arestas possivel
em um grafo que nao contém grafos completos maiores que triangulos. O seguinte
resultado generaliza o Teorema de Mantel para grafos completos de um dado tamanho

arbitrario.
Teorema 2.6: Teorema de Turdn, 1941

Seja r > 3 um inteiro. Se G é um grafo com n vértices que nao contém K, 1,

entdo G tem no maximo (1 — 1/r)n?/2 arestas.

Demonstrag¢ao. Vamos provar o resultado por inducgao na quantidade de vértices do
grafo. Seja G um grafo com n vértices que nao contém K, ;. Note que paran < r
temos que e(G) < (;) < (1 —1/r)n?/2. Assim, podemos assumir que n > r. Suponha
que o resultado é valido para todo grafo livre de K, ; com menos que n vértices.

Considere uma clique X com r vértices e seja Y = V(G) \ X, que é um conjunto com
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n — r vértices e como G ¢ livre de K,;; temos que G[Y] também ¢ livre de K, ;. Por

hipdtese de inducgao, temos que
e(GIY]) < (1 —1/r)(n—1r)*/2.

Como G ¢ livre de K, 1, sabemos que cada vértice de Y tem no maximo r — 1 vizinhos

em X. Portanto,
e(G) = e(GIX]) + e(G[X, Y]) + e(G[Y])
< (2) (= DY+ (= 1/r)(n—r)?/2

=(r=10/2)+ (=1 —r)+ @ —1)(n-r)?/(2r)
(1—1/r)n?/2.
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Trilhas Eulerianas

No ano de 1736, na cidade de Konigsberg, na antiga Prissia, Euler resolveu um
problema matematico que intrigava a populacao local. Havia na cidade duas ilhas
que se conectavam entre si e com outras partes da cidade através de sete pontes (veja
Figura 3.1 para ver a configuragao das pontes). Uma pergunta que vérias pessoas
tentavam responder era sobre a possibilidade de atravessar as sete pontes passando
somente uma vez por cada ponte. Euler deu uma resposta negativa para essa pergunta,
mostrando que nao é possivel efetuar o trajeto proposto. Para resolver o problema,
Euler modelou as partes de terra e as pontes como um grafo e percebeu que sé seria
possivel realizar o percurso se existissem zero ou dois vértices com uma quantidade

impar de arestas incidentes a eles.

Figura 3.1: Configuracao das setes pontes de Konigsberg, modeladas em um multigrafo
e em um grafo simples.

Em homenagem a Euler, uma trilha (lembre que em trilhas nao hé repetigao de



arestas) que passa por todas as arestas de um grafo G é chamada de trilha Euleriana.
Um grafo G é dito euleriano se G contém uma trilha Euleriana fechada. A Figura 3.2

contém um grafo e uma trilha Euleriana desse grafo.

o_—_ I

9q 6

. ¥e O
feitra Cule@Aub: 0y, 0093 oy Vs Ve 0% 03,0 O3 09, T T L

Figura 3.2: Exemplo de um grafo G e uma trilha Euleriana de G.

O seguinte resultado fornece uma condicao necessaria e suficiente para que um grafo

seja euleriano.

Teorema 3.1

Um grafo conexo GG é euleriano se e somente se todos os vértices de GG tém grau

par.

Demonstragao 1 (Contradigao). Seja G um grafo conexo que contém uma trilha Eule-
riana fechada vy, ..., vk, Vg1, onde v = vy. Para todo vértice interno v; da trilha, as
arestas v;_1v; e v;v;41 contribuem com duas unidades para o grau de v;. Ademais, para
v1, que é o extremo inicial e final da trilha, as arestas vv9 e v,v; contribuem com duas
unidades para o grau de v;. Portanto, todo vértice de G tem grau muiltiplo de dois.
Agora suponha que todos os vértices de G tém grau par. Considere uma trilha T’
de G com a maior quantidade de arestas dentre todas as trilhas possiveis. Seja v; o

vértice inicial de 7. Primeiramente vamos provar o seguinte fato:

A trilha T é fechada. (3.1)
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Suponha por contradicao que T é aberta, i.e., T termina em um vértice v # vy.
Assim, existe uma quantidade impar de arestas de T" que incidem em v. Porém, como
d(v) é par, existe pelo menos uma aresta vw incidente a v que nao estd em 7. Assim,
a trilha formada por T seguida do vértice w forma uma trilha com mais arestas que 7T,
uma contradi¢do com a escolha de 7. Acabamos de mostrar que (3.1) é vélida.

Resta mostrar que a trilha 7" é Euleriana. Assuma por contradicao que T nao é
Euleriana, i.e., T nao contém todas as arestas do grafo G. Seja T = vq,..., v, v1.
Como G é conexo, existe uma aresta v;w € E(G) que nao estd em T'. Mas perceba que
a trilha w, v;, vi11,. .., V%, V1, ..., v;_1v; € uma trilha que contém todas as arestas de T’
e a aresta v;w, uma contradi¢ao, uma vez que 7T tem a maior quantidade possivel de

arestas dentre todas as trilhas de G. O

Demonstrac¢ao 2 (Indugdo). Seja G um grafo conexo tal que todos os vértices de G
tém grau par. Vamos mostrar que G contém uma trilha Euleriana fechada.

Vamos provar por inducao na quantidade de arestas de G. Se G nao tem arestas,
entao como G é conexo, sabemos que G tem somente um vértice v. Portanto o resultado
vale para GG, pois v é uma trilha fechada que contém todos os vértices de G.

Suponha que todo grafo conexo com menos que |F(G)| arestas onde todos seus
vértices tem grau par contém uma trilha Fuleriana fechada. Como G é conexo e todos
os vértices tém grau par, sabemos que 0(G) > 2. Logo, pelo Teorema 1.4, o grafo G
contém um ciclo C. Seja G’ o grafo obtido de G pela remocao das arestas de C. Como

somente arestas de um ciclo foram removidas, todos os vértices de G’ tém grau par.

Possivelmente G nao é conexo. Assim, considere suas componentes G, ..., G. Por
hipétese de indugao, existem trilhas Eulerianas T, ..., Ty, respectivamente, dos grafos
Gy, ...,Gg.

Seja C' = vy,...,v5,v1 € sejam vy, ...,v; 0s primeiros vértices de C' (conside-
rando a ordem vy, ..., v,) que intersectam, respectivamente, 71, ..., T}, onde estamos
considerando v;,, ..., v;, como os vértices iniciais das trilhas 77, ..., T.

Seja C1, ..., Ck, Cy1, respectivamente, as trilhas “vy,...,v;, 17, “Vij41, .-+, Vig—1",

. “,UikflJFl’ Ce 7,Uik*1”7 “vik+17 Ce ,’Ug”. Note que C = Cl, Vi s CQ, Vig + - Ck, Uiy, CkJrl.

Assim, a trilha T'= Cy, T, Cy, Ty, . .., Cy, T, Cyy1 € uma trilha Euleriana fechada, pois
comeca e termina em v; e cada arestas do grafo é usada na trilha exatamente uma

vez. O
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O teorema a seguir fornece uma condi¢ao necessaria e suficiente para a existéncia

de trilhas Eulerianas abertas em grafos conexos.

Teorema 3.2

Um grafo conexo GG contém uma trilha Euleriana aberta se e somente se G tem

exatamente dois vértices de grau impar.

Demonstracao. Seja G um grafo conexo que contém uma trilha Euleriana aberta
vy, ...,V Para todo vértice interno v; da trilha, as arestas v;_1v; e v;v;,1 contribuem
com duas unidades para o grau de v;. Ademais, para vy e v, os extremos da trilha, as
arestas v1v9 € vp_1v; contribuem respectivamente com uma unidade para o grau de v,

e v,. Portanto, v; e v, tém grau impar e todos os outros vértices de G tem grau par.
b

Considere agora um grafo conexo G que contém exatamente dois vértices de grau
impar, digamos u e v. Construa um grafo G’ obtido de G pela adi¢ao da aresta uv.
Como todos os vértices de G’ tém grau par, podemos aplicar o Teorema 3.1 a G’.
Assim, obtemos uma trilha Euleriana fechada T" de G’. Se uv nao é uma aresta da
trilha T, entao T' é uma trilha euleriana fechada de GG, logo G tem uma trilha euleriana
aberta. Porém, se uv é uma aresta de T, entao a trilha aberta obtida da remocao de

uv de T' é uma trilha euleriana de G (com extremos u e v). O

Dado um grafo G, uma decomposi¢io de G' em ciclos, é uma particdo de F(G) em
conjuntos E1, Es, ..., Ey tal que G[E;] é um ciclo para todo 1 <i < k. A Figura 3.3

ilustra a decomposigao de um grafo G em ciclos.
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Figura 3.3: Grafo G e uma decomposicao de G em ciclos.

Teorema 3.3

Todos os vértices de um grafo G tém grau par se e somente se G admite uma

decomposi¢ao em ciclos.

Demonstracao. Se G admite uma decomposicao em ciclos, entao basta observar que
todos os vértices de um ciclo tém grau 2 para concluir que todos os vértices de G' tém
grau par.

Vamos agora provar que se todos os vértices de um grafo G tém grau par entao
G admite uma decomposi¢ao em ciclos. Seja G um contra-exemplo minimal, i.e., um
grafo com a menor quantidade de arestas possivel tal que todos seus vértices tém grau
par e G nao admite decomposicao em ciclos. Note que certamente GG possui arestas,
logo G tem algum vértice de grau dois. Pelo Teorema 1.4, sabemos que G tem um
ciclo. Seja C um ciclo de G e considere o grafo G’ obtido da remocao das arestas de C
do grafo GG. Como todos os vértices de um ciclo tém grau 2 e os vértices de G tém
grau par, sabemos que todos os vértices de G’ também tém grau par. Note que G’
nao admite uma decomposicao em ciclos, pois se isso acontecesse, essa decomposicao
juntamente com C' formaria uma decomposicao em ciclos do grafo G. Logo, como

e(G') < e(@), temos uma contradigdo com a minimalidade de G. O
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Um bom exercicio é provar o Teorema 3.3 através da andlise da estrutura de uma

trilha Euleriana fechada.
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Arvores

Comecemos este capitulo discutindo qual a relacao entre quantidade de vértices e de
arestas com a conexidade de um grafo. O seguinte fato garante uma quantidade minima

de arestas em um grafo conexo.

Fato 4.1

Se G = (V, E) é um grafo conexo, entao |E| > |V| — 1.

Demonstracao. Se um grafo G tem somente um vértice, entao o resultado vale trivial-
mente. Seja G = (V, E) um grafo conexo com n vértices. Suponha que todo grafo com
k < n vértices possui pelo menos k — 1 arestas.

Se 0(G) > 2, entao, pela Proposicao 1.1, sabemos que

20E| = da(v) > 2n.

veV

Assim, temos que |E| > n, provando o resultado. Podemos entdao assumir que G
contém pelo menos um vértice v de grau 1. Seja G' = G[V \ {v}]. Assim, como G
é conexo e G foi obtido de G pela remocao de um vértice de grau 1, sabemos que
G’ é conexo. Como |V(G')] = n — 1 < n, sabemos, pela hipétese de indugao, que
|[E(G")| > |V(G")| — 1 =n — 2. Portanto, temos que |E| = E(G')+1>n—1. O

O Fato 4.1 mostra que todo grafo conexo com n vértices possui pelo menos n — 1

arestas. Naturalmente, podemos nos perguntar se é verdade que todo grafo com n



vértices e pelo menos n — 1 arestas é conexo. A resposta para essa pergunta é negativa,
pois um momento de reflexao mostra que existem varios grafos com n vértices e mais
que n—1 arestas que sao desconexos. Por exemplo considere um grafo G = (V, E') com n
vértices, onde existe uma partigdo de V' em conjuntos A, B e C, com |A| = |B| = [/n]
e |C| =n—2[y/n], e E é o conjunto de todas arestas entre A e B. Assim, como nao
existem arestas incidentes a vértices de C', o grafo G é claramente desconexo. Ademais,

GG tem pelo menos n arestas.

Como visto no paragrafo anterior, existem grafos com n vértices e pelo menos
n — 1 arestas que nao sao conexos. Mas existem grafos com n vértices e exatamente
n — 1 arestas que sao conexos? A resposta para essa pergunta ¢ afirmativa e pode ser
comprovada, por exemplo, por caminhos com n vértices e estrelas (grafos bipartidos
completos K7 ,_1), que sdo grafos com n vértices e exatamente n — 1 arestas. Note que
tanto caminhos como estrelas nao contém ciclos. Uma ultima pergunta natural seria
saber se grafos conexos com n vértices e exatamente n — 1 arestas podem conter ciclos.
O seguinte resultado responde essa pergunta. Vamos provar a proposicao a seguir de

trés formas diferentes.
Proposicao 4.2

Seja G um grafo conexo com n vértices. Se G tem exatamente n — 1 arestas,

entao G nao contém ciclos.

Demonstracao 1 (Contradi¢ao). Suponha por contradigao que exista um grafo conexo

G = (V, E) com n vértices e |E| =n — 1 tal que G contém um ciclo C; com ¢ vértices.

Note que ¢ < n, pois caso contrario o grafo GG teria pelo menos ¢ = n arestas. Assim,
seja H = G[V \ V(Cy)] o subgrafo de G induzido pelos vértices fora do ciclo Cy. Sejam
G1,...,G as componentes de H. Pelo Fato 4.1, como cada uma das componentes é

conexa, temos para 1 < i < k, que
|E(Gi)| = [V(Gy)| — 1. (4.1)

Note que, como G é conexo, para cada componente G; existe pelo menos uma aresta com
extremo em G e outro extremo em Cy. Assim, sabemos que |E| > £+ Zle |E(G))])+k.

Combinando esse fato com (4.1) e observando que n = £+ S_F_ |V(G;)], obtemos o
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seguinte:

k k k

E| >0+ (D IEG)) + k> 0+ (D IV(G) = 1)+ k=4 (D _IV(G)]) =n,

i=1 i=1 i=1
uma contradi¢do, uma vez que |E| =n — 1. O
A seguinte prova segue por inducao na quantidade de vértices.

Demonstracao 2 (Indugdo na quantidade de vértices). Se um grafo G tem somente um
vértice, entdo o resultado vale trivialmente. Seja G = (V, E) um grafo conexo com n
vértices e exatamente n — 1 arestas. Suponha que todo grafo com k < n vértices com
exatamente k — 1 arestas nao contém ciclos.

Se 0(G) > 2, entao, pela Proposicao 1.1, sabemos que

2n —2=2|E| =) dga(v) > 2n,

veV

um absurdo. Assim, podemos assumir que GG contém pelo menos um vértice v de grau 1.
Seja G = G|V \ {v}]. O grafo G’ é um grafo conexo com n — 1 vértices e n — 2 arestas.
Por hipétese de indugao, G’ nao contém ciclos. Portanto, como dg(v) = 1, é impossivel

que v esteja em qualquer ciclo de GG. Logo, concluimos que G nao contém ciclos. [

Por fim, apresentamos uma prova por contradicao mais simples que a primeira

prova apresentada. Essa prova faz uso do Fato 4.1.

Demonstra¢ao 3 (Contradi¢ao). Seja G um grafo conexo com n vértices, exatamente
n — 1 arestas e que tenha ciclos. Seja C' um ciclo de G e considere o grafo G’ obtido de
G com a remocao de uma aresta do ciclo C'. Como a remog¢ao de uma aresta de um
ciclo nao desconecta um grafo, sabemos que G’ é conexo. Ademais, G’ tem n vértices
e |E| —1 =n — 2 arestas, uma contradi¢do com o fato de todo grafo conexo com n

vértices ter pelo menos n — 1 arestas (veja Fato 4.1). O

Na proposicao a seguir mostramos que a nao existéncia de ciclos em um grafo
conexo GG com n vértices é condicao suficiente para que G tenha exatamente n — 1

arestas.
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Proposicao 4.3

Seja G um grafo conexo com n vértices. Se G nao contém ciclos, entao G tem

exatamente n — 1 arestas.

Demonstracao. Vamos provar por inducao na quantidade de vértices de G. Se o grafo
tem somente um vértice, entao o resultado é valido, pois nao ha arestas. Suponha
agora que todo grafo que nao tem ciclos e tem k vértices, com k < n, tem exatamente
k — 1 arestas.

Seja G = (V, E') um grafo sem ciclos com n vértices e seja P = vy, ..., v, 0 maior
caminho de GG. Note que o vértice v; tem grau 1, pois nao tem vizinhos dentro de P,
uma vez que isso formaria um ciclo, e v; também nao tém vizinhos fora de P, pois
isso formaria um caminho maior que P. O grafo G' = G[V \ {v;}] obtido de G pela
remogao de v; tem n — 1 vértices e nao tem ciclos. Por hipétese de inducao, G’ tem
exatamente n — 2 arestas. Logo, como dg(v1) = 1, temos que G tem exatamente n — 1

arestas. O

Um grafo é dito aciclico se nao contém ciclos.

Definicao 4.4

Uma drvore é um grafo aciclico e conexo. Ademais, uma floresta é um grafo

cujas componentes sao arvores.

Um vértice v em uma arvore T' é chamado de folha se dr(v) = 1. Todo vértice que

nao é folha é chamado de vértice interno de T'.

Corolario 4.5

Seja G um grafo com n vértices. G é uma arvore se e somente se G é conexo e

tem n — 1 arestas.

Demonstracao. Segue diretamente das Proposicoes 4.2 e 4.3. O]

A proposicao a seguir garante que ser conexo é uma condi¢ao necessaria para

que grafos com n vértices e n — 1 arestas nao tenham ciclos. Essa proposicao pode
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ser provada nas mesmas linhas da prova apresentada para a Proposicao 4.3, mas

apresentamos aqui outra prova.
Proposicao 4.6

Seja G um grafo com n vértices e n — 1 arestas. Se G nao contém ciclos, entao

G é conexo.

Demonstragao. Seja G = (V, E) um grafo com n vértices e n — 1 arestas que nao
contém ciclos. Suponha por contradigdo que G nao seja conexo. Como G nao é conexo,
existe uma particao de V' em componentes Gy, ..., Gy, onde k > 2. Cada componente
G; é um grafo conexo e nao contém ciclos. Assim, pela Proposicao 4.3 sabemos que
|[E(Gi)| = [V(Gi)| — 1. Portanto,
k
Bl =) (V(G)|-1)=n-k<n-2

i=1

onde a iltima desigualdade segue de k > 2 e do fato de n = 3% | [V(G,)]. Mas temos

uma contradi¢do, uma vez que |E| =n — 1. O

O seguinte resultado fornece diferentes caracterizacoes para arvores.
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Teorema 4.7

Seja G = (V, E') um grafo tal que |V| =n e |E| = m. As seguintes afirmagoes

sao equivalentes.
1. G é uma arvore.
2. Entre quaisquer dois vértices de GG existe um unico caminho.
3. G ¢ conexo, entao toda aresta de G é uma ponte.
4. G éconexoem=mn — 1.
5. G é aciclicoe m =n — 1.

6. G é aciclico e para todo par de vértices nao adjacentes u e v temos que

G[E U {uv}] tem exatamente um ciclo.

Demonstragao. Dado um grafo G = (V, E) com |V| = n e |E| = m, vamos mostrar
qQuel=22=33=>44=55=6 6= 1.

(1 = 2) Por defini¢ao, se G é uma arvore, entao GG é conexo e aciclico. Suponha por
contradicao que existem vértices v e v tal que existem dois caminhos entre eles. Sejam
P, e P, dois caminhos entre u e v. Considere o caminho mais longo P com inicio em u
que pertence aos caminhos P, e P,. Seja w o tltimo vértice de P e seja z o primeiro
vértice comum a P; e P, que esta apds w nesses caminhos. Como os trechos de P;
e P, entre w e z tem somente esses vértices em comum, eles formam um ciclo, uma

contradigao.

(2 = 3) Suponha que exista um tnico caminho entre quaisquer dois vértices de G.
Portanto, o grafo é conexo, mas nao contém ciclos. Considere agora uma aresta qualquer
wv de G e seja G’ o grafo G[E \ {uv}]. Suponha por contradi¢ao que G’ é conexo.
Logo, existe um caminho entre u e v em G’. Esse caminho juntamente com a aresta

uv forma um ciclo em G, uma contradigao.

(3 = 4) Seja G um grafo conexo tal que toda aresta de G é ponte. Sabemos do
Teorema 1.7 que pontes nao pertencem a ciclos, de onde concluimos que G ¢ aciclico.

Mas como G é conexo e aciclico, a Proposicao 4.3 garante que m =n — 1.
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(4 = 5) Se G é conexo e m = n — 1, entao pela Proposicao 4.2 sabemos que G é aciclico.

(5 = 6) Seja G um grafo aciclico e considere m = n — 1. Sejam u e v dois vértices
quaisquer nao adjacentes. Pela Proposicao 4.6, G é conexo. Como G é aciclico e conexo,
por definicao, G é uma arvore. Como mostramos que 1 = 2, concluimos que existe um
unico caminho P entre u e v em G. Logo, a adicao da aresta uv forma um tnico ciclo

com P.

(6 = 1) Seja G um grafo aciclico tal que para todo par de vértices nao adjacentes
u e v o grafo G[E U {uv}] tem exatamente um ciclo. Com a existéncia desse ciclo,
sabemos que em G existe um caminho entre u e v. Portanto, G é conexo. Como G é,

por hipdtese, aciclico, concluimos a prova. O

O seguinte resultado caracteriza os vértices de corte de uma arvore. Lembre que
¢(@) denota a quantidade de componentes de um grafo G e que um vértice é dito de

corte se sua remoc¢ao aumenta a quantidade de componentes de G.

Teorema 4.8

Um vértice v de uma arvore é vértice de corte se e somente se v nao é uma folha.

Demonstragao. Seja T' uma arvore. Comece notando que como 7' é um grafo conexo,
entao ¢(T) = 1.
Suponha que v é um vértice de corte de T. Logo, ¢(T — v) > 2. Dessa forma,

sabemos que v é adjacente a vértices de todas as ¢(T' — v) componentes de T — v, de

onde concluimos que dp(v) > 2. Portanto, v nao é folha.

Considere agora um vértice de v de T' que nao é folha. Logo, dr(v) > 2, de modo
que v é adjacente a pelo menos dois vértices, digamos, w e z. Pelo Teorema 4.7-2,
sabemos que existe somente um caminho entre w e z. Como v estd no caminho entre
w e z, ao remover v de T' obtemos um grafo sem caminhos entre w e z. Portanto, w e
z estdo em componentes distintas de 7' — v. Concluimos que ¢(T'—v) > 2 > 1 = ¢(T).
Como a remocao de v de 1" aumentou a quantidade de componentes, temos que v é

um vértice de corte. O
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4.1 Arvore geradoras
Uma arvore geradora de um grafo G é um subgrafo gerador de G que é uma arvore.

Teorema 4.9

Todo grafo conexo contém uma arvore geradora.

Demonstracao. Suponha por contradicao que existam grafos conexos que nao contém
arvores geradoras. Seja G um contra exemplo aresta-minimal com relagao a essa
propriedade, i.e., G é um dos grafos com a menor quantidade de arestas possivel dentre
o conjunto de todos os grafos que nao contém &arvores geradoras como subgrafos. Assim,
G é um grafo conexo que nao contém uma arvore geradora e todos os grafos conexos
com menos arestas que G contém uma arvore geradora.

Vamos considerar dois casos possiveis, dependendo da existéncia de ciclos em G.
Se G ¢ aciclico, entao, como G é conexo, sabemos que G é uma &arvore (por defini¢ao).
Portanto, o préprio grafo G' é uma arvore geradora de G, uma contradicao.

Assuma que G possui um ciclo C. Seja G’ o grafo obtido da remocao de uma
unica aresta de C. Como a aresta removida pertence a um ciclo, o grafo G’ é conexo.
Como G’ tem menos arestas que GG, pela minimalidade de G concluimos que G’ contém
uma arvore geradora 7. Mas GG e G’ tém o mesmo conjunto de vértices. Portanto, T

também é uma arvore geradora de (G, uma contradicao com a escolha de G. n
Terminamos esta secao com o seguinte resultado.

Teorema 4.10

Sejam T e T" arvores geradoras distintas de um grafo conexo GG. Para cada
aresta e € T\T", existe uma aresta f € T'"\T tal que T" — f +ee T — e + f sao

arvores geradoras de G.

Demonstracao. Considere uma aresta e = uv € E(T)\E(T"). Pelo Teorema 4.7-2, o
unico caminho entre u e v é a aresta e. Assim, o grafo T"— e é formado por duas
componentes que sao arvores, digamos, 1T e T.

Como T" é uma &rvore geradora e e ¢ T', sabemos que existem arestas em 7" que
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tem um extremo em 77 e outro em T5. Pelo Teorema 4.7-6, sabemos que o grafo 7" + ¢
contém somente um ciclo C’. Certamente existe uma aresta f de C” diferente de e, mas
que tem também um extremo em 7} e outro em T5. Assim, temos que T'— e + f é um
grafo aciclico com |V (G)| vértices e |V (G)| — 1 arestas. Pelo Teorema 4.7-4, concluimos
que T'— e+ f é uma arvore geradora de G.

Resta mostrar que 7" — f + e é uma arvore geradora de G. Como f estd no ciclo C’
de T'+e, o grafo T+ e — f é aciclico. Como T" — f +e tem |V (G)| vértices e |V (G)| —1

arestas, pelo Teorema 4.7-4 concluimos 7" — f + e que é uma drvore geradora de G. [
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Digrafos

Um digrafo D = (Vp, Ep) é uma estrutura composta por um conjunto de vértices Vp e
um conjunto de arestas (ou arcos) Ep que é formado por pares ordenados de vértices.
Muitas vezes vamos representar uma aresta e = (u,v) simplesmente como uv. Mas
note que, diferente do caso de grafos, onde uv e vu representam a mesma aresta, em
digrafos uv representa uma aresta de u para v, e vu representa uma aresta de v para u.
Dado um digrafo D, denotamos por V(D) o conjunto de vértices de D e por E(D) o
conjunto de arestas de D. Por simplicidade, escrevemos v(D) e e(D), respectivamente,
para |V(D)| e |E(D)|. Veja a Figura 5.1 para exemplos de representagao grafica de
digrafos. Muitas defini¢oes e conceitos relacionados a grafos sao estendidos a digrafos

de forma natural. Aqui vamos definir e discutir as principais defini¢oes.

A0 —0

Ko_ﬁ/ NSV

D

L

Figura 5.1: Representacao grafica de dois digrafos.



5.1 Vizinhanca e subdigrafos

Dada uma aresta uv de um digrafo D = (Vp, Ep), dizemos que u e v s@o, respectiva-
mente, o inicito e o fim da aresta uv. Dizemos também que a aresta uv sar de u e entra
em v. Como as arestas de um digrafo possuem sao orientadas, definimos os graus dos
vértices v de D separadamente, de acordo com a quantidade de arestas que entram
e saem de v. A menos que indicado em contrario, assumimos que nao existem duas
arestas com mesmo inicio e fim.

A wizinhanga de saida N}y (v) de um vértice v de um digrafo D = (Vp, Ep) é o
conjunto dos vértices u em que existe uma aresta de v para u, i.e., N;(U) = {u:vu €
Ep}. Similarmente, definimos N (v) = {u: uv € Ep} como o conjunto dos vértices u
em que existe uma aresta de u para v. Definimos df(v) = [N} (v)] e dg(v) = |[Np(v)],
respectivamente, como o grau de saida e o grau de entrada de v. O grau de um
vértice v, denotado por dp(v), é a soma dos graus de entrada e saida de v, i.e.,
dp(v) = dp(v) + dj(v). Assim como no caso de grafos, quando estiver claro a que
digrafo D estamos nos referindo, podemos omitir D das notagoes em que D esta
subscrito (e.g., usamos d*(v) em vez de d},(v)).

Dado um conjunto X C V(D), definimos a wizinhanca de saida de X como
N5 (X) =U,ex Nj (). Similarmente, definimos a vizinhanga de entrada de X como
Np(X) = U,ex Np(x). Um vértice com vizinhanga de saida vazia é chamado de ralo
e um vértice com vizinhanca de entrada vazia é chamado de fonte. O grau minimo de
saida 6T (D) e grau minimo de entrada 0~ (D) de um digrafo D sao, respectivamente, o

menor grau de saida e entrada dentre todos os vértices de D, i.e.,
5T(D) = min{d*(v):v e V(D)} e ¢ (D)=min{d (v):v € V(D)}.

O grau mdzimo de saida AT(D) e grau mdzimo de entrada A~ (D) de um digrafo D
sao, respectivamente, o maior grau de saida e entrada dentre todos os vértices de D,

AT(D) = min{d*(v):v € V(D)} e A (D)=min{d (v):v € V(D)}.

Um digrafo D’ é subdigrafo de um digrafo D se V(D) C V(D) e E(D") C E(D).

Dizemos também que D contém D', e escrevemos D' C D para denotar essa relacdo. Um
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subdigrafo proprio D' de D é um subgrafo de D tal que V(D) # V(D) ou E(D) # E(D).
O grafo GG obtido da remocao da orientagao de todas as arestas de um digrafo D é
chamado de grafo subjacente de D. Note que caso existam arestas uv e vu em D, entao
o grafo subjacente G de D é um multigrafo, uma vez que contém duas arestas entre u
e v. Perceba também que dp(v) = dg(v). Se G é o grafo subjacente de um digrafo D,
entao dizemos que D é uma orientacao de G. Um torneio é uma orientacao de um

grafo completo.

Teorema 5.1

Seja D = (Vp, Ep) um digrafo. Temos [Ep| =" ., d"(v) =3 oy, d7(v).
Demonstragdo. Caraaresta uv de D acrescenta exatamente uma unidadea ) . d*(v),
pois acrescenta uma unidade somente a d* (u). Similarmente, temos que uv acrescenta

exatamente uma unidade a > d~(v). Assim, temos

veVDp
|Ep| =Y d"(v)=>_d (v).
veEVD veVD
]
Um caminho em um digrafo é um digrafo P = (Vp, Ep) onde Vp = {vy,..., v} é

um conjunto de vértices distintos e Ep = {vv;41 : 1 <1 <k —1}. O grafo P+ {viv;},
obtido de um caminho P = (Vp, Ep) com Vp = {vy,..., v} e a aresta vyv;, é chamado
de ciclo. Note que as arestas estao orientadas todas em um mesmo sentido. Um digrafo

sem ciclos é dito aciclico.
Teorema 5.2

Um digrafo aciclico contém pelo menos um ralo e pelo menos uma fonte.

Demonstrag¢ao. Suponha por contradicao que D = (Vp, Ep) é um grafo aciclico e nao
tem ralo ou nao tem fonte. Podemos assumir que Ep # (), pois caso contrario todo
vértice de D seria fonte e ralo. Sem perda de generalidade, suponha que D nao tem
fonte. Seja P = (vy,...,v;) um caminho em D maximal com relacao a quantidade

de vértices. Como v; nao é fonte, existe uma aresta uv; € Ep. Como P é maximal,
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u pertence ao caminho P. Assim, temos u = v; para algum 2 < ¢ < k. Portanto,

(v1,...,v;,v1) é um ciclo de D, uma contradigao. O

5.1.1 Ordenagao topolégica

Dado um digrafo D = (Vp, Ep), uma ordenag¢ao topoldgica de um grafo orientado D
¢ uma ordenacao do conjunto de vértices D tal que, para toda aresta uwv, o vértice u
aparece antes de v na ordenacao. Assim, podemos pensar em cada uma das arestas
orientadas uv como representando uma relagao de precedéncia, indicando que v “vem
depois” de u. Outra forma de definir uma ordenacao topoldgica de D é como sendo

uma rotulacao f: Vp — {1,...,|Vp|} injetiva tal que se uv € Ep entao f(u) < f(v).

Nas Figura 5.2 abaixo temos um digrafo e rétulos que compoem uma ordenacao
topoldgica. Na Figura 5.3 esse digrafo esta organizado respeitando a rotulacao dada,

permitindo observar que temos de fato uma ordenacao topoldgica.

Figura 5.2: Um digrafo com uma rotulacao que forma uma ordenagao topolégica.
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Figura 5.3: A ordenagao topoldgica descrita na Figura 5.2 vista de forma organizada.

Lema 5.3

Um digrafo D possui ordenagao topoldgica se e somente se é aciclico.

Demonstracao. Suponha por contradicao que D possui uma ordenacao topoldgica f
e contém um ciclo C' = (vy,...,v,,v1). Como as arestas do ciclo estdo orientadas
sempre de v; para v 1, por definigdo, sabemos que f(v1) < ... < f(vr) < f(v1), uma
contradicao.

Suponha agora que D nao contém ciclos. Seja n a quantidade de vértices de D. Pelo
Teorema 5.2, D contém um ralo v,. Como v,, é um ralo, removendo v,, de D, obtemos

um grafo aciclico D — v,. Como o grafo obtido é aciclico, podemos sucessivamente

remover ralos até chegar em um grafo vazio. Assim, defina D,, = D e sejam v, ..., v;
os vértices removidos, nessa ordem. Seja D; = D[vq,...,v;], para i <n — 1, o digrafo
obtido da remogao dos sucessivos ralos v,, ..., v;11 do digrafo D. Assim, é facil notar

que v; é ralo de D; para todo 1 < i < n. Afirmamos que f(v;) =i paral <i<né

uma ordenagao topoldgica de D. De fato, perceba que para toda aresta v;v; de D temos
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i < j, pois caso ¢ > j terfamos uma aresta de v; para v; no grafo D;, mas v; é ralo de D,

uma contradicdo. Portanto, para toda aresta v;v; temos que f(v;) =i < j = f(v;). O

A prova do Lema 5.3 acima fornece uma regra para a obtengao de um algoritmo
que encontre uma ordenacao topoldgica de um digrafo aciclico. Basta obter um ralo,
removeé-lo do digrafo (esse serd o ultimo vértice na ordenacao topolégica) e aplicar o

mesmo procedimento sucessivamente.

5.1.2 Componentes fortemente conexas

Dado um digrafo D = (Vp, Ep), uma componente fortemente conera de D é um
subgrafo D' = (V},, E};) maximal de D com respeito a seguinte propriedade: para
todo par u,v € V}, existe um caminho de u para v e um caminho de v para v em D"
Sejam Dy, ..., D, o conjunto de todas as componentes fortemente conexas de D. Pela
maximalidade das componentes, cada vértice pertence somente a uma componente e,
mais ainda, entre quaisquer duas componentes D; e D; existem arestas apenas em um
sentido, pois caso contrdrio o digrafo formado pela uniao disjunta de D; e D; formaria

uma componente, contradizendo a maximalidade de D; e D;.

Seja D = (Vp, Ep) um digrafo com componentes fortemente conexas Dy, ..., D.
A condensagao de D, denotada por C(D), é um digrafo com conjunto de vértices
{ws,...,w;}, onde w; corresponde a componente D;, e w;w; é uma aresta de C'(D) se

e somente se existem vértices v; € D; e v; € D; tal que vv; € Ep.

A Figura 5.4 contém dois digrafos D; e Dy e suas componentes fortemente conexas

estao identificadas. Ademais, essa figura contém a condensacgao desses dois digrafos.
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Figura 5.4: Dois digrafos com suas componentes fortemente conexas identificadas e
suas respectivas condensagoes.

Lema 5.4

Seja D um digrafo. A condensagao C'(D) de D é um grafo aciclico.

Demonstracao. O
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Emparelhamentos

Um emparelhamento M em um grafo G = (V, E') é um conjunto de arestas duas a duas
nao adjacentes, i.e., um conjunto M de arestas tal que todo vértices é extremo de no
maximo uma aresta de M.

Dado um grafo G = (V, FE) e um conjunto de vértices X C V', dizemos que um
emparelhamento M em G cobre ou satura X se cada vértice de X ¢ incidente a uma
aresta de M. Se uma aresta uv pertence a um emparelhamento M, entao dizemos
que u e v sao cobertos ou saturados por M. Se um vértice v nao é coberto por um
emparelhamento M, entao dizemos que v é livre em M. Por fim, um emparelhamento

é dito perfeito se satura o conjunto de vértices de G.

6.1 Emparelhamentos maximos

Um emparelhamento é mdzimo em um grafo G = (V) E) se tem a maior quantidade de
arestas possivel dentre todos os emparelhamentos de GG. Note que todo emparelhamento
perfeito é maximo. Estamos interessados em encontrar emparelhamentos maximos e
em verificar se um dado emparelhamento é maximo.

Um emparelhamento M em um grafo G = (V, E) é maximal se ndo existe um
emparelhamento M’ que contém M propriamente, i.e., M C M' e M # M’'. Assim, é
facil perceber que todo emparelhamento maximo também ¢ maximal, mas nem todo
emparelhamento maximal é maximo.

Um importante conceito relacionado a um emparelhamento M em um grafo G =

(V,E) é o de caminho M -alternante em G, que é um caminho cujas arestas alternam



entre arestas de M e de £\ M. Esse caminho pode comecar em uma aresta de M
ou nao. Formalmente, é um caminho P = (vg, vy, ..., vx), onde temos v;v;41 € M se e
somente se ¢ é par, no caso de P comecar em uma aresta de M. Caso P nao comece

em uma aresta de M, temos que v;v;11 € M se e somente se ¢ ¢ Tmpar.

O resultado a seguir foi obtido por Berge e caracteriza emparelhamentos maximos

M de acordo com a existéncia de certos caminhos M-alternantes.
Teorema 6.1: Berge, 1957

Seja G = (V, E)) um grafo. Um emparelhamento M é maximo em G se e somente

se G’ nao contém caminhos M-alternantes com ambos os extremos livres em M.

Demonstracao. Seja M um emparelhamento méximo em G. Suponha por contradi¢ao
que exista em G um caminho M-alternante P com ambos os extremos livres em M.

Considere o conjunto de arestas
M' = (M\ E(P)) U(E(P)\ M).

Mostraremos que M’ é um emparelhamento com mais arestas que M, chegando
a uma contradicao. Como M é um emparelhamento e os extremos de P sao livres
em M, nenhuma aresta de M \ E(P) ¢ incidente a vértices de P. Assim, temos que
M’ é um emparelhamento. Como ambos os extremos de P sao livres em M, temos
|[E(P)\ M| =|M n E(P)| + 1. Portanto,

|M'| =M\ E(P)| +|E(P)\ M|
=|M\EP)+|MNEP)|+1
=[M]+1,

uma contradicao com o fato de M ser um emparelhamento maximo.

Suponha agora que GG nao contém caminhos M-alternantes com ambos os extremos
livres em M. Vamos provar que M é maximo. Suponha por contradi¢cao que M nao
¢ méaximo. Seja M’ um emparelhamento maximo em G (claramente, |M'| > |M|).
Considere o grafo H = [{M \ M'} U{M'\ M}], que é o subgrafo de G induzido pelas

arestas que estao somente em um dos emparelhamentos M e M.
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Note que como M e M’ sdo emparelhamentos, dy(v) < 2 para todo v € V(H).
Assim, cada componente de H é um ciclo par ou um caminho que contém arestas
alternadas de M e M’. Como |M'| > |M|, sabemos que o grafo H contém pelo menos
uma componente que é um caminho P com mais arestas de M’ que arestas de M.
Portanto, a primeira e a ultima aresta de P sao arestas de M’. Por fim, note que se
os extremos de P sao livres, uma vez que, caso contrario, se existisse uma aresta de
M \ E(P) em G incidente ao primeiro ou tltimo vértices de P, essa aresta estaria em
H, e assim deveria estar em P. Concluimos assim que P é um caminho M-alternante

com extremos livres em M, uma contradicao. O]

O resultado abaixo relaciona a quantidade de arestas de um emparelhamento
maximo com a menor quantidade de vértices necessaria para “cobrir” todas as arestas.
Uma cobertura de um grafo bipartido G = (V, E) é um conjunto de vértices C C V
tal que toda aresta de E tem pelo menos um de seus extremos em C'. Uma cobertura

minima de G é uma cobertura com a menor quantidade de vértices possivel.
Teorema 6.2: Konig, 1931

Seja G um grafo bipartido. A cardinalidade de um emparelhamento maximo

em G ¢ igual a cardinalidade de uma cobertura minima de G.

6.2 Teorema de Hall

Um teorema classico em Teoria dos Grafos é o Teorema do Casamento, ou Teorema
de Hall, que fornece uma condicao necessaria e suficiente para que um grafo bipartido

com biparticao (X,Y’) tenha um emparelhamento que cobre Y.
Teorema 6.3: Hall, 1935

Seja G = (X,Y; E) um grafo bipartido. O grafo G’ contém um emparelhamento
que cobre X se e somente se |[N(S)| > | S| para todo S C X.

A condicao “|N(S)| > |S| para todo S C X” é conhecida como condi¢do de Hall.

Demonstracao do Teorema 6.5. Se G contém um emparelhamento que cobre X, entao
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claramente temos que |[N(S)| > |S| para todo S C X.

Suponha que a condicao de Hall é valida. Vamos mostrar que G contém um
emparelhamento que cobre X. Provaremos o resultado por indugao em |X|. O
resultado é claramente vélido para |X| = 1. Suponha que |X| =n > 2 e que, para
todo grafo bipartido H = (A, B; F) com |A| < |X|, o resultado ¢é vélido, i.e., se
INg(S)| > |S] para todo S C A, entdao H contém um emparelhamento que cobre A.

Seja xy uma aresta de G com z € X e y € Y e considere o subgrafo H =
GI(XUY)\{z,y}]. Se |[Nu(S)| > |S| para todo S C X \ {z}, entado por hipétese
de indugao sabemos que H contém um emparelhamento M que satura X \ {z} em
H. Portanto, temos que M U {zy} é um emparelhamento de G' que satura X. Assim,

podemos assumir que
existe S C X \ {z} tal que Ng(S) <|S|— 1.

Portanto, sabemos que Ng(S) < Ny (S) + 1 < |S|. Mas pela condi¢ao de Hall em G,
sabemos que Ng(S) > |S|. Logo,

[Na(5)] = 15]. (6.1)

Considere o subgrafo G[SUN (S)] de G induzido por SUN(S). Como |[Ng(S")| > ||
para todo S" C S, sabemos por hipétese de induc¢ao que G[S U Ng(S)] contém um
emparelhamento M’ que cobre S e N(S) (pois, por (6.1), temos |Ng(S)| = |S]).

Nosso objetivo agora é encontrar um emparelhamento M” em G[(X\S)U(Y'\Ng(9))]
que cobre X \ S. Para todo T'C X \ S, temos que

N(SUT)| > [SUT| = |S| + [T] = [Na(S)| + |- (6.2)

Portanto, considerando o grafo J = G[(X \ S)U (Y \ Ng(S5))] e utilizando (6.2), temos
que para todo T C X \ S vale o seguinte:

INs(T)| = [Ng(SUT)| — |[Na(S)|
> (INa(S)| + |T']) — [Na(9)]
> 7).
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Portanto, como a condi¢ao de Hall é vélida para X \ S em J, por hipétese de indugao,
concluimos que J contém um emparelhamento M” que cobre X \ S.

Como M’ é um emparelhamento de G[S U Ng(S)] que cobre S, e M” é um empare-
lhamento de G[(X \ S) U (Y \ Ng(5))] que cobre X \ S, concluimos que M" U M" é

um emparelhamento que cobre X. O

O seguinte corolario do Teorema de Hall garante um emparelhamento grande no
caso em que a condi¢ao de Hall nao é satisfeita, mas uma versao mais fraca da mesma

ainda ¢é valida.
Corolario 6.4

Seja G = (X,Y; F) um grafo bipartido. Se, para um inteiro k, vale que
|IN(S)| > |S| — k para todo S C X, entao G contém um emparelhamento com
| X | — k arestas.

Demonstracao. Seja Y' o conjunto de vértices Y U {vy,..., v}, onde vy, ..., v, sdo
vértices que nao estao em G. Considere o grafo bipartido H com biparti¢do (X, Y”) tal
que e € E(H) se e somente se e € E(G) ou e ¢ uma aresta entre X e {vy,...,ut}. O
grafo H tem todas as arestas de GG e todas as arestas possiveis entre X e os vértices
que nao estao em G.

Note que para todo S C X temos |Ng(S)| > |S|, pois sabemos que |[Ng(S)| > |S|—k
e Ng(S) contém {vy,...,v;}. Portanto, pelo Teorema 6.3, sabemos que H contém um
emparelhamento M que cobre X (logo, com | X| arestas). Como M pode conter até k
arestas de E(H) \ E(G), concluimos que M contém um emparelhamento de G com

pelo menos | X| — k arestas. O

Corolario 6.5

Seja k um inteiro positivo. Todo grafo bipartido k-regular contém um empare-

lhamento perfeito.

Demonstragao. Seja G um grafo bipartido k-regular e seja (X,Y’) uma bipartigao de

G. Suponha que existe S C X com |Ng(S)| < |S| — 1. Seja E(S, N(S)) o conjunto de

51



arestas entre S e N(S). Assim, como G é k-regular, temos que
S|k = [E(S,N(S)| < |S|k -k < [S[k—1,

uma contradicao. Portanto, concluimos que a condicao de Hall é satisfeita. Pelo
Teorema 6.3, concluimos que G contém um emparelhamento M que cobre X. O

Teorema 2.2 garante que |X| = |Y|. Assim, M é um emparelhamento perfeito. O
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Conexidade

No Capitulo 1 discutimos o conceito de conexidade em grafos, onde definimos que um
grafo GG é conexo se para todo par de vértices u, v de G existe um caminho entre u e v.
Neste capitulo investigamos quao “robusta” é a conexidade de um grafo, no sentido de
quantos vértices ou arestas precisam ser removidos para que um dado grafo conexo de
torne desconexo. Por exemplo, os grafos da Figura ?7? sao todos conexos, mas podemos
dizer que alguns deles tém a conexidade mais “forte” que a de outros grafos.

Dado um grafo conexo G = (V, E) e conjuntos S C V e E C E, dizemos que S
separa G se G|V \ S| é desconexo. Ademais, dizemos que E separa G se G[E \ E]
¢é desconexo. Nesse caso dizemos que S e E sao separadores de G. Se S separa G e
vértices v e w estdo em componentes distintas de G[V'\ 5], entao dizemos que S separa

v de w.
Definicao 7.1: Grafos k-conexos

Seja k um inteiro nao negativo. Um grafo G = (V, E) ¢é k-conezo se |[V| > k+1
e para todo S C V com |S| < k — 1 temos que G — S é conexo.

Pela defini¢ao acima temos que todo grafo é 0-conexo. Note também que um grafo
G é 1-conexo se e somente se G é conexo e tem pelo menos dois vértices (K3 é um
grafo completo). Perceba ainda que o grafo completo Kjy; é o unico grafo com k + 1
vértices que é k-conexo. Ademais, se um grafo G é (k 4 1)-conexo, entao claramente G
é k-conexo.

Voltando nossa atencao agora para separadores formados por arestas, temos a



seguinte defini¢ao.

Definicao 7.2: Grafos k-aresta-conexos

Seja k um inteiro nao negativo. Um grafo G = (V, E) é k-aresta-conezo se
|V| > 2 e para todo F' C F com |F| < k — 1 temos que G — F' ¢ conexo.

Dado um grafo G = (V, E) e u,v € V, dizemos que dois caminhos P e ) sado
internamente disjuntos nos vértices se os Unicos vértices em comum de P e () sao u e v.
O seguinte resultado fornece uma caracterizacao de grafos k-conexos e k-aresta-conexos

que leva em conta a existéncia de caminhos disjuntos entre pares de vértices.
Teorema 7.3

Seja G = (V, E) um grafo e k um inteiro nao negativo. Entéo o seguinte vale.

e (G ¢é k-conexo se e somente se entre qualquer par de vértices existem k

caminhos dois a dois internamente disjuntos nos vértices.

e (G é k-aresta-conexo se e somente se entre qualquer par de vértices existem

k caminhos dois a dois disjuntos nas arestas.

Dado um grafo G, temos que x(G) = 0 se e somente se G é desconexo ou tem
somente um vértice. Pensando em arestas, temos x'(G) = 0 se e somente se G é

desconexo. Para o grafo completo, nao é dificil ver que k(K,) = k'(K,) =n — 1.

Podemos agora definir os conceitos mais importantes deste capitulo, que descrevem

a menor quantidade de vértices (e arestas) cuja remogao desconecta um grafo G.

Definicao 7.4: Conexidade e aresta-conexidade
Seja G = (V, F) um grafo conexo.
e A conexidade de G, denotada por k(G), é o maior k tal que G é k-conexo.

e A aresta-conexidade de G, denotada por £'(G), de um grafo G é o maior k

tal que G é k-aresta-conexo.
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Abaixo temos outra forma de ver a conexidade e aresta-conexidade de um grafo

que nao é completo.

Definicao 7.5: Conexidade e aresta-conexidade
Seja G = (V, E) um grafo que nao é completo.

e A conexidade k(G) é o menor k tal que existe um separador U C V' com
|U| = k.

e A aresta-conexidade k'(G) é o menor k tal que existe um separador F' C E
com |F| = k.

Note que se um grafo G é k-conexo, entao k(G) > k. Da mesma forma, se um grafo
G é k-aresta-conexo, entao £'(G) > k. Na Figura 7?7 temos exemplos de grafos e os

valores de suas conexidades e aresta-conexidades.

7.1 Relacoes entre conexidade e aresta-conexidade

Proposicao 7.6

Se G é uma arvore, ciclo ou grafo completo, entao
k(G) = K'(G).

Demonstracao. O]

Proposigao 7.7

Para todo grafo conexo G = (V, E) e toda aresta e € E temos que
K'(G)—1<K(G—e) <K(G).

Demonstra¢ao. Vamos primeiramente mostrar que '(G) —1 < k(G —e). Seja £ a

quantidade minima de arestas cuja remocgao do grafo G — e gera um grafo desconexo,
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i.e., k(G — e) = (. Claramente, a remocao de ¢ dessas arestas e da aresta e desconecta
o grafo (G. Portanto, como existem ¢ + 1 arestas cuja remocao desconecta GG, sabemos

que
K(G)<l+1=r(G—e)+1,

de onde concluimos que #'(G) — 1 < &'(G —e).

Resta mostrar que £'(G — e) < /(G). Como existe um conjunto F' C E com
|F| = k'(G) cuja remogao desconecta o grafo G, entao certamente a remogao de F'\ {e}
desconecta G — e. Assim, k'(G —e) < K'(G). O

Proposicao 7.8

Para todo grafo conexo G = (V, E) e todo vértice v € V' temos que
k(G) — 1 < k(G —v).

Demonstracao. Note que, para todo separador S C V' '\ {v}, o conjunto S U {v} é um
separador de G. Logo, temos k(G) < k(G —v) + 1. O

Note que, diferentemente do que ocorre com a aresta-conexidade, nao é verdade
que k(G —v) < k(G). Na verdade, nao vale que k(G —v) < f(k(G)) para nenhuma

funcao de k(G). A seguinte afirmativa mostra que isso nao é possivel.

Afirmativa 7.9

Para todos os inteiros k e £ com 1 < k < {, existem grafos G = (V, E) tais que

k(G) =k e k(G — v) para algum vértice v € G.

Demonstracao. 0

O seguinte teorema relaciona x(G) e K'(G).

Teorema 7.10
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Para todo grafo G — (V, E) com |V| > 2 temos que
k(G) < K'(G) <4(G).

Demonstracao.
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Caminhos e ciclos hamiltonianos

Um caminho que passa por todos os vértices do grafo é chamado de caminho hamiltoni-
ano. Da mesma forma, um ciclo que passa por todos os vértices de um grafo é um ciclo
hamiltoniano. Um grafo hamiltoniano é um grafo que contém um ciclo hamiltoniano.

Veja Figura 8.1 para exemplos de caminhos e ciclos hamiltonianos.

Figura 8.1: Grafos GG; e G5 com caminhos hamiltonianos indicados, e grafos Gz e G4
com ciclos hamiltonianos indicados.

Estamos interessados em saber que grafos contém caminhos ou ciclos hamiltonianos
e, ainda mais, seria interessante encontrar tais caminhos e ciclos nesses grafos. Mas
decidir se um grafo é hamiltoniano é um problema muito dificil (6 um problema
NP-completo), de modo que nao se sabe uma boa caracterizacao para esses grafos.

A seguinte proposicao garante uma condi¢ao necessaria para que um grafo tenha um
caminho ou um ciclo hamiltoniano. Lembre que ¢(G) é a quantidade de componentes

de um grafo G.



Proposicao 8.1

Se G é um grafo hamiltoniano, entao ¢(G — §) < |S| para todo S C V(G).

Demonstracao. Suponha por contradicao que GG contém um ciclo hamiltoniano C' e
que existe S C V(G) tal que ¢(G — S) > |S|. Sejam T,...,Tyg-g) as ¢(G = 5)
componentes de G — .S. Como cada T; é uma componente de G — S, sabemos que nao
existem arestas entre essas componentes. Mas como C' é um ciclo hamiltoniano, todo
vértice de G estda em C. Assim, para cada uma das componente de G — S existem duas
arestas de C' que sao incidentes a vértices de T; e vértices de S. Portanto, existem pelo
menos 2 - ¢(G — §) > 2|S| arestas do ciclo hamiltoniano C' que sao incidentes a vértices
de S. Logo, existe pelo menos um vértice de S com mais que duas arestas de C', uma

contradicao com o fato de C' ser um ciclo. O

Porém, existem grafos G com ¢(G — S) < |S| para todo subconjunto S de vértices
que nao sao hamiltonianos. Um exemplo é o grafo de Petersen.

Abaixo temos um classico resultado que garante a existéncia de ciclos hamiltonianos
em grafos em que todo vértice tem grau “grande”. Vamos demonstrar esse resultado

de duas formas diferentes.
Teorema 8.2: Teorema de Dirac, 1952

Seja G um grafo com n > 3 vértices. Se 6(G) > n/2, entdo G é hamiltoniano.

Demonstracao 1. Seja G = (V,E) um grafo com n > 3 vértices e 6(G) > n/2.
Comegamos notando que G é conexo, pois como §(G) > n/2 existe uma compo-
nente com mais que n/2 vértices, de modo que caso G seja desconexo existiria uma
componente com menos que n/2 vértices e isso implicaria na existéncia de um vértice
com grau menor que n/2.

Seja P = (vy,...,v;) um maior caminho de GG. Assim, todos os vizinhos de vy e vy
pertencem a P. Como d(vy),d(vg) > n/2, sabemos pelo principio da casa dos pombos
que existe um vértice v; em P tal que v;41 € N(vy) e v; € N(vg). Portanto, temos um
ciclo

C= (01,Ui+17vz’+2, <oy Uky Uy Vi1, - - ,U1)
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que contém todos os vértices de P (veja Figura 8.2).

Figura 8.2: Ciclo C' = (v1, Viy1, Vita, - - -, Uk, Vi, Vi_1, - - ., ¥1) marcado em azul.

Caso exista um vértice de V' que nao estd em C, pela conexidade de G, existiria
uma aresta xv; com = ¢ V(C). Mas ent@o essa aresta juntamente com um caminho
gerador de C' formaria um caminho maior que P, uma contradi¢ao. Portanto, C' é um

ciclo hamiltoniano de G. OJ

Demonstracao 2. Suponha por contradicao que o resultado é falso. Assim, seja G =
(V, E) um grafo com n > 3 vértices e 0(G) > 3 que nao é hamiltoniano e tem a maior
quantidade de arestas possivel. Assim, a adicao de qualquer aresta a GG o torna um grafo
hamiltoniano, i.e., G 4+ uv é hamiltoniano para todo par de vértices nao adjacentes.
Sejam u e v dois vértices nao adjacentes. Considere o grafo H = G + uv. Como
H ¢ hamiltoniano (pela maximalidade de G), existe um ciclo hamiltoniano em H e
esse ciclo certamente contém a aresta uv, uma vez que G nao é hamiltoniano. Logo, H

contém um caminho hamiltoniano
Py =(u=wy,...,v, =v).
Defina dois conjuntos U e W como segue:

U={vi:v;€ Ng(u)} e W ={v;:v;_1 € Ng(v)}.
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Note que
UnNnw =0,

pois caso contrario C' = (u, v;, Vis1, - .-, Un_1,V, Vi_1V;_a, . .., ) seria um ciclo hamilto-

niano em G (veja Figura 8.3), uma contradigdo com a escolha de G.

Figura 8.3: Ciclo C' = (u,v;, Vis1, .-, Un_1,V,Vi_1V;_2, ..., u) marcado em azul.

Agora perceba que u ¢ U U W. Portanto, |[UUW/| <n — 1. Logo,
n—1>[UUW|=U|+|W| = |[UNW|= U]+ |W| = de(u) + de(v) > g+g:n,

um absurdo. ]

A condigao 6(G) > n/2 no Teorema de Dirac nao pode ser melhorada. De fato, note
que o grafo G com uma quantidade impar n de vértices formado por dois subgrafos
completos com (n + 1)/2 vértices que intersectam em exatamente um vértice satisfaz
d(G) = (n —1)/2 e nao possui ciclo hamiltoniano.

A k-ésima poténcia de um grafo H, denotada por H”, é o grafo obtido de H através
da adicao de arestas entre quaisquer pares de vértices que estao a distancia no maximo

k em H. Uma importante conjectura, enunciada abaixo, generaliza o Teorema de Dirac.
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Conjectura 8.3: Conjectura de Posa—Seymour, 197/

Seja G um grafo com n > 3 vértices e seja k um inteiro positivo. Se

5(G) > (kiﬂ) n.

entao GG contém a k-ésima poténcia de um ciclo hamiltoniano.

Note que para k = 1, a Conjectura de Pdésa—Seymour é exatamente o Teorema
de Dirac. Para k > 2 a conjectura foi provada para grafos com uma quantidade
suficientemente grande de vértices por Komlés, Sarkozy e Szemerédi.

A segunda demonstracao apresentada é importante pois pode ser usada para provar

os Teorema de Bondy—Chvatal e Ore, apresentados abaixo.

Teorema 8.4: Teorema de Bondy—Chvdtal, 1976

Seja G um grafo com n vértices. Se GG contém vértices nao adjacentes u e v
tais que d(u) + d(v) > n, entao o seguinte vale. O grafo G é hamiltoniano se e

somente se G + uv é hamiltoniano.

Demonstracao. Seja G um grafo com n vértices e sejam u e v vértices nao adjacentes
tais que d(u)+d(v) > n. Claramente, se G é hamiltoniano, entdo G +uwv é hamiltoniano.

Resta provar que se G+wuwv é hamiltoniano, entao GG é hamiltoniano. Assim, suponha
que G 4 uv é hamiltoniano. A prova é essencialmente igual a segunda demonstracao
que demos para o Teorema de Dirac (Teorema 8.2). Por completude, apresentamos
essa prova (de forma sucinta).

Como G 4 uwv é hamiltoniano, entao contém um caminho hamiltoniano
P=(u=wv,...,v, =v).
Defina U = {v;: v; € Ng(u)} e W = {v;: v;_1 € Ng(v)} e note que UNW = 0,
pois caso contrario existiria um ciclo hamiltoniano em G, uma contradicao. Como

u ¢ UUW, temos que |UUW| <n—1. Logo,

n—1>UUW|=|U|+ |W|—=|UNW|=|U|+|W|=ds(u)+ dg(v) >
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um absurdo. ]

O teorema abaixo segue diretamente da demonstracao do Teorema de Dirac.

Teorema 8.5: Teorema de Ore, 1960

Seja G um grafo com n > 3 vértices. Se para todo par de vértices nao adjacentes

{u,v} vale que d(u) + d(v) > n, entdo G é hamiltoniano.

Lembre que um torneio é uma orientacao de um grafo completo. O resultado abaixo
afirma que todo torneio tem um caminho hamiltoniano (seguindo a orientagao das

arestas).

Teorema 8.6: Rédet, 193

Todo torneio possui um caminho hamiltoniano.

Demonstrag¢ao. Suponha por contradigao que existe um torneio D que nao possui um
caminho hamiltoniano. Seja P = (vy,...,v;) um caminho maximal em D e considere
um vértice u € D\ V(P). Pela maximalidade de P sabemos que wv, é um arco.
Dizemos que uv; é um arco para todo 1 <17 < v,. De fato, caso contrario, seja 7 o
menor indice tal que v;u é um arco. Entdo o caminho P’ = vy,...,v;,u, V41, ...,k
seria um caminho maior que P, uma contradicao. Assim, temos que uv; é um arco, de

onde concluimos que u,vy,...,v; é um caminho maior que P, uma contradicao. [
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Coloracao de vértices

Uma coloragao dos vértices de um grafo G = (V, E) é uma funcao x: V — {1,...,k}
que associa, dentre k “cores”, uma cor para cada um dos vértices de G. Se para
todo par {u,v} de vértices adjacentes de G temos x(u) # x(v), entdao dizemos que a
coloragao y é propria. Uma forma 1til de ver uma coloracao prépria de V' é como uma
particao de V' em conjuntos independentes Xj, ..., X, onde cada X; é um conjunto
independente contendo todos os vértices com a cor ¢ (veja Figura 9.1). Dizemos que
uma coloragao prépria com k cores é uma k-coloracao de (G. Se G é um grafo que
admite uma k-colora¢ao, entao sabemos que é possivel colorir G de forma propria
utilizando no maximo k cores. Por fim, dizemos que um grafo é k-colorivel se admite
uma k-coloracao. Portanto, se G é um grafo k-colorivel, entao G é ¢-colorivel para
todo inteiro ¢ > k.



Figura 9.1: Grafo com uma coloracao propria com 3 cores sendo representada de duas
formas diferentes.

9.1 Coloracoes minimas de vértices

Dado um grafo G = (V, E), certamente existe uma colorac¢ao prépria de V' com |V|
cores. Basta dar uma cor diferente para cada um dos vértices. Assim, é interessante

saber qual a menor quantidade k£ de cores para o qual um dado grafo é k-colorivel.

Uma coloracao minima de um grafo GG é uma coloragao propria dos vértices de G

com a menor quantidade possivel de cores.

Definicao 9.1
O ndmero cromdtico de um grafo G, denotado por x(G) é a quantidade de cores

de uma coloracao minima de G.

O problema de determinar o nimero cromatico de um grafo G é um problema desafiador
(um problema NP-dificil). Na Figura 9.2 temos exemplos de alguns grafos e seus

respectivos niimeros cromaticos.
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Figura 9.2: Grafos com coloragoes minimas e seus nimeros croméaticos.

Para se obter um limite superior k para x(G) basta mostrar que existe uma colorac¢ao
de V(G) com k cores. Por outro lado, para se obter um limitante inferior k£ para x(G)
precisamos mostrar que nenhuma coloracao propria de G tem menos que k cores.

Um limitante inferior trivial para o nimero cromético de um grafo G é x(G) > w(G),
onde w(G) é o tamanho da maior clique contida no grafo G. Mas existem grafos G
em que x(G) é maior que w(G), como é o exemplo de qualquer ciclo impar Cyyyq,
onde temos x(Coks1) = 3 € w(Corr1) = 2. Como para qualquer grafo G existe uma
coloragao de V(G) com x(G) cores e cada classe de cor forma um conjunto independente,
sabemos que, temos x(G) > |V|/a(G), onde a(G) denota o tamanho do maior conjunto
independente de G. O seguinte resultado apresenta um limitante superior para o niimero

cromatico de grafos quaisquer.
Proposicao 9.2

Para todo grafo G = (V, E) temos

1 1
< = 2|E| + -.
X(G) < 5 +1[2EI+

Demonstragao. Seja {Xi,..., X} uma coloragdo minima y de G. Para todo X; e X
com 1 <7 < j <k existe pelo menos uma aresta com um extremo em X; e outro em

X, pois caso contrario podiamos dar a mesma cor para os vértices de X; e X;, obtendo
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uma coloracao com menos que k cores, contradizendo o fato de y ser minima. Portanto,
como existem (g) pares de classes {X;, X;}, sabemos que |E| > (]2“) = (k* — k)/2, de

onde concluimos que
1 1
k<= 2| + -.
—2+V’|+4

Também é possivel obter um limitante superior para o niimero cromatico de um

]

grafo G' que é relacionado com o grau maximo de G.

Teorema 9.3

Para todo grafo G temos que

X(G) < A(G) + 1.
Demonstracao. Vamos provar o resultado por inducao na quantidade de vértices de G.
Se G tem somente um vértice, entao o resultado é claramente vélido. Seja G = (V, E)
um grafo com n > 2 vértices e suponha que x(H) < A(H) + 1 para todo grafo H com
menos que n vértices.

Seja H = G — v, onde v é um vértice qualquer de GG. Por hipétese de inducao,
sabemos que x(H) < A(H) + 1. Seja {X,..., X, ()} uma coloracao minima de H.
Como A(H) < A(G), temos que

X(H) <AH)+1<AG) + 1. (9.1)

Se a condi¢ao y(H) < A(G), que é mais forte que (9.1), fosse valida, entao como
{{v}, X4, ..., X} é uma coloracao de G com x(H) + 1 cores, terfamos que x(G) <
X(H) + 1< A(G) + 1, que é o que queremos provar. Portanto, podemos assumir que

Como dg(v) < A(G) = x(H) — 1, sabemos que v tem no maximo x(H) — 1 vizinhos.
Logo, v tem vizinhos em no maximo x(H) — 1 conjuntos em {X,..., X, ()} Assim,

existe algum conjunto X; em {Xy,..., X, } tal que v ndo contém nenhum vizinho
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de X;. Portanto, {Xi,..., X;—1, X; U{v}, Xip1,. .., Xy} € uma coloracao prépria de
G com x(H) cores (veja Figura 9.3).

Figura 9.3: Coloracao {Xi,..., X;—1, X; U {v}, Xip1, ..., Xyan }-

Como G é x(H)-colorivel, temos o limitante superior x(G) < x(H) = A(G)+1. O

O Teorema 9.3 fornece o melhor limitante possivel, pois ciclos Cyy 1 com uma
quantidade fmpar de vértices tem x(Ca1) = 3 = A(Cy) + 1. Outro exemplo é o
grafo completo com n vértices, para o qual temos x(K,) =n —1 = A(K,). Porém, a
diferenca entre x(G) e A(G) + 1 pode ser muito grande. Por exemplo, para a estrela
com n + 1 vértices (grafo bipartido completo K ,,) temos A(K;,) =n e x(K1,) = 2.

Se um grafo G nao é um ciclo impar e nem um grafo completo, entao temos um

limitante superior levemente melhor para x(G).

Teorema 9.4: Teorema de Brooks, 191

Se G é um grafo conexo que nao é um ciclo impar nem um grafo completo,

entao

X(G) < A(G).
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Coloracao de arestas

Uma coloragao das arestas de um grafo G = (V, E) é uma funcao x: £ — {1,...,k}
que associa um dentre k “cores” para cada uma das arestas de (G. Se para todo
par {uv,vw} de arestas adjacentes de G temos x(uv) # x(vw), entdo dizemos que
a coloracao x é propria. Assim como em coloracao de vértices, pode ser 1util ver a
coloracao de um ponto de vista diferente: uma coloracao propria de E é uma particao
de E' em emparelhamentos E, ..., F}, onde cada F; é o conjunto de todas as arestas
coloridas com a cor i. Dizemos que uma coloracao prépria com k cores é uma k-
aresta-coloragao de G. Se G é um grafo que admite uma k-aresta-coloracdo, entao
sabemos que é possivel colorir as arestas de G de forma prépria utilizando no maximo
k cores. Por fim, dizemos que um grafo é k-aresta-colorivel se admite uma k-coloragao.

Portanto, se G é um grafo k-colorivel, entao G é (-colorivel para todo inteiro ¢ > k.

10.1 Coloracoes minimas de arestas

Dado um grafo G = (V, E), estamos interessados em saber a menor quantidade k de
cores tal que existe uma coloracao préopria de E com k cores. Uma coloracao minima
das arestas de um grafo GG é uma coloracao proépria das arestas de G com a menor
quantidade possivel de cores. O indice cromdtico de um grafo G, denotado por x'(G),
¢ a quantidade de cores de uma coloragao minima de E.

Claramente temos

X(G) > A(G), (10.1)



pois cada uma das A(G) arestas incidentes a um vértice v de grau méximo precisam

ter uma cor diferente. Temos também o seguinte limitante inferior.

Afirmativa 10.1

Para todo grafo G = (V, E) vale que

Demonstracao. Considere uma coloracao prépria ¢ arbitraria de £ com k cores. Como
¢ € um conjunto de k emparelhamentos e obviamente cada emparelhamento tem no

maximo ||V|/2] arestas, concluimos que |E| < k||V|/2]. Como k é um ndmero inteiro,
|l 1
kx| |
LIV1/2]

Por (10.1), sabemos que se exibirmos uma coloragao das arestas de um grafo G
com A(G) cores, entao x'(G) = A(G).

O seguinte resultado segue do Corolario 6.5 por indugao no grau dos vértices.

temos que

]

Corolario 10.2

Todo grafo bipartido k-regular admite uma decomposicao em k emparelhamentos

perfeitos.

Agora temos o que precisamos para provar o seguinte resultado que caracteriza o

indice cromatico de grafos bipartidos.

Teorema 10.3: Konig, 1916

Para todo grafo bipartido G' temos

Demonstracao. Seja G = (X,Y; E) um grafo bipartido onde | X| < |Y]. Caso G seja
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um grafo regular, entao a validade do teorema segue do Coroléario 10.2. Assim, podemos
assumir que GG nao é regular.

A ideia da prova é mostrar que G é subgrafo de um grafo bipartido regular H e
aplicar o Corolario 10.2. Seja G' = (X', Y; E) um grafo que contém G como subgrafo e
temos que X C X’ onde | X'| = |V, i.e., X' é um conjunto de vértices que contém
X e possivelmente alguns vértices que nao estao em G, adicionados a G’ para fazer
X' = Y],

Para todo v € V(G'), defina f(v) = A(G) — dg(v), i.e., f(v) é a quantidade
de arestas incidentes a v que falta para que v tenha grau A(G) em G'. Como G’ é

bipartido, sabemos que ) v, da(v) = >, oy der(v). Portanto, temos que

Y fwy=) flv)

veX’ veY

Logo, é possivel obter um grafo A(G)-regular G” obtido de G’ através da adigao de
arestas (provar isso ¢ um bom exercicio). Pelo Coroldrio 10.2, existe uma A-coloracao
prépria das arestas de G”. Claramente, essa coloracao induz uma A-coloracao prépria

das arestas de G, de onde o resultado segue. O]

O seguinte resultado, provado de forma construtiva, fornece um limitante superior
de A(G) + 1 para x'(G), onde G é um grafo qualquer.
Dada uma aresta-coloracao de um grafo G, dizemos que uma cor i incide em um

vértice v se nenhuma aresta incidente a v esta colorida com a cor %.
Teorema 10.4: Vizing, 196/

Para todo grafo G temos

X(G) < A(G) + 1.
Demonstracao. Vamos provar o resultado por inducao na quantidade de arestas do
grafo. Seja G = (V, E) um grafo qualquer. Se |E| = 0, entdo o resultado segue
imediatamente. Assim, assuma m := |E| > 1.

Suponha que para todo grafo H = (Vy, Fy) com menos que m arestas temos que
X' (H) < A(H)+ 1. Seja H = G — vw; onde vw; € E. Por hipdtese de indugao,
existe uma (A(H) + 1)-aresta-coloragao prépria ¢ de H. Logo, como A(H) < A(G), a
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coloragao ¢ usa no maximo A(G) + 1 cores. Vamos colorir a aresta vw; e modificar
a coloracdo ¢ para obter uma A(G) + 1-coloragao de G. Como dg(v) e dg(w;) sado

menores que A(G) + 1, sabemos que
existem cores ¢, € ¢, que nao incidem, respectivamente, em v e wy.

No que segue, descrevemos sequéncias, respectivamente, de vértices (wy, wo, . .., wy)

de G e de cores (cq, ¢, ..., 1) que sdo maximais para 1 e 2 a seguir:
1. para todo 1 <7 < k temos que ¢; nao incide em wy;
2. para todo 2 <1 < k, a aresta vw; esta colorida com a cor ¢;_1.

Pela maximalidade das sequéncias (e notando que k& < A(G)), temos que as
sequéncias nao podem ser estendidas para sequéncias maiores por um dos dois motivos

a seguir:

e A cor ¢; nao incide em v;

e A cor ¢ incide em v e em algum vértice de {wy, ..., w1}
Se a cor ¢ nao incide em v, entao podemos mudar a cor das arestas vws, vws, . . . , VW,
respectivamente, para ¢y, cs, . . ., ¢ e colorir vw; com a cor ¢, obtendo uma (A(G) +1)-

aresta-coloracao propria das arestas de G.

Assuma que nao é possivel estender (wy,ws, ..., wg) e (¢1, ¢, ..., cx) pelo fato de
¢k ser a cor ¢;_q de uma aresta vw,;_; para algum 2 < j < k. Note que w; # wy, pois
caso contrario teriamos que a cor ¢, incide em wy, uma contradicao com a coloragao
dada.

Dé a cor ¢; para vw; e, para todo 2 <1 < 7 — 1, mude a cor das arestas vw; para
¢;. Essa coloracao nao ¢ prépria pelo tinico motivo de vw;_; e vw; terem ambos a cor
cj—1 = ¢,. Mas entdo, o grafo G — vw, estd colorido propriamente com A(G) + 1 cores.

No que segue, considere o subgrafo G,; de G' — vw; induzido pelas arestas com
cores ¢, e ¢x. Como cada classe de cor é um emparelhamento, sabemos que G, é um
grafo cujas componentes sao caminhos, ciclos ou vértices isolados.

Como dg,, (v) = 1 (pois a aresta vw;_; tem cor ¢ e a cor ¢, nao incide em v) e

temos que dg,, (w;) <1 edg,, (w;) <1 (pois a cor ¢; nao incide em v; nem em wy,),
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sabemos que v, w; e wy nao estao na mesma componente de G;. Assim, existem dois

casos possiveis:

Caso 1: v e w; estao em componentes distintas de G .
Trocando as cores de todas as arestas da componente que contém v; e dando a cor
¢, para a aresta vw; obtemos uma coloragao prépria das arestas de G com A(G) + 1

cores.

Caso 2: v e wy estao em componentes distintas de G.

Note que a aresta vwy estd colorida. Dé a cor ¢; para vw;, mude as cores de
VWjq1, VWjs2, . . ., VWE_1, Tespectivamente, para c¢jii,Cjto,...,Cr—1, € deixe a aresta
vwy, descolorida. As cores ¢, e ¢, nao foram utilizadas nessa recoloracao, de modo que
com essa nova colora¢ao o grafo G, nao sofreu alteracao. Assim, trocando as cores
de todas as arestas da componente que contém wy e dando a cor ¢, para a aresta vwy
obtemos uma coloragao prépria das arestas de G com A(G) + 1 cores.

Provamos entao que x'(G) < A(G) + 1. O

O seguinte corolario segue diretamente do limitante inferior x'(G) > A(G) e do

Teorema 10.4.

Corolario 10.5

Para todo grafo G temos

I6)
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Conjuntos independentes e cliques

Como jé foi mencionado em capitulos anteriores, um conjunto independente ou conjunto
estdvel de um grafo G é um conjunto de vértices X tal que o subgrafo de G induzido por
X nao contém nenhuma aresta. Um conjunto independente de um grafo G é mdximo
se tem a maior quantidade de vértices dentre todos os conjuntos independentes de G.
Encontrar um maior conjunto independente de um grafo G é um problema dificil (na
verdade, é um problema NP-dificil).

Denotamos por a(G) a quantidade de vértices em um conjunto independente
méaximo de um grafo G. A a(G) damos o nome de nimero de independéncia ou indice

de estabilidade de G. A seguinte proposigao segue diretamente do fato de

Proposicao 11.1

Para todo grafo G = (V, E), temos

£
a(G) < 3(G)

Teorema 11.2

Para todo € > 0, temos

i 92+ )08 )

n—o0 g(n) =0




Podemos interpretar o resultado acima como abaixo.
Teorema 11.3

Seja € > 0. Para “quase todo” grafo G com n vértices, temos que

a(G) < (2+¢)logyn.

Proposicao 11.4

Para todo grafo G = (V, E), temos

V]
G .
N @
Teorema 11.5
Para todo grafo G = (V, E), temos
aG) >3 —
By d(v) +1
Proposicao 11.6
Para todo grafo GG, temos
w(G) < x(G)
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Planaridade

Teorema 12.1: Formula de Euler

Seja G = (V, E/) um grafo planar conexo. Para toda imersao plana de G com f
faces, temos
f=1E[=|V[+2.

Teorema 12.2

Seja G = (V, E) um grafo planar. Para toda imersao plana de G com f faces,

temos

f=IEl=|V]|+1+4+cG).

Teorema 12.3

Se G = (V, E) um grafo plano, entao

> d(f) =2|E|.

faces f



Teorema 12.4

Se G = (V, F) um grafo planar com |F| > 2, entao

|E| < 3|V| — 6.

Teorema 12.5

Seja G = (V, E)) um grafo planar com |E| > k/2 que nao contém ciclos com

menos de k arestas. Entao

51 < () (V-2

Teorema 12.6: Teorema de Kuratowski

Um grafo G ¢ planar se e somente se G nao contém uma subdivisao de K5 ou
de K373.
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