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1. CONJUNTOS EQUILATEROS

12/04/2011

Dados dois vetores z, y € R?, definimos a distancia £, entre tais vetores (para p € {1,2,00})

como ||z — y/|p, onde

lz — ylh = X |2 — wil;
eyl = (S (- w?)
|z = ylloo = maxi<i<q |7 — Yil.
Dados p; € R, para i € {1,2,...,n}, dizemos que o conjunto {p1,p2,...,pn} & p-equildtero se
as distancias |[p; — pj||p sdo iguais para todo par {p;,p;} onde i # j.
Seja n,(d) = max{n: existe um conjunto p-equilatero z; € RY, para i € {1,...,n}}. Clara-

mente, n2(2) = 3. O seguinte lema d& o valor de na(d) para um d > 1.
Lema 1. Dado d > 1, temos na(d) = d + 1.

Demonstragio. Para mostrar que na(d) > d+1 basta exibirmos um conjunto com d+1 vetores em R?
que é 2-equilatero. Sabendo que e; € R% ¢ o vetor com 0 em todas as coordenadas, com excecio
da coordenada i, que possui valor 1, observamos que o conjunto dos vetores {e;: 1 < i < d+ 1}
¢ 2-equilatero e ndo é dificil ver que tal conjunto de vetores esté contido em R,

Deixe-nos mostrar agora que na(d) < d+ 1. Seja (&)?jll um conjunto 2-equilatero de vetores,
com p; € R para i € {1,...,n+ 1}. Suponha s.p.g. que pns1 = 0 e [Ipjll2 = 1. Considere
a matriz de Gram G = (g;;);j=1, com g;j = (pi,p;) para todo 4, j € {1,...,n}. Assim, temos
que G = (I, + J,)/2, onde I,, ¢ a matriz identidade n x n e J, é a matriz n x n com todas as
coordenadas iguais a 1. Portanto, a matriz G tem posto cheio, isto é, posto(G) = n. Mas, por outro

lado, G = PTP, onde P = [p1]...|pu]axn. Assim, posto(G) < d, donde concluimos que n < d e o

resultado est4 provado, pois isto mostra que o conjunto (&)?;11 possui no maximo d+ 1 vetores. [J
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Observe que o cubo {0,1}% ¢ um conjunto oo-equilatero com 2% elementos, pois quaisquer dois
elementos x e y deste conjunto possuem distancia /o, igual a 1. Portanto, ne(d) > 2¢. Mas sera
que existe algum conjunto co-equildtero com mais de 2¢ elementos? (veja exercicio 1.1.1).

No restante desta secdo iremos focar nossa atencao na distancia £;. Por simplicidade, a partir
de agora, dizemos que um conjunto é equildtero se tal conjunto é 1l-equilatero. Observe que o con-
junto {e1, —e1, ez, —ea,...,eq, —eq} de tamanho 2d é equilatero, logo, n1(d) > 2d. E conjecturado
h& muito tempo que nao existem conjuntos equilateros com mais de 2d elementos, porém, durante
muito tempo nao se soube um limite superior melhor que 2¢ — 1. Em 2003, Alon e Pudlak [1]
mostraram que n1(d) = O(dlogd). Mostaremos aqui uma prova simples de que n1(d) = O(d*), mas

antes deixe-nos enunciar alguns lemas que serao utilizados na prova deste resultado.

Lema 2 (Lema da imersdo aproximada). Para todos d, q € N, existe uma funcio fq4: [0,1]¢ — R%

tal que, para quaisquer z, y € [0,1]¢, temos

1 ) 2d

“|faq(@) = fagWllz = llz =yl | < —.

q q

Demonstragio. Provamos inicialmente o resultado para d = 1. Para x € [0, 1], considere a fun-

cdo f1,4 tal que as primeiras |gz]| coordenadas de fi 4(z) sdo iguais a 1 e as ¢ — | gz | restantes sdo

iguais a 0. Temos que | f1.q(z) — fLeW)II3 = |[za] — lyall = allz -yl £2.

Seja d > 1. Para x = (v;)%,, fazemos fi4(x) = (f1,4(71), ..., frq(z4)) € R¥. Desta forma,
para todo z, y € R?, temos || fuq(z) — faq@)lI3 = X (12 — vilg £2) = ||z — ylig + 2d. O

Lema 3 (Lema do posto). Seja A = [ai,j]nxn uma matriz nao nula real e simétrica. Entao

(Xic ai)?

ZZj:l azzj '

Demonstra¢ao. Se A uma matriz ndo nula n X n real e simétrica, entdo possui n autovalores re-

posto(A) >

ais A, ..., A\, € R. Ademais, se posto(A) = r, entdo existem exatamente r autovalores nao nulos.

Sem perda de generalidade, suponha que Aj,..., A # 0 e Apgq,..., An = 0. Pela desigualdade de
Cauchy-Schwarz ((37i_; ziyi)* < (i 27) (3071 ¥7)), temos que 377y A7 > 1/r(307_; Ai)?, isto &,

RPN /\@-)2.

r> =

D RPY: PPV,




Dada uma matriz A, é sabido que a soma dos autovalores de A é igual ao trago de A (3 ;" asi) e

a soma dos quadrados dos autovalores de A ¢ igual ao traco da matriz A%, Assim, temos que

(o a)?
S T
ij=1%j

O seguinte corolario é facilmente deduzido do Lema 3.

Corolario 4. Seja A = [a; jlnxn uma matriz nao nula real e simétrica com a;; = 1 para todo i € [n]

e |aij| <1/v/n para todo i # j. Entao posto(A) > n/2.

Lema 5 (Lema sobre conjuntos quase equildteros). Sejam pi,...,pn € R tais que, para todo i # j,

temos
2 ].
I~ pallE = 1] < =

Entao n < 2(d+ 2).

Demonstragao. Seja A = [a; jlnxn com aj; = 1 — ||p; — &Hz A hipotese do lema juntamente com
o corolario nos dizem que posto(A) > n/2. Vamos agora limitar superiormente o posto de A.
Para tanto, considere, para todo i € [n], a fungio f;: R? — R tal que f;(z) = 1 — ||z — p;[?
para z € R?  Assim, temos que aj; = fl(&) Portanto, a i-ésima linha da matriz A é dada

por (fi(p1),--., fi(pn)) € R™. Mas
filz) =1—||lz — pil?
=1—(z—pi,z—pi)
=1—(x—2z)— (pi —pi) +2(x1piy + ... + Tapig)
=1—|z|13 — |Ipill3 + 2(z1piy + - - - + Tapia)-

Portanto, é facil ver que cada funcao f; ¢ uma combinagao linear de d + 2 fungdes (a funcao
constante 1, as funcdes z + ||x||3 e as d fungdes z +— x1). Assim, o espaco gerado pelas funcgoes f;
possui dimensao no maximo d + 2. Logo, posto(A) < d + 2. Mas sabemos que posto(A) > n/2.
Estes dois fatos nos dizem que n < 2(d + 2). O

Teorema 6. Para todo d > 1, temos n1(d) < 100d*.

Demonstragio. Por contradicdo, suponha que exista um conjunto equilatero em R? com n = 100d*
elementos. Sem perda de generalidade, suponha que um dos n elementos é o ponto (1/2,...,1/2) e
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que a distancia entre quaisquer dois pontos é 1/2. Assim, o conjunto destes n pontos estd totalmente
contido em [0, 1]¢.
Aplicando o Lema 2 com ¢ = 40d?, sabemos que existe uma fungdo f4, tal que
1 2d
.

1
6Hfd,q(§) — faa)3 — 3| <

Isto €, 2d—q/2 < || fa,4(2) — fa,4(y)||3 < 2d+q/2. Aplicando uma escala de fator /¢/2, obtemos um
conjunto tal que o quadrado da distancia Euclidiana entre quaisquer dois pontos esté entre 1 —4d/q
e 1+ 4d/q (note que 4d/q = 1/10d*> = 1/y/n). Aplicando o Lema 5, temos n < 2(dg + 2),

mas 2(dq + 2) = 2(40d* 4 2) < 100d*, uma contradicio com a escolha de n. O

Para mais detalhes sobre este resultado e sobre outras interessantes aplicagoes de algebra linear,

veja [4].

1.1. Problemas e exercicios. Todos estao convidados a trabalhar no seguinte exercicio.

1. Encontre um bom limite superior para ns(d).



2. DuAs DISTANCIAS / COBRINDO HIPERCUBOS

19/04/2011

Primeiramente, consideramos o problema de encontrar a méxima quantidade de pontos que
podem existem em R?, d > 2, tal que as distancias entre quaisquer dois pontos tém no maximo dois
valores diferentes.

Dado d > 2, dizemos que o conjunto pi,p2,...,pn € R? ¢ um conjunto com duas distancias
se existem a, b € R tais que [[p; — pjll2 = a ou [[pi — pjll2 = b para todo i # j. Ademais,
definimos m(2, d) = max{n: existe um conjunto de tamanho n com duas distancias}.

Claramente, os vértices de um pentagono regular formam um conjunto de cinco pontos com
duas distancias. Isto mostra que m(2,2) > 5. Mas sera que existe um conjunto com duas distancias
que tenha mais que 5 elementos? (veja exercicio 2.1.1).

Counsidere os (g) pontos pi; (1 <i<j<dem {O,l}d que contém exatamente dois 1’s
(nas posigoes i e j). Claramente, o conjunto de tais pontos ¢ um conjunto com duas distancias,
pois s6 & possivel que existam as distancias 2 e v/2. Porém, este conjunto estd contido no hiper-
plano Z?Zl x; = 2. Desta forma, o conjunto esté contido em R4~!. Portanto, acabamos de mostrar
que m(2,d) > (dH) =d(d+1)/2. O seguinte teorema mostra que o fator quadrético em tal limite

2

inferior é o melhor possivel.
Teorema 7. Seja d > 1. Entio m(2,d) < (d? + 5d + 4)/2.

Demonstragao. Tome n pontos p1,...,pn € R? e suponha que tais pontos formem um conjunto com
duas distancias, digamos, a, b € R. Para cada i € {1,...,n}, definimos a funcio f;: R¢ — R tal
que fi(z) = (|2 — pill* — a®)([lz — pil|* — b?) para todo z € R™.

Considere o espaco vetorial de todas as funcoes de R? em R. Observe que fi,..., fn S30

linearmente independentes. De fato, suponha que > ;" | o f; = 0. Assim, para qualquer j, temos

0=> aifi(p))
i=1

= a;f;(p))

22
= a;a“b”,

donde concluimos que a; = 0.



Seja x = (wk)gzl ep = (Pik)fgl:y Veja que

d d
filz) = (Zm — pir)’ — a2> (Z@ck — pir)? — b?)

=1

=> asXs,
S

onde a tltima soma é sobre todos os multiconjuntos S C [d] tais que |S| < 4 e X5 = [[1cq Tk-
Desta forma, temos que f; esta contido em um espaco de dimensio 1+ d + d? + d® + d*. Portanto,
temos n < 1+ d + d? + d3 + d*, mas ndo é este o valor que queremos encontrar.

Para encontrar o limite que desejamos, vamos fazer uma analise mais cuidadosa. No que segue,

considere X = Z?:l xJQ-, P, = Z?lei?, A; = P —a® e B; = P; — b. Temos que

d d
filz) = <Z($k —pig)® - 02> (Z(-Tk —pig)” - 52>

i=1 =1

d d
= | X =) 2pyzi+ A | | X =D 2pija; + B
j=1 j=1

2

d d d
:X2 —4X Zpijxj +4 Zpijxj +(Ai+Bi) X—szzj%‘ +AZBZ
7j=1 7j=1 7j=1

Portanto, os pontos f; (1 <4 < n) pertencem ao espago gerado por

. X, k=1,...,d,
:1:%, k=1,....,d,
rpxe, 1<k</l<d,
T, k=1,...,d,

Assim, os pontos estdo contidos em um espaco de dimensao 1 + 3d + (g) +1 = (d? +5d + 4)/2.
Desta forma, n < (d? + 5d + 4)/2, uma vez que os f/s sdo linearmente independentes.

O

Vamos considerar agora o problema de cobrir hipercubos utilizando hiperplanos. Considere
os pontos {0,1}%\ {0} do hipercubo d-dimensional unitario. Observe que todos os pontos estdo
contidos nos hiperplanos Wy = {z = (z;)¢: Zle x; =k}, para k € {1,...,d}. Portanto, acabamos
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de ver que é possivel cobrir os vértices (sem o ponto 0) de um hiperplano d-dimensional utilizando d
hiperplanos.

Dizemos que os hiperplanos Hy, ..., Hy AF-cobrem {0,1}%se 0 ¢ Uff:l Hj, e, além disso, temos
que {0,1}4\ {0} ¢ Ui_, Hy. Desta forma, definimos

af(d) = min{ N : existem hiperplanos Hi,..., Hy que AF-cobrem {0,1}%}.

Pelo que foi discutido anteriormente, sabemos que af(d) < d. O seguinte teorema mostra que, de

fato, af(d) = d.
Teorema 8. Seja d > 1. Entdo af(d) = d.

Demonstragdo. Suponha que Hy,..., Hy AF-cobrem {0,1}¢. Sem perda de generalidade, vamos
considerar H; = {z = (z1)%: (a;,z) = 1} para a; € R%.

Seja V o espaco vetorial das funcdes de {0, 1}¢ nos reais. Considere a funcao

N d
(1) fl@)=]]0 - (a2) - ] — ).
i=1 j=1
Claramente, f define um elemento de V', a saber, o elemento 0 € V. Por outro lado, f é um
polindmio nas varidveis x1,...,z4. Suponha agora, por contradi¢do, que N < d. Entdo, por (1),

para z € {0,1}%, temos que
(2) .1‘1...:Ud:ZOz5'XS,
S

onde a soma & sobre todos os multiconjuntos S C [d] tais que |S| < d e Xg = [],cq k-
Note que, em {0,1}¢, temos zg = rg, onde S ¢ o conjunto dos elementos em S (exem-

2ro*zy = myx0m4 em {0,1}*). Portanto, por (2), temos que o polindmio z;...x4 é uma

plo: x1
combinagao linear de monoémios multilineares (i.e., da forma Xg para um conjunto S). Vamos pro-
var que Xg (S C [d]) s@o linearmente independentes em V| uma contradi¢do. Para tal, suponha
que ZSe[d] asXg =0 e suponha que Sy é tal que ag, # 0 mas, para todo T' C Sy com T # Sy,
temos ar = 0. Assim, se substituirmos (em (2)), z; = 1 sempre que i € Sy e x; = 0 sempre

que 7 ¢ Sp, entdo 0 = ag,. O
Estes resultados sobre cobertura de hipercubos podem ser vistos em |2].

2.1. Problemas e exercicios. Todos estdao convidados a trabalhar nos seguintes exercicios.
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. Decida se m(2,2) > 6.

. Prove que a cota (d? + 5d + 4)/2 vale para conjuntos que definem duas distancias aprozima-
damente. Note que é necessario definir precisamente o que vem a ser conjuntos com duas
distancias aproximadamente.

. Bstude m(s,d) = max{n: existem n pontos em R? definindo s distancias}. Como sugestdo,
inicialmente mostre que m(s,d) > (dil).

. Prove que m(2,d) < (szrQ).



3. PROBLEMA DA AGULHA DE KAKEYA

26/04/2011

O problema de Kakeya consiste em determinar a menor area de uma regiao no plano em que
podemos girar uma agulha em 360 graus. Considerando uma agulha de comprimento unitério,
dizemos que um conjunto X é um conjunto de Kakeya se X contém um segmento de comprimento 1
em todas as diregoes (i.e., para qualquer dire¢ao que considerarmos, a agulha cabe em tal conjunto).

Um pesquisador chamado Besicovitch deu uma construgao engenhosa de um conjunto de Kakeya
com medida nula [3]. Daremos aqui uma ideia de como é possivel construir um conjunto de Kakeya
com medida arbitrariamente pequena. Considere um tridngulo T' de altura 1 e considere uma
altura h € [0,1) e um inteiro k& > 2. Definimos um (k, h)-corte de T com transla¢io o seguinte
procedimento: dividimos 7" em k tridngulos menores, todos com mesma base, transladamos os
tridngulos T, ..., T, de modo que os k tridngulos se sobrepoem na altura h. Um exemplo de um

(3, h)-corte com translagao pode ser visto na Figura 1.

F1GURA 1. (3, h)-corte com translacao.

Aplicando estes cortes repetidas vezes, em alturas diferentes, podemos obter conjuntos de Ka-
keya com medida arbitrariamente pequena. Seja m um inteiro “grande” e 7' um tridngulo com 90
graus no angulo do topo. Aplicamos um (m, 1/m)-corte em T', entao aplicamos um (m,2/m)-corte
em todos os triangulos resultantes e assim por diante até aplicarmos um (m, (m — 1)/m)-corte. Tal
procedimento gera m™ triangulos, de modo que denotamos a unido destes triangulos por B,. E
possivel mostrar que, em qualquer altura, o tamanho da intersecao entre os tridngulos é no maximo
1/m.

Precisamos agora dar uma ideia de como é possivel girar a agulha utilizando o conjunto B,,.
Para esta tarefa, aumentamos o conjunto através da criacao de certos “corredores” que sao extensoes

dos triangulos.



F1cura 2. Corredores para movimentagao da agulha em B,,.

Podemos mover a agulha (de uma marca azul para outra na Figura 2) para baixo pelo corredor
vermelho, rotacioné-la e subir até a base do outro tridngulo, rotacioné-la novamente, e, enfim, leva-
la a este tridangulo. Desde que facamos a agulha seguir por uma distancia suficientemente grande
pelo corredor, as rotagoes irao gerar uma area arbitrariamente pequena.

Consideremos agora o problema de Kakeya no contexto finito (ao invés de R™, vamos considerar
F" onde F é um corpo finito). Dizemos que S C R"™ contém dire¢io u, com u € R"™ e ||ul| = 1 se
existe ¢ € S tal que a + tu € S para todo 0 < t < 1. Portanto, em F”, um subconjunto S C F"
contém diregdo u, com u € F” e u # 0 se existe a € S tal que a+tu € S para todo t € F. Com isso,

dizemos que S C F™ é um conjunto de Kakeya em F" se S contém toda direcao u € {F" \ {0}}.

Teorema 9. Seja F um corpo com q elementos. Todo conjunto de Kakeya em F™ possui pelo menos
(q+2_1) elementos.

Note que, para n fixo e ¢ grande, conjuntos de Kakeya em F" sao uma proporgao pelo menos
1/n! de F™, desde que (q+271) =(qg+n—1),/n! >q¢"/n! =|F"|/n!
Os lemas 10 e 11 serao tteis na prova do Teorema 9.

d+n

Lema 10. Sejam ay,aq,...,a, € F" com N < ( "

). Entao eziste polinémio p = p(x1,...,x,) #0

com coeficientes em F de grau no mdzimo d tal que p(a;) =0 para i € {1,...,n}.

Demonstra¢ao. Um polinébmio de grau no méaximo d em xq,...,Z, pode ser escrito na forma

a o x®), onde a; > 0 € Coy...0, € F. O nuimero de
9 1yeeey

n

(1,0 Tn) = Za1+._,+an§d(ca1,m,anx
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d+n)

monomios na expressao acima é ( . ). Para cada i, temos uma equagao linear envolvendo os ter-

d+n

d+") equagdes e (“7

" ) indeterminadas

mMoS Cq,,....a, dada por p(a;) = 0. Desde que temos N < (

Can,...,an , €Xiste uma solug¢ao nao nula. O

Lema 11. [Teorema de Schwartz—Zippel] Seja K um corpo e S C K finito. Para todo polinémio
nao nulo p = p(x1,...,x,) com coeficientes em K, temos que, se escolhermos (S1,...,8m) € S™

uniformemente ao acaso, entao

d
Pr(p(si,...,8m) =0) < —,
(o )=0) <

onde d € o grau do polindmio p.

Demonstragdo. Utilizamos indu¢do em m. Se m = 1, basta lembrar que p(x) € K|z] de grau d tem
no méximo d raizes.
Suponha m > 1 e considere o resultado valido para valores menores de m. Ajustando a notagcao,

podemos escrever o polinémio p da seguinte forma.

com p;(x1,...,Zm—1) nao nulo.
Seja R € 8™ com R = {r = (ri,...,mm) € S™: p(r) = 0}. Considere agora o conjunto
Ri = {r € R:pi(r1,...,7m_1) = 0} e Ry = R\ Ry. Entdo |Ri| < ((d — k)|S|™2)|S|, desde

que temos a hipotese indutiva e sabemos que o grau de pr é no maximo d — k. Ademais, fixado

(r1,...,7m_1), temos no maximo k escolhas para r,, se queremos r € Ry. Assim, |Ry| < k|S|™ 1.
Portanto, |R| = |Ry| + |Ra| < d|S|™ L. O
Demonstragao do Teorema 9. Fixe S conjunto de Kakeya em F". Suponha S = {ai,...,an} €

S| =N < (q+2_1). Usando Lema 10, fixamos polinémio p # 0 com p(a;) = 0 para todo ¢ e grau
d<gq-—1.

Fixe v € F" \ {0}. Temos que existe ¢ € F" tal que p(a + tu) = 0 para todo t € F. Seja
f(t) o polindmio em ¢ dado por f(t) = p(a + tu). Sabemos que o grau de f(t) é no maximo ¢ — 1.
Como f(b) = 0 para todo b € F, f possui ¢ > ¢ — 1 zeros. Portanto, f(¢) = 0. Em particular, o

aq lo
Coy,.on®lt oo

coeficiente de t¥ em f(t) é zero. Tal coeficiente € p(u), onde P(w) = >0 4+ 0, —d
é a assim chamada parte homogénea de p. Claramente, p(z) # 0. Temos assim, p(u) = 0 para todo
u € F". Mas, pelo Lema 11 aplicado com S = F, temos que se R = {r € F": p(r) = 0}, entdo
|R| < d|F|"1 < (¢—1)¢" ! < ¢", uma contradi¢io. O
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