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1. CONJUNTOS DE SIDON

11,/08/2010
Seja A C N=1{0,1,2,...}. Definimos a densidade de Shnirelman como o(A) = inf,>1 A(n)/n,

onde A(n) = |AN [n]|. Shnirelman provou que se 0 € A e g(A) > 0, entdao A é uma base de ordem
finita, isto é, existe um h tal que todo ntimero natural pode ser escrito como soma de no méaximo h
elementos de A.

Fixado A C N, definimos r,,(A) como a quantidade de pares (a,a’) com a < @, onde a,a’ € A
ea + a =n. Ademais, definimos r],(A) como a quantidade de pares (a,a’) coma < @/, onde a,a’ € A
e at+a’ = n, isto &, permitimos pares (a, a’) tais que a = a’. Podemos observar que 7}, (A) = r,(A4)+1

se temos n par com n/2 € A, e r),(A) = r,(A) caso contréario.
Definicao 1. Dizemos que um conjunto S C N ¢ Sidon se r},(S) < 1 para todo n € N.
Sidon propds o seguinte problema, que encontra-se em aberto até os dias de hoje.

Problema 2. Eziste A C N tal que v’ (A) > 0 e r/,(A) € “pequeno” (por exzemplo, no mdzimo 101°"")

para todo n suficientemente grande?
Paul Erdés obteve o seguinte resultado utilizando o método probabilistico.
Teorema 3. Eziste A C N tal que r),(A) = O(logn) para todo n suficientemente grande.

Estamos interessados em estudar o “tamanho” de conjuntos de Sidon. Podemos analisar con-
juntos de Sidon em dois contextos, finito e infinito. Por enquanto, sobre o caso infinito, citaremos

dois resultados de Erdds.

1) Todo S C N Sidon ¢é tal que

lim inf 5(n)

Notas por Guilherme Mota



2) Existe S C N Sidon tal que

>1

-2

Por enquanto, nos concentraremos no caso finito. Seja Fy(n) = max{|S|: S C [n] & Sidon}. O

seguinte fato é simples de ser verificado.

Fato 4. Fg(n) < 2\/’5.

Demonstrag¢ao. Suponha que S C [n] seja um conjunto de Sidon. Temos que as (“;‘) + |S| somas

da forma s + s’ com 5,5’ € S e s < s devem ser distintas. Mas observe que todas estas somas

pertencem ao conjunto {2,3,...,2n}. Desta forma,
5] +1 S|
= S| <2n-—1.
< 2 g ) Hlsl=2n

Assim,

S 2

u <2n—1< 2n,

2

de onde concluimos que |S| < 2¢/n. O

Sidon observou que Fy(n) > en'/* para algum ¢ > 0 e todo n > ng, onde ng € N. Podemos

1/3 utilizando um método guloso, isto é, adicionando elementos

provar uma cota inferior do tipo cn
a um conjunto S, inicialmente vazio, sempre que a adi¢ao de tal elemento ndo faca com que S deixe
de ser Sidon (veja o exercicio 1.1.1).

Veremos que Fa(n) = (14 o(1))y/n, isto é, lim, o (Fa(n)/y/n) = 1. Erd6s e Turan, em 1941,
provaram que limsup,,_,.(F2(n)/v/n) < 1, como veremos mais adiante no Teorema 5. Ademais,
conjecturaram que lim,_,oo(F2(n)/y/n) = 1. Trés anos mais tarde, Chowla [3] mostrou que, de

fato, liminf,,_, (Fa(n)/v/n) > 1, onde a demonstracao é feita utilizando resultados de Singer en-

volvendo corpos finitos [7].
Teorema 5 (Erdss-Turan [4]). Fa(n) < /n+ O(n'/?).

Demonstracao. Seja r = Fa(n) e a1 < ... < a, um conjunto de Sidon S, de tamanho méximo,
contido em [n]. Fixe um inteiro u, onde 1 < u < n. Provaremos a cota r < (n+u+n?/u?)"/?+n/u.
Nao é dificil ver que, tomando u = Lng/ 4], o resultado segue.

Considere os n + u intervalos I, = [-u + m,—1 + m|, onde m = 1,2,...,n + u. Note

que |I, N Z| = u. Definindo A,, = |S N I,,| como os elementos de S que estdo em I,,, obtemos

n+u

(1) Z A, = ru.

m=1



Considere agora um grafo bipartido G onde, em uma parte, estao todos os (g) pares (a;,a;)
de elementos de S, onde i < j e, na outra parte, estdao os n + u intervalos I,,,. Estimaremos a
quantidade de arestas deste grafo através de dupla contagem.

Seja N a quantidade de arestas de (. Analisando os vizinhos dos intervalos I,,,, obtemos
que N =S "t (A2m). Como (3) € uma funcio convexa, temos, pela desigualdade de Jensen, que

m=1
N > (n+u) ((Z”mtli Ar;) /(n+ u))

@) P (ru/(z+u)>

_ru( ru )
2 \n+u ’

onde a igualdade do meio segue de (1).

Fixe (ai,a;) com i < j. Suponha aj—a; = d. Entao, ha u—d arestas incidentes ao vértice (a;, a;)

em G. Entretanto, para um dado d, existe no maximo um par (a;, a;) com diferenca d. Assim,

temos que
u—1
N<)» (u—d)
d=1
(3) _ u(u—1)
2

Portanto, de (2) e (3), obtemos r((ru)/(n + u) — 1) < (4). Multiplicando por (n + u) dos
dois lados e lembrando que u < n, temos que r(ru — 2n) < wu(n + u), de onde concluimos
que ur? — 2nr — un — u? < 0. Resolvendo esta inequacio, o resultado segue.

O

1.1. Problemas e exercicios. Todos estao convidados a trabalhar no seguinte exercicio.

1. Mostre que Fa(n) > ent/3 para todo n suficientemente grande e algum ¢ > 0 (Dica: utilize o

método guloso).



2. CONJUNTOS DE SIDON - CONTINUAGAO

31/08/2010

Mostraremos que Fy(n) > (1 + o(1))y/n. Tal resultado, que segue de um caso particular do

seguinte teorema, foi obtido, independentemente, por Erdds e Chowla.

Teorema 6 (Bose-Chowla [2]). Se m € uma poténcia de primo e h > 2 é um inteiro, entdo existemn

mnteiros a, ..., am (consz'dere 1< <...<a, < mh — 1) tais que todas as somas
aj, + ... +aj, ( mod m"—1)

sao diferentes para 1 < j1 < ... < jp < m.
O seguinte corolario segue do teorema acima, fazendo h = 2.
Corolario 7. Se m é uma poténcia de primo, entio Fo(m? —1) > m.

Notando que a razao entre o n-ésimo e o (n+1)-ésimo primo tende a 1 quando n tende a infinito,
temos, para n arbitréario, que Fy(n) > (1 + o(1))y/n. Sendo assim, para obter tal cota inferior, nos
concentraremos em provar o Teorema 6. Para tal, precisamos comentar alguns resultados sobre
corpos finitos.

Um corpo é uma tripla (K, +,.) composta de um conjunto K e duas operagdes binéarias sobre
os elementos de K, onde (K, +) e (K* = K \ {0},.) sdao grupos abelianos e vale a distributividade,
i.e., a(b+ c) = ab+ ac para todos a,b,c € K.

Exemplos importantes de corpos sao o conjunto dos niimeros racionais com as operagoes usuais
de soma e multiplicacdo (Q,+,.) e a classe residual modulo p munida das operacoes de soma e
multiplica¢ao modulo p, para p primo, (Z/pZ,+,.), que é um corpo finito (possui p elementos).

Os seguintes fatos sobre corpos finitos serdo uteis. Em todos os fatos enunciados abaixo, p

representa um nimero primo.

Fato 8. Se r € N, com r > 1, entao existe um corpo (inico, a menos de isomorfismos) com p"

elementos. Denotamos tal corpo por GF(p") = Fpr.
Fato 9. Se d|r, entio GF(p?) ¢ um subcorpo de GF(p").

Fato 10. GF*(p") = (GF(p"))* é um grupo ciclico, isto €, existe um elemento 0, chamado de
gerador de GF*(p"), tal que

GF*(p") = (0) = {0,62,...,0" "1 =1}.
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Fato 11. Seja G = (0) finito com |G| > 1 ¢ H um subgrupo de G. Entdo, temos que H = (6"),
onde h = min{q: 07 € H, q > 0}.

Para entender o Fato 9, observe que se d|r, entdao p? — 1|p" — 1 = p¥ — 1, para r = dl. Pondo

-1
=1+pt .. +pl1-1),

temos que GF*(p?) = (97) = {67,624, . .. (#1)*"~'}. Podemos ver GF(p") como um espago vetorial
sobre o corpo GF(p?).

Dizemos que @ é algébrico sobre GF(p?) se existe um polinémio p(x) € GF(p?)[z], isto &, p(z)
possui coeficientes em GF(p?), tal que p(6) = 0. Se 0 & gerador, entao temos que @ é algébrico, pois
o polinémio p(z) = 2" ~! — 1 & nulo quando = = 6.

Seja @ algébrico. Dizemos que 6 possui grau h sobre GF(p?) se h é o menor grau de um
polinémio que é nulo em 6, isto ¢, h = min{grau de p: 0 # p € GF(p?)[x] com p(d) = 0}. Se 6
possui grau h em GF(p?) e d|r, entdo Z?;é ¢j#7 é uma enumeragdo (sem repeticio) dos elementos
de GF(p"), onde ¢; € GF(p?) para todo 0 < j <h—1. Assim, temos que (p?)* = p", de onde

concluimos que hd = r. O seguinte fato é fundamental para a prova do Teorema 6.

Fato 12. Se d|r e GF(p?) ¢ subcorpo de GF(p") com GF*(p") = (0), entido 0 é algébrico sobre
GF(p?) e possui grau h = r/d.

Demonstra¢ao do Teorema 6. Seja m uma poténcia de primo e h > 2. Seja m = p“, com p primo
e GF(p*) subcorpo de GF(p™), com GF*(p") = (). Considere a seguinte colecio de m elementos
nio nulos de GF(p™).

{0+c:ce GF(p*)} ={6",0%,...,6%},

onde 1<a; <...<an,<mh—1.

Precisamos mostrar que os elementos a1, .. ., a;, possuem a propriedade que queremos. Suponha
quel<jp<...<jp<mel<j<...< j;L < m sao duas sequéncias distintas de indices.
Queremos provar que aj, + ...+ a;, # ajr + ... +aj modulo m” — 1. Considere os polinoémios
lineares Ly(z) =  + ¢, onde § + ¢ = 0% e ¢ € GF(p*). Assim, temos que L,(z) € GF(p")[x].

Considere agora o seguinte polinomio em GF(p*)[x].



onde 0 +¢j, = 0%i e 0 + ¢y = 0% para 1 < i < h. Observe que F(x) tem grau menor que h
e F(x) # 0. Assim, F(0) # 0, pois 6 tem grau h e, portanto, o menor grau de um polinémio

em GF(p“)[z] que é nulo em 6 é h (veja Fato 12). Com isso, temos

O#F(Q):(9+Cj1)...(9+6jh)—(H-i-Cji)...(H-i-Cj;L)
= 0%19%:2 . 0% — 0“9 . 9"h

_ gajl'i‘m'i‘ajh _ QajiJr'“Jraj;l_

O resultado segue.



3. DENSIDADE DA SOMA DE CONJUNTOS DE INTEIROS POSITIVOS

14/09/2010 e 21/09/2010

Dado A C N=1{0,1,2,...}, denotamos a densidade de Shnirelman por o(A) = inf,>1 A(n)/n,
onde A(n) = |AN[n]|. Definimos A+ B = {a+b:a € A, b € B}. Em 1942, Mann provou o
seguinte teorema sobre a densidade da soma de conjuntos de inteiros positivos, que é mais forte que

0 Teorema de Shnirelman.

Teorema 13 (Mann [6]). Sejam A, B C N tais que 0 € AN B. Se 0(A) + o(B) <1, entio
0(A+ B)>o0(A)+0o(B).

A seguir, enunciamos alguns resultados importantes sobre a densidade de Shnirelman (para
saber mais sobre o Teorema de Shnirelman e para ver provas dos Lemas 14, 15 e 16, veja se¢cdo 13
das notas de aula do primeiro semestre de 2010). Deste ponto em diante, vamos considerar 0(A) = «

e 0(B) = . Ademais, faremos o(C) = v, onde C = A+ B.

Lema 14. 0(A) + o(B) > 0(A) + 0(B) — o(A)o(B).

Lema 15. Se A(n) + B(n) <n—1, entaon € A+ B.

Lema 16. Se 0(A) > 0, entdo existe k € N tal que Zle A=N,
O seguinte lema é a parte principal da prova do Teorema 13.

Lema 17 (Lema Fundamental). Se n € N*, entao existe 1 < m <n tal que
C(n) —C(n—m) > (a+ B)m.

Demonstragio. Dizemos que um conjunto N ¢ normal em um segmento [0,n] se, dados f, f' ¢ N,
entdo f + f—n ¢ N. Vamos considerar alguns casos.
e Caso 1: neC.
Cn)—Cn—-1)=1> (a+p).

e Caso 2: n ¢ C e C énormal.
Seja m o menor inteiro positivo tal que m ¢ C e considere s tal que n —m < s < n.

Assim, s € C (caso contrario, 0 < s —n 4+ m < m, contrariando a normalidade de C). Com

10s resultados desta se¢ao foram apresentados pelo aluno Téssio Naia dos Santos
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isso, C(n)—C(n—m) = m—1. Como m ¢ C, temos, pelo Lema 15, que A(m)+B(m) < m—1,

de onde concluimos que

C(n) — C(n—m) > A(m) + B(m)
(4)
> (a+ B)m.
e Caso 3: n ¢ C e C ndo é normal.
Como C' ndo é normal, existem ¢, ¢ no segmento [0,n] com ¢,c ¢ C tal que c+c¢ —n € C.

Assim, existem a € A e b € B tais que
(5) c+cd —n=a+b.

Dizemos que o menor b satisfazendo a igualdade (5), para todos os valores possiveis
de ¢, e a, & uma base da extensao candnica, denotada por fp.

Seja C* = {c: ¢+ —n = a+pp, com ¢, ¢ C e a € A}. Definimos a extensio canonica Cy
de C como €] = C U C*. Ademais, definimos B* = {p + n — c: ¢ € C*}. Pela defini¢ao
de C*, temos que B* = {¢ — a: ¢ € C*, para algum a € A}. Portanto, podemos concluir
que B* N B = &, pois, se existisse b € B*N B, entdo b = ¢ — a, para algum a € A e ¢ € C*,
implicando que ¢’ € C, uma contradicao.

Seja By = B U B* a extensao canonica de B, vamos provar que A + By = (.

— (A+ By C C4): Sejam a € A e by € By. Vamos considerar dois casos.

x by € B.
Temos que a+b; € (A+ B)=C C ).

x by € B*.
Temos que ¢c = a+b; = a+Fy+n—c, com ¢ € C*. Portanto, c+c —n = a+ fy,
de onde concluimos que ¢ € C* C C}.

— (Ch C A+ By): Seja ¢; € (. Vamos considerar dois casos.

x cp € C.
Existema € Aebe Btaisqueci =a+be A+ B C A+ By.

x ¢ € C*.
Existe a € A tal que b* = ¢y —a € B*. Assim,a+b*=c € A+ B*C A+ By.

Observe agora que n ¢ C1, pois, caso contrario, terfamos que n+ ¢ —n = a+ [y, de onde

concluimos que ¢ € C, uma contradicao.



Se C1 nao é normal, entdo A, By e C satisfazem as condi¢des para uma nova extensio.
Assim, conseguimos obter extensées B = By C B1 C...C BpbeC=CyCCy C...CCy,
com A+ B = Cj, onde Cj, é normal e temos B, 41 = B, U B; e Cyy1 = C, U C;,
para 0 < pu < h —1.

Para continuar a prova do Lema Fundamental, precisamos provar trés lemas auxiliares,

relacionados com as propriedades das extensoes candnicas.
Lema 18. 8, > 3,1, para 1 <y < h — 1.

Demonstragao. Sabemos que 8, € B, = B,-1UBj,_y. Se B, € B,_y, entdo 8, = Bu—1+n—c,
com ¢ € C}_y, portanto, ¢ < n. Assim, 8, > f,—1. Por outro lado, se 8, € By—1, entdo
existem ¢, ¢ C,, com a € A tal que c+¢ —n = a+ B, € C,. Mas observe que,
como (3, € Bj,_1, também ¢é verdade que ¢+ ¢ —n = a+ p, € C,—1. Por causa da
minimalidade de 5,1, temos que 5, > fy—1. Se B, = Bu—1, pela defini¢do de C),_,, terfamos

que c € Cy_y e c € Cp_q, mas isto ¢ falso, pois ¢,¢’ ¢ C, O C};,_;. Portanto, B, > B,-1. O

Lema 19. Seja m o menor inteiro positivo tal que m ¢ Cp. Sec € C, (0 < p < h—1)

en—m<c<mn,entio c>n—m+f3,.

Demonstra¢ao. Como n—m < ¢ < n, temos que 0 < c—n+m < m. Portanto, pela definigao
de m, segue que ¢ —n +m € Cp. Mas lembre que Cp, = C, UC,UC/; U...UCy ;.
Dividiremos a prova em casos.
— Caso l: c—n+m e (.
Existema € Aebec B, taisquec—n+m =a+b>a+ 3, poisse c—n+m = a+ f,,
terfamos m € C}; (que ¢ falso), uma vez que m ¢ Cj, O Cj, e ¢ ¢ C,. Portanto, temos
quec—n+m>a+f, > B,
—Caso2: c—n+meCy (p<v<h-1).
Existem a € Aed € C} taisquec—n+m >c—n+m-—-a=05,+n—-7">p,.
Portanto, pelo Lema 18, temos que ¢ —n +m > 3,.

O

Lema 20. Se m é o menor inteiro positivo tal que m & Ch, entdo, para 1 < p < h —1,
Ch(n) = Ch(n —m) = B, (m —1).

Demonstragao. Vamos analisar a expressao b = 3, +n — c¢. Temos que b € B}, se e somente
se ¢ € C}. Se também ¢ verdade que n —m + B, < ¢ < n, entdo 5, < b < m e vice-versa.
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Portanto,
Cpu(n) = Cy(n —m+ B,) = Bj(m) — Bj(By)-
Mas, como b = 8, +n—ce 0 < c <n, temos b > f,. Assim, B(8,) = 0. Pelo Lema 19,

temos C},(n —m + B8,) = Cj;(n —m). Portanto,

Cu(n) = Cu(n —m) = B, (m) — By, (By)

= BZ(m - 1),

onde a tltima desigualdade segue do fato de m ¢ B;;. O

De posse do Lema 20, podemos completar a prova do Lema Fundamental. Como Cj, é
normal, sabemos que Cp,(n) — Cp(n—m) > A(m)+ By(m), onde m é o menor inteiro positivo

tal que m ¢ Cp,. Mas C}, e By, sao unioes de subconjuntos disjuntos. Assim,

h—1
Ch(n) = Ch(n—m) =C(n) = C(n—m) + > _ (Cp(n) — Ci(n — m)) ;
n=0
h—1
By(m) = B(m) + Y _ Bj(m).
n=0
Portanto,
h—1 h—1
Ch(n) — Ch(n—m) + Y (Cr(n) = Cii(n —m)) > A(m) + B(m) + > _ Bji(m).
pu=0 n=0

Pelo Lema 20,
Cr(n) — Cp(n —m) > A(m) + B(m).

Assim, o Lema Fundamental esta provado.

Daremos agora uma prova do Teorema 13 dada por Artin e Scherk em 1943 [1].
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Demonstrac¢ao do Teorema 13. Pelo Lema 17 (Lema Fundamental), temos, para n € N*, que

C(n)—C(n—mq) > (a+ B)m

Cn—mq1)—C(n—m1—ms2) > (a+ B)me

Cn—mq—...—my_1)—C(0) > (a+ B)my.

Somando as desigualdades acima, obtemos C'(n)—C(0) > (a+8)(m1+...+my), de onde concluimos

que C(n)/n > (a+ B). Assim, o resultado segue. O
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4. JOGO DE PENNEY

28/09/2010 — 30/11/2010

Considere o seguinte jogo para dois jogadores, A e B, conhecido como “Penney’s game”: temos
uma moeda honesta que, ao ser langada, nos da o resultado “sucesso” (S) ou “fracasso” (F'), cada um
com probabilidade 1/2. Cada jogador escolhe uma sequéncia de tamanho n > 3 dentro do espago
de sequéncias {5, F'}". A moeda ¢é jogada repetidamente até que aparega a sequéncia de um dos
jogadores. O jogador cuja sequéncia aparecer primeiro vence o jogo.

A primeira observacao é que, para toda sequéncia escolhida por A, existe uma sequéncia que,
se escolhida por B, o deixa com uma chance maior de vencer. Vamos analisar o caso em que
as sequéncias possuem tamanho n = 3. Deste ponto em diante, sejam X e Y, respectivamente, os
instantes em que temos a primeira ocorréncia das sequéncias escolhidas por A e B (Vamos considerar
que, mesmo que um jogador venga, o jogo continua até a ocorréncia da sequéncia escolhida pelo
outro jogador). Se SSS é a sequéncia escolhida por A, ao escolher a sequéncia F'SS, o jogador B
possui 7 vezes mais chances de vencer do que o jogador A, ou seja, Pr(A vencer) = Pr(X <Y)=1/8
e Pr(B vencer) = Pr(Y < X) = 7/8. De fato, ao aparecer um F, o jogador A fica impossibilitado
de vencer. Com isso, sua unica chance de vitoria é que sua sequéncia (SS95) apareca inicialmente.
Portanto, realmente temos Pr(X <Y) =1/8.

Considerando uma moeda qualquer, com probabilidade de sucesso 0 < ¢ < 1 e probabilidade de
fracasso p = 1 — q, podemos calcular qual o menor valor de ¢ para que o jogador A, que escolheu a
sequéncia SSS, tenha chance maior de vitéria do que o jogador B, que escolheu a sequéncia F'SS.
Pela mesma analise feita no paragrafo anterior, conseguimos ver que Pr(X < Y) = ¢3. Assim, para
que Pr(X <Y) > Pr(Y < X), é necesséario que g > 1/21/3.

Temos, neste ponto, um fendémeno curioso. Pois, fazendo 1/2 < ¢ < 1/21/3, podemos observar
que ao lancar 3 vezes a moeda, a chance de aparecer a sequéncia 5SS é maior que a de aparecer a
sequéncia F'SS, porém, vimos que é mais provavel que, ao lancar repetidamente a moeda, vejamos
a sequéncia F'SS antes da sequéncia SSS. Assim, temos respostas diferentes para as seguintes
perguntas.

e Qual sequéncia é mais provavel no lancamento de 3 moedas?

e Qual sequéncia aparece primeiro se a moeda é lancada repetidas vezes?

Considere agora, invés de sequéncias de tamanho 3, sequéncias de tamanho n. Seja SSS5...S a

sequéncia escolhida por A e F'SS...S a sequécia escolhida por B. Pelo que ja foi discutido, é facil

10s resultados desta se¢do foram apresentados pelo professor Miguel Abadi.
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ver que Pr(X < Y) = ¢". Portanto, para que A tenha uma chance de vencer que seja maior que a
chance de B, é necessario que ¢ > 1/ 21/7 Desta forma, podemos concluir que, ao aumentar o valor
de n, s6 pioramos a situacao para o jogador B, pois ¢ — 1 quando n tende a infinito. A ocorréncia
deste fenomeno esta relacionada ao “encaixe” das sequéncias, que definiremos mais & frente.

Uma outra pergunta a ser feita diz respeito ao valor esperado do tempo de aparigdo das sequén-
cias. Seja {Ai1,..., Ao} o conjunto das sequéncias possiveis de tamanho n. Denotamos por t; o
tempo até a aparicao da sequéncia A;. Qual sequéncia A; é tal que, em média, ¢; ¢ minimo? Formal-
mente, queremos saber qual sequéncia A; possui menor valor de E(t;) = > 7~k Pr(t; = k), dentre
todas as sequéncias. Se m = min2", E(t;), queremos saber que sequéncias 4; sio tais que E(t;) = m.

Sejam A = {S, F'} e n € N. Denotamos por A" o espaco de sequéncias de tamanho n formadas

por elementos de A.

Defini¢ao 21. Dada uma sequéncia © = (a1,...,a,) € A", dizemos que x possui um inteiro
positivo d como periodo se x se repete apds a posi¢io d, isto €, (agi1,...,an) = (a1,...,0p—q).
Ademais, denotamos por P,(k) o conjunto das sequéncias com n elementos que possuem k como

periodo.

Definigao 22. definimos o tempo de encaize T,,(z) da sequéncia x como sendo o menor periodo

de x, isto é, Ty (z) = min{d: (agi1,...,an) = (a1,...,an—q)}.

Claramente, 1 < T,(x) < n. Desejamos estudar o comportamento de T,,: A" — {1,...,n}.
Veja que, se m # n, entdo T;, e T,, estdo definidas em espacos diferentes. Podemos uniformizar os
espacos considerando o dominio {0, 1}, onde T, : {0, 1} — {0,1}" ¢ a projecio das primeiras n
coordenadas de uma sequéncia. Assim, fazemos T}, (x) = T},(T,(z)). Pensaremos em T}, algumas
vezes como definido em {0, 1}", algumas vezes em {0, 1}\V.

Observe que, se (b1, ba,...,b,) ¢ uma sequéncia fixa em {0,1}" e tomamos o conjunto de
sequéncias A, = {(a1,as2,...): (a1,a9,...,a,) = (b1,ba,...,b,)}, entdo T, ¢ constante sobre A,.
Veja também que se x = (1,1,...), entdo T,,(x) = 1. Porém, intuitivamente, a idéia é que o valor
de T,, seja pequeno somente para poucas sequéncias. Isto é, T, deve ter valor assintoticamente
igual a n para a grande maioria das sequéncias. De fato, isto é o que acontece e pode ser visto no
seguinte teorema, onde definimos os seguintes conjuntos: {7, = k} = {z € {0,1}": T,,(z) = k}

e{T, <k} ={xe{0,1}": T,(z) < k}.

Teorema 23. Para todo 0 < e <1,

Tn _
lim M —0
n—o00 n

13



Antes de provar o teorema acima, vamos estudar os conjuntos {7, = k} com 1 <k <n. O
seguinte teorema é um resultado cléassico, conhecido como Teorema de Fine e Wilf, lembrando que

dados inteiros positivos p e ¢, denotamos o maximo divisor comum de p e g por (p, q).

Teorema 24 (Fine-Wilf [5]). Se p e q sao inteiros positivos, entao toda sequéncia com tamanho
pelo menos p+q— (p,q) que possui periodos p e q, possui também o periodo (p,q). Ademais, eriste

uma sequéncia de tamanho p+ q — (p,q) — 1 com periodos p e q que nao possui periodo (p,q).
Para a prova do teorema acima, veja o exercicio 4.1.1.

Definicdo 25. Sejal < k < n—1. Definimos B(k) = {zx € {0,1}: z = (21,..., 28,21, . .., Tp,...) }.
Ademais, definimos By, (k) = Ty (B(k)).

Deste ponto em diante, denotaremos (1, . .., zy) por z}'. Nao é dificil ver que {T,, = k} C B, (k).
Porém, a sequéncia x = (1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0) pertence a Bi2(4) mas Tia(xz) = 2 # 4,
logo, {T), = k} # B, (k). Isto acontece por causa da repeticio de padrdes que ocorre dentro da
sequéncia. Claramente, se x € By, (k), entdo T,,(z) < k. Ademais, se supormos k < |n/2], entdo

temos o seguinte resultado.
Lema 26. Se k < |n/2], entao By (k) = {x € {0,1}": T,,(x) = d, d|k}.

Demonstragao. Se x é uma sequéncia de tamanho n com T, (x) = d, onde d divide k, entao temos
que ¢ € B,(k). Suponha agora que x € By(k). Desta forma, x = (y",y), onde y" denota
uma sequéncia formada pela concatenagdo de r sequéncias y = (y1,...,Yk), € ¥ = (Y1,---,Y1),
com 0 <[ < k. Considere y = 2% de forma que ¢ seja o maior possivel (z seja o menor pos-
sivel). Por exemplo, fazendo k = 6, se = = (1,2,3,4,5,6,1,2,3,4,5,6), temos y = (1,2,3,4,5,6)
ez =(1,2,3,4,56) comq =1, ese xz = (1,2,3,1,2,3,1,2,3,1,2,3), temos y = (1,2,3,1,2,3)
e z=(1,2,3) com g = 2. Assim, seja d = |z|. Claramente, d|k e = possui periodo d. Queremos
mostrar que d é o menor periodo de x, isto ¢, que T),(z) = d. E 6bvio que T},(z) < d, uma vez que d
é periodo de z. Suponha, por contradi¢ao, que T, (x) < d, isto ¢, existe d’ < d que é perfodo de z.
Desta forma, como k < |n/2], temos que n > d+d' — (d,d’) e, pelo Teorema 24, concluimos que x
possui perfodo (d, d’), uma contradi¢ao com a escolha de z e ¢, pois z seria da forma u®, com s > 2,

para alguma sequéncia u. O

Se k > n/2, ndo é possivel obter a igualdade do Lema 26. Por exemplo, observe que a sequén-
ciax = (0,0,as3,...,an-2,0,0) com a; # 0 para 3 < i <n—2, estd em B,(n—1) mas T,,(x) = n—2,
que nao divide n — 1.
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Demonstracao do Teorema 23. Fixe 0 < e < 1. Temos

(1—e)n
{T,<(1-empc |J Balj)
j=1
Portanto, observando que |B,(j)| = 27,
(1-e)n
T < (L —e)nj| _ 1 :
on S o 2. 2
7=1
9(1—e)n+1
<
< o
— 0.

O

Estudaremos agora alguns conjuntos de sequéncias intimamente relacionados com os conjun-

tos By (k).

Defini¢do 27. Seja 1 <k <n—1. Definimos Ry(k) = {x € {0,1}": af = al_, |}, isto €, Ry (k)
€ o conjunto das sequéncias com n elementos onde seus primeiros k elementos sdo iguais aos seus

ultimos k elementos.
Os proximos dois lemas mostram que P, (k) = Bp(k) = Rp(n — k), para 1 <k <n — 1.

Lema 28. B, (k) = P,(k), para 1 <k <n —1.

Demonstragio. Se x € B,(k), entao é claro que k ¢é periodo de x. Se x = (x1,...,2,) € Pp(k),
entao (Tgi1,--.,%n) = (T1,-..,Tp_k). Assim, temos que (Toki1,..-,Tn) = (T1,...,Tp_2k), uma
vez que (Toki1y---,Tn) = (Tga1,--sTnk) = (T1,...,Zn_2k), € assim por diante. Portanto, é
verdade que x € By, (k). O

Lema 29. R,(n — k) = Py(k) para 1 <k <n—1.
Demonstragao. A prova segue diretamente das defini¢oes de P, (k) e R,(n — k). O

Sabendo que |B,, (k)| = 2¥, temos, pelos Lemas 28 e 29, que |R, (k)| = 2"%. Assim, o seguinte
resultado é imediato, onde Pr(R,(k)) = |R,(k)|/2™.

Lema 30. A seguinte igualdade é verdadeira para todo inteiro positivo k < n/2 — 1.

Pr (Rn(k)) = Pr (RZ(LEH)(/.C)) :

2
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Lema 31. A sequinte igualdade é verdadeira para todo inteiro positivo k < n/2 — 1.

Pr U Rul)] =Pr U Ry(12)-1)0)

k<j<n-1 k<j<m-1

Demonstragio. Se 2% € Ry, (j), entdo 27 = a]wiwwaa], onde wy, wy € {0,1}"/21-1-7 ¢ 4 € {0, 1},

com | = n — 2(|n/2] —1). Desta forma, dada a sequéncia z7, existem 2! sequéncias tais que,

removendo w, obtemos a subsequéncia zjwiwaz] de . Portanto,

. U mG) _’Uk<j<§2;1Rn(j)‘.

k<j<Z-1

Ur<jcn 1 Bo(in_1y(4) Uicicn_i Ra(4)
Prl U By gl Lt || e

k<j<i-1

Observe que a probabilidade de uma sequéncia w € {0, 1}k ser obtida através de k lancamentos
sucessivos de uma moeda que d& cara com probabilidade p e coroa com probabilidade 1 — p, onde
cara representa 1 e coroa representa 0, é p'w (1 — p)k_iw, com 1%,, sendo a quantidade de posicoes que
possuem valor 1 em w. Assim,

SO Prwgm = Y (-

wke{o)l}k wke{ovl}k

=3 (Yot -y

1=0

="+ (1 -p™)"
Fazendo p = 1/2, temos 3, c¢o1y» Pr(wg)™ = 1/20m=Dk_ Desta forma, se k|n, entdo

Pr(Bn(k)) = > Pr(af)*

zke{0,1}+

Defini¢ao 32. Dada uma sequéncia x € {0,1}", definimos Syp(x) = n — T, (x), isto é, Sy(x) € o
tamanho mdzimo das sobreposi¢oes de x.
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Como usual, {S, =k} = {z € {0,1}": Sy () =k} e {Sp > k} = {2 € {0,1}": S, (z) > k}.

Teorema 33. Para k > 1, as sequintes asser¢oes sio verdadeiras, com ay j, ai, by i, by € [0, 1].

a) Pr(S, > k) = (1/2)" + ans;
b) Pr(Sn = k) = (1/2)F — byi;
¢) limy 00 Pr(S, > k) = (1/2)F + a;
d) limp_yee Pr(S, = k) = (1/2)% — by,.

Demonstragio. Observe que [{S, = k}| = [{Sn > k}| — |[{Sn > k + 1}|. Vamos assumir n > 4k e,
por clareza na exposicao dos resultados, vamos considerar n par.

Demonstragao de a).

Uma vez que {S, >k} = U;L:_,i R, (7), temos o seguinte, onde G, (k) = Pr(S, > k).

n—1
Gn(k)=Pr | [ Rn(j))

n/2—1 n—1 n/2-1
=pr| |J Rn(j)) +Pr( U r.) \ U Rn(j>)
=k

n/2-1 n—1 n/2—1
=Pr U Rn2(j)> + Pr ( U Rn(]) U Rn(]))
j=k Jj=k

n—3 n—1 n/2—1
=pr (| Rng(j)> +Pr( U r.\ U Rn(j)>
j=k Jj=k

Similarmente, temos
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n/2—2
Gra(k) = G +Pr< U Ry () U Ry—(j )

j=n/2—1

(U Ry—a(j n/LQ_JQRM )

j=n/2—1

Portanto, iterando esta férmula, obtemos

n/2—1
Gn(k) = Gop(k) + Pr ( U R, ( U Rn(]))
=k

j=n/2

n/2
+ ) Pr (Rm \U Rai(j )
i=k+1
2%k—1
( U Roi(j UR2k )
Jj=k+1

= Pr(Rox(k)) + ani

= Pr(Bak(k)) + ank

1 k
= 5 + Qn K
onde fizemos

n—1 n/2—1 n/2
anp Lk = Pr ( U Rn(]) U Rn ) + Z Pr <R2z \U RQ@ ) .
ji=k

j=n/2 i=k+1

18



Demonstragao de b).

Observe que Pr(S,, = k) = G,(k) — Gp(k + 1). Desta forma, temos

Pr(Sn = k) = Pr(Rox(K)) — Pr(Rags i1y + 1)

n—1 n/2—1
Pr( U ®.G)nRak) \ | Rn(j))

j=n/2 j=k+1

n/2 i—1
— Z Pr (RQ, ﬁRgz ) U RQZ(]))

i=k+2 j=k+1

(RZ(k—H (k+1 \U Ry 1)( ) :

n—1 n/2—1
Pr(Sn = k) = Pr(Ro(k)) — Pr ( U RuG)NRak) \ Rn(j))

j=n/2 j=k+1

n/2 i—1
— Y Pr( Ry(i) N Rai )\ U R
i=ht1 j=k+1

1 k
~(g)

Desta forma, obtemos

onde fizemos
n/2—1 n/2 i—1
b = Pr U Ra(j)NRa(k) \ |J Bali) | + D Pr| Ra() N Ru(k) \ |J Ruilh)
j=n/2 j=k+1 i=k+1 j=k+1

Demonstragao de c) e d).
Para provar c), fazemos ar = 37 ; Pr(Ra;(i) \Ui_l R;(j)) e vamos mostrar que lim, o0 ap = aj.

Para isto, basta observar que Pr(U;_ 5/2R (j )\Un/2 ! R,.(j)) < Z] o Pr(Ra(f)) = Z;Lfl(Bn(j)),

mas Z;Lg(Bn(j)) tende a zero quando n — co. Analogamente, d) segue. O

O seguinte lema limita superiormente Pr(Ui-:1 B,(j)) quando I < n/2.

Lema 34. Para todo | < n/2, existe C > 0 tal que

! . n—1 - 1 n—l1
: <U1 Bnm) —Pr (AU an) gc*(ﬁ) |

j=n—l
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Demonstra¢ao. Considere r tal que n = j[n/j| +r, com 0 <r < j. Se w = w;...wjw, € By(j),

onde w; = w,w;j_,. Lembrando que Zwme{o,l}m Pr(wy,)* = (pF+(1—p)*¥)™ e denotando p*+(1—p)*
por myg, temos

Pr(Bu(j)) < Y Pr(w;)"

w;€{0,1}

= (s + (1-p) Ln/jJ)j
-
<0

< (ma)' 7

1 _1iln/i]
M) [n/]J]

1 qn—j
M) ln/JJ]

onde a tultima desigualdade segue do fato de (ma)l/o‘ < (ms9)? para todo o > 2. Com isso, temos,
para algum C' > 0,
l l
> Pr(Bu(j)) < D (m
3=1 J=1

_ m2)(nfl)/z _ (mQ)n/Q
1-— (m2)1/2

< C(m2)(n—l)/2
n—I
ZC( p2+(1—p)2)

()

onde fizemos p = 1/2 na ultima igualdade. O

Seria interessante obter, por exemplo, limites superiores para os seguintes valores.
| Pr(S,, > k) —limPr(S,, > k)| = |ank — akl;
| Pr(S,, = k) —lim Pr(S,, = k)| = |bp 1, — b

A seguinte proposicao nos da uma idéia de que tipo de limite é possivel conseguir.

Proposicao 35. Dado k > 1, para todo n > 4k, existe C > 1 tal que

a)

— my k mn/2+1

Z Pr(R2;(i) N Rei(k)) = <2> 2 ;
' my 1 —mq
i=n/2+1
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k n—1 n/2—1 k
n m . . n m,
s <m3§2) <Pr| |J Ra)NRak) \ U Ralh) | < Om3” (m;?) '
2

j=n/2 j=k+1 2

Demonstracao. Por simplicidade, assumimos n par. Seja w € (Rg;(i) N Rg;(k)). Assim, temos
que w = wiw e w = wyzws, com |wy| =1 e |ws| = k, de onde concluimos que w = woywowayws,

para algum y tal que |y| = i — 2k. Portanto, Pr(w) = Pr(ws)* Pr(y)?. Desta forma, temos

Pr(Roi(i) N Roi(k)) = > Pr(wg)* > Pr(y)

wo€{0,1}k ye{0,1}i—2k

= mljmé 2k

Somando os termos a partir de n/2 + 1, temos

> Pr(Rai(i) N Ryi(k) = > mimb
i=n/2+1 i=n/2+1

241
_ (ma\
m% 1-— mo '
Isto é, provamos o item a).

Observe que B, (k) C B,(2k) C ... C Bp(¥), para todo ¢ multiplo de k. Usando a relagao
R, (k) = Bp(n — k), obtemos

n/2—1 —(k+1)
U Ra(i) = U By(
j=k+1 j=n/2+1
n/2—k —(k+1)
= |J B U Bi(
Jj=1 j=n/2+1
Assim,
n—1 n/2—1 n/2 n—(k+1)
U Ra) \ U B B.() \ U Bl
j=n/2 j=k+1 j=1 j=n/2+1
n/2 n/2—k n—(k+1)
=B \ U Bah)u |J Bal
j=1 =1 j=n/2+1
n/2 n/2—k n—(k+1)
= U B\ U Bu)u | Bl
j=n/2—k+1 j=1 j=n/2+1



De onde concluimos que

n—1 n/2—1 n/2 n—k—1
j=n/2 j=k+1 j=n/2—k+1 j=n/2+1

Dividindo em dois casos, precisamos encontrar limites superiores para

n/2—k/2

U Bul) N Ralk):

j=n/2—k+1

n/2
U Bu() N Ru(k).
j=n/2—k/24+1
Considerando a primeira das duas formulas acima, observamos que n/2 —k+1<j <n/2—-k/2se
e somente se n — 2k +2 < 2j <n —k. Seja w € (By(j) N Ry(k)). Assim, temos que w = wpwpwy,
e w = wpwpwy, de onde concluimos que w = wiwowiwowswy, com |wi| = k e |we| = j — k.

Portanto, Pr(w) = Pr(w;)? Pr(ws)? Pr(ws). Desta forma, para algum p positivo,

> Priw)< > Pr(w)® Y Pr(wy)?p" ¥ F

wEBR (7)NRy (k) w1€{0,1}F woe{0,1}5—F

_ k _j—k n—2j—k
=mgmy = pT "

Para o restante da prova, veja o exercicio 4.1.2. U

4.1. Problemas e exercicios. Todos estao convidados a trabalhar no seguinte exercicio.

1. Prove o Teorema 24.

2. Complete a prova da Proposicao 35.
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5. ARVORE DE SUFIXOS

23/11/2010

Seja ¥ um alfabeto finito e £* o conjunto das palavras (sequéncias finitas) ndo vazias sobre 3.
Por exemplo, se ¥ = {a,b, 2}, entdo s = zabrac € ¥* e |s| = 6, onde |s| denota a quantidade de
elementos de s. Observe que os fatores xa, a e x ocorrem duas vezes em s, com za sendo o fator
mais longo que ocorre mais de uma vez.

Desejamos obter um algoritmo eficiente para, dados um alfabeto ¥ e uma palavra s € ¥*,

encontrar um fator que:

i) ocorre mais de uma vez em s;

ii) é o mais longo possivel.

Uma maneira de conseguir um bom algoritmo é fazendo uso do que chamamos de wetor de
sufizos. O vetor de sufixos para uma palavra s de tamanho |s| € um vetor v com |s|+ 1 posicoes, de
modo que v[i] contém a palavra s sem os ¢ primeiros elementos. Assim, v[0] contém exatamente a
palavra s e v[|s|] é a palavra vazia A\. Uma vez que temos o vetor de sufixos, para obter o algoritmo
que queremos, basta ordenar lexicograficamente o vetor e comparar cada elemento do vetor com o
proximo elemento na ordenagdo. Tal procedimento pode ser realizado em tempo O(k|s|), onde k
é o tamanho do maior fator que ocorre mais de uma vez em s (isto é possivel se realizarmos um
procedimento eficiente de ordenagao, que leva tempo O(]s|)).

Existe uma maneira mais eficiente de representar os sufixos de uma dada palavra s, através de
uma drvore de sufizos. Tal arvore permite, assim como no vetor de sufixos, a representagao de todos
os sufixos de uma palavra |s|. Uma arvore de sufixos para s é uma arvore enraizada onde cada aresta
contém uma substring de s e todas as arestas que saem de um mesmo vértice sao rotuladas de modo
que tenham prefixos diferentes. A Figura 1 mostra a drvore de sufixos para a palavra s = zabzac.
E possivel construir tal drvore em tempo O(|s|).

Tais estruturas sao muito tteis em algoritmos de compressao de dados. Vamos apresentar o
algoritmo de compressao de Ziv-Lempel. No que segue, vamos considerar a palavra s = abacabaxabz
para facilitar o entendimento. Seja prior;(s) o maior prefixo de s[i...n] que ocorre em s[1...7— 1]
como fator, para i € [n], onde n é o tamanho de s. Ademais, denotamos | prior;(s)| por l;(s). Desta
forma, temos que priorg(s) = ba e lg(s) = 2. Se prior;(s) = A, entdo dizemos que l;(s) = 0. Por fim,
denotamos por s;(s) a posi¢ao do primeiro caractere do primeiro fator de s[1...7 — 1] que é igual a
prior;(s). Podemos agora apresentar o algoritmo de Ziv-Lempel.
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bxac_~a/ ¢ Xa

bxac C C bxac

F1GURA 1. Arvore de sufixos para a palavra s = zabzac.

Entrada: Palavra s de tamanho n.
Saida: Codificacao de s.

1= 1.
enquanto ¢ < n faca
compute (s;(s),i(s)).

se l;(s) > 0 entao
imprima (s;(s),;(s)).

i =14 1(s).
fim
senao

imprima s[i].

1 =14+ 1.
fim

fim

Algorithm 1: Algoritmo de Ziv-Lempel
E possivel implementar tal algoritmo em tempo O(n), utilizando arvore de sufixos e, claramente,
o processo de descompressao da saida do algoritmo é 6bvio. Se aplicarmos o algoritmo de Ziv—Lempel

a palavra s = (ab)Qk, para k > 1, obtemos a saida ab(1,2)(1,4)(1,8)...(1,2¥), que é muito menor

que a palavra original s. Este exemplo mostra bem a capacidade de compressao do algoritmo.
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